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4 - 0 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM Il

Til nd i dette kurset har jeg veert ngye pa 3 bruke den gode gamle derivasjonsapostrofen:
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Dette er for & drive gjennom at mange formler du lzerte pa skolen, for eksempel kjerneregelen
W(x) =g (f(x)) f (z).
eller ettpunktsformelen for tangenter
p(s) = flz) + f'(z)(s —z)

generaliserer til funksjoner fra R™ til R™ dersom du erstatter vanlig multiplikasjon med matrisemulti-
plikasjon. | denne gkten skal vi g over til standardnotasjonen i fysikk, slik at dere venner dere til det.
| klassisk fysikk er det som regel fire uavhengige variable - tre romkoordinater x = (x,, x5, 75)T og
tiden ¢. En vanlig notasjon for den deriverte med hensyn pa rom er, er gradientoperatoren:
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Vi bruker denne til tre forskjellige ting. Gradienten til skalarfeltet f : R® — R skrives

v (22000,

Oz, Ozy’ Oxyg

De to andre tingene vi bruker gradientoperatoren til er relatert til vektorfelt.

La f veere en funksjon fra R? til R3. Skriv ut komponentene til V- f og V x f.
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Divergensen til et vektorfelt er summen av diagonalelementene i vektorfeltets jacobimatrise:

Akkurat som i to dimensjoner, forteller denne noe oss om vektorfeltets ekspansjon i punktet x.
Finn divergensen til vektorfeltet f(z) = (102,23, —bxy23, 9r477).
La oss f3 mer magefglelse pa divergensen med fglgende oppgave.

La X, veere kuleflaten med sentrum i origo og radius €, og la vektorfeltet f vaere gitt ved
f(z) = (21, 7,,0). La N veere enhetsnormalen til 3_ som peker utover. Bestem grenseverdien

: 3
elg(% 47ed //Z J-Nd5.

Finn divergensen til det elektriske feltet til en punktladning.

Analysens fundamentalteorem kommer i en tredimensjonal variant som er analog til den andre ver-
sjonen av Greens teorem. La ) € R? og anta f: R? — R? er glatt og alt det der, da er

som sier at f sin netto utstrgmning fra ) skal veere lik f sin ekspansjon inne pa 2. La oss ta noen
klassikere fra TMA4105.

La T vare omradet i R® begrenset av paraboloidene x5 = 2% + (25 + 1)? og 23 = 10 — 27 —
(o — 1)2, og la T' betegne skjaringskurven mellom disse to paraboloidene. La vektorfeltet
f: R® — R3 veere gitt ved f(z) = (¥, + 75,29 — 1,73 + 23). Regn ut

der OT er randen til T og enhetsnormalen N peker ut fra 7.

@ La T veaere omradet i R® begrenset av flatene 3 = /22 + 22 —7, 23 = 0 og 73 = 2. La
vektorfeltet f: R® — R3 vaere gitt ved

f(x) = () — 23,2 + 29,25 +1).

Hva er fluksen ut av den krumme delen til randen til 77
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Rotasjonen til et vektorfelt er litt mer grisete enn divergensen:
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Finn rotasjonen til vektorfeltet f(x) = (10x,23, —5xy2%, 92427).

La €, vare sirkelen 2?2 + 23 = €2, orientert mot klokken, og la vektorfeltet f: R? — R? veere
gitt ved f(z,,25) = (—x4, ;). Bestem grenseverdien

e—>0+ 7re2f ] ds.

@ Finn rotasjonen til coulombkraften til en ladning gq.

Den fgrste varianten av Greens teorem generaliseres til noe som kalles Stokes teorem. La X vaere
en flate i rommet, med randkurve 0%, og f er glatt og s videre:

/azf-ds:/Efo-dS

Dette er ogsa en generalisering av analysens fundamentalteorem, og sier at arbeidet f gjgr pa en
partikkel som reiser rundt 0% er det samme som fluksen til rotasjonen til f gjennom 3.

La © € R3 vaere begrenset av paraboloidene x5 = 23 + (75, +1)? og 23 = 10 — 22 — (25, — 1)2.
La I betegne skjaeringskurven mellom dem og la f(z) = (21 + %y, 75 — 71,72 + 22)T. Regn ut

/Ff-ds

der I" er orientert mot klokken sett ovenfra.

La Q vaere den delen av ellipsoiden z? + 23 + 8(x5 — 1) = 9 hvor x5 > 0, og la vektorfeltet
f: R? = R3 veere gitt ved

2 2 2
f(z) = (x1x3 — 53 cos x, 5x?e‘"3,6x1x26‘“1+“’2+x3)

Regn ut

/fo'dS.
R




