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3-1-0OM KART OG KOMPASS

Gradientvektoren er
f/(l'> = (21‘1 + $2 + ].,1'1 + 2$2 - 1)

Vi setter denne lik null

og far likningene

2$1+$2+1:O
Ty +2z,—-1=0

som har Igsning ©; = —1, x5 = 1. Nivdkurvene er litt tricky - her gjelder det & ha et gye for
smarte koordinattransformasjoner. Vi husker rotasjonsmatrisen

Rla) = (cosa —sina) .

sinae  cos«
Koordinatsystemet til x er rotert fgrtifem grader i forhold til koordinatsystemet y dersom

z = R(m/4)y

Lo \/§ 1 1 Yo
SettEI vi dette inn for x i fur kS_jOI en, far vi

f(z(y)) = f(Ry)

eller

1 , 1 1 | 1
= —v) +s W —v) W +y)+ 5 +4) +—= —y) — = +
5 (Y1 — ¥2) 5 (Y1 —y2) (Y1 +y2) 5 (Y1 +y2) ﬂ(yl Ya) ﬂ(yl Ya)
3 1
= Syt + 55 — V2
2 2
og setter vi denne lik en konstant, far vi
3 1
UL V2 =0,
2 2
som kan skrives om til
2 1
3y2 + (v, — V2) =2C+ 3

eller

_|_
(2c0+%4)/3° 20+1%
som forteller oss at nivakurven til f(z) = C er en en ellipse med halvakser (20 + %) /3 og

[2C + % med sentrum i y = (0,1/2)7 aka z = (—1,1)” aka bunnpunktet.
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Hvis du skriver ut komponentene og tar jacobi, vil du se at f’(x) = A. Dette er det fgrste av
mange pene eksempler pd at regneregler du kjenner fra envariable funksjoner generaliserer pent
til flervariable dersom du setter inn matrisemultiplikasjon overalt der det er vanlig multiplikasjon
i regelen du kan fra fgr.

3 - 1| Denne gjgr Astrid i gvingsforelesning.

Denne ogsa.

Vi far f/(z) = BT. Strengt tatt er dette et spesialtilfelle av oppgave 2, men en morsom fun
fact kan vel ikke fremsies for ofte.

Vi fglger hintet og skriver ut

a a T
flz) = <331 Lo ) (a; a;z ) ( ! ) = alll% + (a13 + agy) 175 + CL22$%

som har gradient
(2a117q + (a9 + ag1) Tg, (A1 + Gg1) Ty + 209925).

som er det samme som f’(z) = 27 (A + AT). siden

A1 AT — ( 20y, a21+a12>
Ay + Aoy 2a9,

@ Gradienten er
f(x) = (209071 + a1129 + a1, 01171 + 200575 + a3)
og kritisk punkt tilfredsstiller likningssystemet

209071 + a7 = —a4

Dette har entydig Igsning dersom matrisen er inverterbar og dette skjer hvis og bare hvis
2
daya9; — a1y 7 0.

Hvorvidt det er topp eller bunn skal vi komme tilbake til om noen uker, og a;,-koeffisienten i
den ideelle gasslov er 1/ Nk mens de andre er null.

Gradientene er
fiw) = (20, =1).20,)  og i) = (20w; — 4),2(2, - 2)

slik at

f{(L 1) = (072) og fé(L 1) = (_6> _2)

Tangentplanene blir

p(s) = —3+(0,2) (2:1) = —3+2(s, — 1)
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og

Sy —1

p2(5):7(6,2)< ) = —5—6(s; — 1) —2(sy — 1).

Nullnivdkurvene skjaerer hverandre i punktet s som tilfredsstiller
6(s; —1) —2(sy — 1) =5.

og dette klarer du nok & regne ut. Oppgaven er mest en cliffhanger til en senere oppgave.

Nivakurvene til
file) = (2y = 1) + a5 —4
tilfredsstiller
(r,—1)?+22—-4=C
og er sirkler med radius v/4 + C med sentrum i (1,0)7. Den andre Igses pa samme mate.

Det er na generelt slik at det vise at noe ikke er sant dersom det ikke er sant, ofte kan
vare lettere enn & bevise at noe er sant dersom det er sant. Grenserverdier er ikke sd enkle
3 handtere i flervariabel kalkulus, men denne eksisterer ikke, og det kan vi se ved 3 bytte til
polarkoordinater

x, =rcosf

ZTo = rsinf
og sette inn i uttrykket for f:

f (r cos 9) B 2r2 cos fsin @

. =— = 2cosfsinf
rsin 6 r

N3& ser vi at denne funksjonen er konstant pa alle rette linjer ut fra origo, men med forskjellig
funksjonsverdi cos 0 sin 6 pa hver linje. Disse linjene mgtes i origo, s& det er klart at grensever-
dien der ikke kan eksistere. Hva skulle den veert?

Denne oppgaven er mest med for 3 illustrere at det ogsa kan vare vanskelig & avgjgre om en
grenseverdi eksisterer nar den ikke eksisterer. Vi prgver samme triks som i sted, og far

! rcost) 273 cos? fsin B 27 cos? fsin f
7sin 6 rdcost @+ r2sin®f  r2costf+sin®h’
Hvis vi bestemmer oss for en verdi for 6 og sa lar » — 0 slik at = gér mot origo, kan det ved
fgrste gyekast se ut som om grenseverdien er null, siden telleren gér mot null og nevneren mot

sin? @, men dette er feil. Hvis vi sniker oss inn i origo pa en slik mate at sin? 6 gar mot null
etterhvert som vi nzrmer oss origo ved 3 reise inn langs kurven x, = z7 istedet, far vi

f 1 :%:1
x? 227

som helt klart gar mot 1 ndr x; — 0. S3 denne grenseverdien eksisterer visst heller ikke, men
det var litt vanskeligere & oppdage.
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Denne oppgaven ser tilforlatelig ut, men peker frem pa en veldig viktig ting, spesielt for de som
skal lzre elektromagnetisme. Vi partiellderiverer og far

0 0 1 x

u(zr) = — =

Oz, Oy \fa? + 2% + 22 (x%+x§+:n§)3/2‘

og
0 0 1 Ty
37“@:) I R e e A 32"
T2 Trvartrp ey (af +ad o+ ag)
og
0 0 1 T
37“@:) I e S 32
T3 Tsvaitaoytaoy o (af 4 23 + 23)
slik at
T
’LL/(J/‘):— ($1,1‘2,l’3)3/2 :_LB
(22 4+ 23 + 22) ||

Dette er en vektor som alltid peker rett inn mot origo, og nivaflatene er dgnn sfariske, altsa
kuleskall sentrert i origo med radius 1/v/C, siden likningen

u(m):;:C

2 2 2
V& x5+ 23

/ 1

Et skalarfelt av n variable har n partiellderiverte, og hver av disse er et skalarfelt med n
partiellderiverte, s3 da blir det totalt n? dobbelderiverte. De rene dobbelderiverte til u er

kan skrives om til

Pu_ 1w
Oz |xP Tlal
mens de blandede er
Pu__ _amt
Ox;, 0, ||?

Yes sir, | can harmonic function. | can harmonic function all the night:

_(L g2t L e 1 396%)

N R R E R FT LN PR P
1 1

= _— :O

(|x|3 |x|3)



TMA4101/4106/4111/4121

Vi er interessert i funksjonen

1 1 1
()] Vcos? t + sin® ¢ + ¢2 CVI+ 2

Denne er det bare & derivere med hensyn pa ¢, og fa

t

g'(t) = BIEEEE

eller bruke kjerneregelen og de foregdende oppgavene og fa

—sint
<1+t2)3/2 ) <1+t2>3/2

som selvfglgelig blir det samme.

Cauchy-Riemann-likningene er

ou v ou v
or Oy oy Oz’

Dersom vi deriverer den fgrste likningen med hensyn pa x og den andre likningen med hensyn

pa y og antar at

v 0%

oyoxr  Oxdy’
(dette er sant, men litt for hardt for oss & bevise), far vi

Pu o

ox2 oy
Likeledes far vi

0% n *v 0

ox2  oy?

ved 3 derivere C-R-likningene henholdsvis med hensyn y og « og anta likhet mellom de blandede
dobbelderiverte til u (som nok en gang er sant, men for vanskelig for oss & bevise). Real- og
imaginaerdelene til en kompleks deriverbar funksjon er altsd harmoniske funksjoner!




