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1 - 3 - DIFFERENSIALLIKNINGER I

| forrige gkt ba jeg deg om 3 lete etter Igsninger til kloss-og-fjaerlikningen

fuy+%mo:o,

men jeg sa aldri hva de var - vi ma nemlig ha komplekse tall for & handtere Igsningene pa en fornuftig
mate. Fgr vi leerer den generelle Igsningsteknikken, skal vi introdusere en kraft til. Friksjonskraft er
som regel avhengig av farten 2, og hele tiden rettet mot fartsretningen. Friksjon er komplisertEl men
det er ikke uvanlig & anta at friksjonskraften er proporsjonal med z:

F(i) = —pt

Dette er i mange systemer en rimelig antagelse dersom hastigheten er lav, og uansett det eneste som
er banalt nok til at vi kan handtere det her og nd. Newtons andre lov F' = mz blir

mi(t) = —ka(t) — pi(t),

dersom klossen opplever en slik friksjon i tillegg til fjaerkraften. Vi rydder og skriver

i) + L) + Fa) —o.

m m
R
Hvis du na tror at du kun studerer kloss og fjer ved a Igse |' ,'
denne likningen, kan du prgve @ bruke Kirchhoffs spenningslov 1 - 7

pa denne kretsen.

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Friction
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Det bgr altsa vaere klart at én og samme differensiallikning kan ha mange mange bruksomréderE] Vidt
forskjellige fysiske fenomener kan oppfgre seg dgnn likt matematisk sett. N skal vi se pd hvordan vi
finner Igsningene pa de foregdende likningene. Det er litt mer kjelkete med andre ordens likninger, sa
laosssette m=L=1, u=R=30gk=1/C =2, slik at vi far likningen

@ (t) + 34 (t) + 2x(t) = 0.
Det fgrste vi gjgr er 3 observere at siden

M43 +2=A+1)(A+2)

(5+1) (5 +2) s =0

La na oss na innfgre en hjelpevariabel

kan vi “faktorisere” likningen slik:

Denne tilfredssstiller

som impliserer at

Men i sa fall ma
2(t) 4+ 2z(t) = cret

slik at
t
z(t) = coe 2t 4 ¢4 / e2stesds
t
=cye 2+ ¢ / e 2ds = cye™ —cret.

Siden ¢, bare er en integrasjonskonstant, kan vi bytte fortegn og skrive Igsningen litt penere:
z(t) = ciet + e 2t
Hvis du na studerer dette litt n@ye, vil du se at det er ingenting spesielt med likningen
@(t) + 3&(t) + 2x(t) = 0.
Hadde vi prgvd 3 Igse
ay@(t) + a;2(t) + agz(t) =0
kunne vi gtt frem pa samme mate, og funnet at

z(t) = ¢ eMt 4 cyet2t

*https://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_21.html
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der \; og A\, er rgttene til likningens karakteristiske polynom

Denne strategien produserer korrekte Igsninger sé lenge A; # A,. Dersom A\; = A, blir det litt anner-
ledes, men dette tilfellet er en matematisk abstraksjon som sjelden inntreffer i virkelige anvendelser.
Det er av mange grunner mest praktisk & dele ut a, eller sette a, = 1, for hvis a, skulle slumpe til 3
bli null, blir det rot i systemet siden likningen ikke lenger er av andre orden. Derfor skriver vi

T+ ar+agr =0
som er en homogen andre ordens linezr differensiallikning med konstante koeffisienter. La

Vai —dag

2

_4
2

o=

Lgsningen klassifiseres i tre forskjellige tilfeller alt etter fortegnet p3 a3 — 4ay:
1: Dersom a? — 4a,, > 0 blir det enkelt, da finnes det to reelle rgtter
A=0+w,

slik at
.’B(t) = 616(5+“’0)t _|_ Cze<6_w0)t

= % (¢ e¥ot + chpemWot)

2: Dersom a% —4a, = 0, finnes det en dobbel rot A = §, og Igsningen blir

z(t) = c e’ + cytedt.

3: Dersom a? — 4a, < 0, er Igsningen til den karakteristiske likningen

- + /a2 — 4a, _ o j:i\/élao—a%
2 2

slik at

(1) = cqeBHiwolt | o p(=iwo)t
dl — Cl + CQ

dy = i(c; —cy)

651‘, (Cleiwot 4 02677;“0':)
= €% (d; cos (wyt) + dy sin (wyt)) .

Skriv opp Igsningen nar

alzaozl. a1:2,a0:1 a1:0,a0:1 a1:3,a0:1
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Lgsningen til
k
T(t —z(t) =0
(1) + —a(t) = 0,

s =xom ([52) v ({52

der c¢; og c, er vilkarlige konstanter. Dette systemet kalles en harmonisk oscillator, og Igsningen er
en bevegelse som aldri stopper opp. Hvis vi skal beregne en faktisk Igsningstrajektorie, ma vi vite noe
om bade startposisjon og startfart. Finn x dersom

(6] #(0) =1 og (0) = 0. 2(0) = 0 og &(0) = 1. 2(0) = 2, og #(0) = v,.

Kirchhoffs spenningslov sier at spenningsfallet over en lukket slgyfe i en elektrisk krets alltid ma
vaere null. | likhet med Newtons andre lov, er dette ogséd en differensiallikning dersom du har spoler
eller kondensatorer i kretsen. Det har man alltid, for alle kretser har bittelitt tilsiktet eller utilsiktet
kapasitans og induktans. Kirchhoffs spenningslov pa kretsen til hgyre gir

Li(t) + é/ i(s)ds =0
0

er

og deriverer vi hele greia, far vi —_—C L

som har Igsning

1 1
1(t) =cjcos | —=t | +cysin | ——=t | .
)= (m ) : (m )
Dette systemet er ogsd en harmonisk oscillator, og matematisk identisk med fjaeren og klossen. Om

du bare fikk lgsningstrajektorien i et plot og ingen informasjon om hva det var for noe, er det ikke
mulig & gjette om Igsningen kommer fra en spole og kondensator eller en fjer og en kloss.

Spenningen over kondensatoren er proporsjonal med hvor mye ladning som er kjgrt inn pa den:

I
v(t) = v(0) + C/g i(s) ds

Med andre ord ka vi lade den opp med et batteri fgrst og sa koble av batteriet og s& koble kondensa-
toren i slgyfe med noe annet mens det er spenning pa den. Da vil strammen begynne & ga i kretsen,
og denne vil oppfgre seg etter differensiallikningen over. Finn i(t) dersom

(9] i(0) = 1 0g i(0) = 0. i(0) = 0 og i(0) = 1. i(0) = i, og 4(0) = v,.
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Det gér an a lage en formel for Igsningen til likning med patrykt kraft f:
L(t) + ay2(t) + agz(t) = f(2) z(0) = #(0) = vy

men denne er temmelig harete. Til varen skal vi lere noen pene triks for & Igse denne likningen for
de viktigste klassene av patrykte krefter. | dette semesteret skal vi begrense oss til

fit) = e
for man kommer langt med bare denne. Husk at Igsningen til
i)+ Xe(t) = f(t)  2(0) = 2

er
t
z(t) = xpe M —i—/ f(s)et=9) ds
0

= 2, (1) + 2, (1)

der x;, stér for homogen Igsning, og x, for partikulaer Igsning. Lgsningen til den andre ordens
likningen fglger det samme systemet. Den homogene Igsningen z;, er den vi fant pa de foregdende
sidene, altsa Igsningen til

&y () + ay @y (t) + agzy, (t) = 0.

Dersom f(t) = e™!, er

der H er en funksjon som kalles frekvensresponsen til differensiallikningen.

Denne kan du finne ved 3 sette x,(t) = H(w)e™" inn i likningen og sammenlikne hgyre og
venstre side. Lgs initialverdiproblemene

E(t) + 2(t) + x(t) = e™! 2(0) = £(0) =0

og

Z(t) + () + x(t) = cos (wt) x(0) = z(0) = 0.
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Dersom w = 0, blir blir f(t) =1 og z,(t) = H(0), som er kon-
stant. Dette er et viktig spesialtilfelle. Et fysisk eksempel som
er lett & huske, er Newtons andre lov anvendt pa stgtdemperen
pa en bil. En masse m med vertikal posisjon x hviler pa en fjaer
med fjaerstivhet k. Massen blir trukket nedover av tyngdekraf-
ten mg, og inni fjeren sitter en stgtdemper som for enkelhets
skyld bidrar med en friksjonskraft som er proporsjonal med z.
Newtons andre lov sier at masse ganger akselerasjon skal vaere
lik summen av disse tre kreftene, og setter vi positiv z-retning
nedover, far vi

ma = —kx — px + mg.

Kilde: howstuffworks.com

Hvis vi nd sorterer alt etter konvensjonen, med alle ledd som involverer den ukjente pd den ene siden
og alt annet pad den andre siden, far vi

mI + px + kxr = mg.

Na deler vi pa m, og far

.

rT+—r+—x=g

m m

slik at a; = p/m, ag = k/m og f(t) = g. Den partikulaere Igsningen kalles i dette tilfellet likevekts-
Igsningen, for det er den konsante z-verdien der systemet “helst vil vaere”. Hvis du har en stor masse

pa en svak fjer, vil likevektsposisjonen ligge lavt, og omventhl

Finn den partikulzere Igsningen z,,.

| en moderne bil er fjeerstivheten k er tilpasset vekten m pé akslingen, men dempingen 1 endres
etterhvert som demperen slites. La oss for enkelhets skyld si at k = m = 1, slik at

T4+ pr+x=g.

Regn ut Igsningen og plott den for = 3, 1 = 2 og u = 1. Bruk initialkrav (0) = #(0) = 0.
Etterpad kan du sld opp i kapittel 2.4 i Kreyszig.

3Det er viktig at fjaeren er tilpasset massen som skal hvile pd den, men det er litt slingrinsmonn; lastebiler har
luftfjeering, slik at man kompensere for den store vektforskjellen mellom med og uten last, og en moderene SUV har
gjerne luftfjeering for & kunne regulere bakkeklaringen.
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Initialkravene x(0) = @(0) = 0 betyr at vi setter i gang systemet fra den posisjonen der fjaeren
hverken er komprimert eller strukket. Du kan tenke at vi jekker opp bilen til det punktet det ikke er
noen vekt pa fjeren, og sa sjekker vi hvordan systemet reagerer ved & slippe den raskt ned igjen, for
eksempel ved & ta jekken bratt vekk. Her er plot av Igsninger for yu = 1/2 (bld), u = 1 (oransje),
pw=23/2 (grgnn), p =4 (rgd), p=5/2 (lilla) og 1 = 3 (brun):

dempetrajektorie

14 ~

12 ~

10 ~

hoyde

T T T T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
tid

Det er vanlig a kalle de tre tilfellene < 2, i = 2 og v > 2 for underkritisk dempet, kritisk dempet
og overkritisk dempet, henholdsvis. Dette korresponderer til de tre Igsningsvariantene.

Omtrent hvilken verdi for u tror du EU-kontrollgren vil ha for & godkjenne demperen?
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Fordelen med & kjenne til et slikt fysisk eksempel som demperen over, er at historien kan gjenbrukes.
Har du skjgnt spole, kondensator og motstand og Kirchhoffs spenningslov, skjgnner du at dersom du
plukker ut en hver fra skuffen din og kobler dem i serie med et batteri slik:

vV (t)
ov

sd er dette det samme som 3 Igse initivalverdiproblemet
. . 1
Li(t) + Ro(t) + E’U(t) = 9.81.

Hele analysen kan altsd gjenbrukes uten modifikasjon, man ma bare skjgnne at induktansen L kor-
responderer til massen m, den omvendte kapasitansen 1/C' til fjeerstivheten, og motstandsverdien
R til dempingen. Alt dette forklarer forresten ideen bak en analog datamaskinEl Istedet for 3 bygge
mange dyre fjeerer og dempere og sette dem sammen for 3 teste, kan du sette sammen en ekvivalent
RCL-krets og gjgre empirisk testing pa den. Hvis du vil teste noen endringer i et eller annet, finner du
bare ut hvordan RCL-kretsen m3 endres og sa tester du den istedet. | gamle dager var dette et viktig
ledd i arbeid med prototyper, spesielt innen luftfart, der alle komponenter er dyre & produsere.

Sett sammen RCL-kretsen over, og se om du greier & reprodusere plottet pa forrige side med
et oscilloskop. Spoler er ikke sa lett & fa tak i, men let pd OV. Jeg har et par pa kontoret. Har
ogsa en analog datamaskin tilgjengelig.

“https://en.wikipedia.org/wiki/Analog_computer
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UKENS NOTTER

Vanligvis i reguleringsteknikk er man interessert i & styre et system mot en bestemt verdi. En av de
grunnleggende matene 3 gjgre dette pa, kalles PID-regulator, se kap. 6 i Gravdahls kompendium.
En PID-regulator funker slik at man méler avstanden r mellom en maling y av den ukjente x og en
gnsket referanseverdi r, og sa legger man pa tre forskjellige pddrag basert pa dette. N& skal vi studere
dette litt med penn og papir, sa da setter vi y = = for enkelhets skyld.

De tre heter P-regulator (P for “proporsjonal”):

up(t) = Kp(r —x)
I-regulator (I for “integral”):

t
uy(t) :KI/ r—ux
0

og D-regulator (D for “derivert”):

up(t) = Kp(ir— )

Alle regulatorene har hver sin unike respons pa avviket, og systemets totale padrag er summen av
regulatorene:
u(t) = up(t) +ug(t) + up(t)

Denne skal inn pa hgyresiden i differensiallikningen:
T+br+cx=u

Man styrer systemet ved a sette Kp, K; og K, slik at = styres mot r raskest mulig, men uten 3
sette regulatoren under for hgyt press:
https://en.wikipedia.org/wiki/PID_controller

Nar likningen er lineser og r er konstant, gar det helt fint med penn og papir & regne ut hva x blir
om man bestemmer seg for r. Skriv opp Igsningen til

T+br =up

T+br=up+up

i+ b= up+up+u;

Z+bi+cr=up

i+ bi + cx = up+ up

@ Z4+bt+cx=up+u;+up (denne klarer du nok ikke, men du kan jo alltids prgve)

Ziegler-Nichols' metode er en sjalabaismetode for & tune PID—reguIatorerE] Den bestér i a fgrst sette
K; = K =0 og sa sette Kp slik at man far stabile oscillasjoner. Sa skrur man opp K; og K, til
det ser bra ut.

Sett K; = K =0 og finn Kp slik at & + b2 + cx = up har stabile oscillasjoner.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Ziegler-Nichols_method
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