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Kapittel 1

Introduksjon

Realfag er en slags lek med folgende regler:

1 Gjgr grunnleggende antagelser.

2 Utled konsekvenser av antagelsene og fremsett
hypoteser som lar seg teste.

3 Test hypotesene ved repeterbare eksperimenter.

4 Skriv ned hva du har gjort, slik at andre kan
repetere eksperimentene og dobbeltsjekke at du
ikke har gjort noen feil.

I noen fag kan det veere sa vanskelig & presisere de
grunnleggende antagelsene at utledningen av konse-
kvenser blir tilnsermet meningslgs. Matematikk sit-
ter helt i den andre enden av skalaen. Man kan alltid
skrive opp antagelsene s og si dgnn presist. Gale hy-
poteser kan sables ned med penn og papir, og spgrs-
malet om repeterbarhet faller bort.

I matematikk er det derfor et primaert fokus pa ut-
ledning. Mange mennesker som liker matematikk vil
pasta at matematikk i bunn og grunn handler om &
leere seg a tenke. I dette kompendiet har jeg imid-
lertid fokusert pa lesbarhet heller enn stringens, og
derfor er det viktig a sla opp i alternative kilder. I be-
gynnelsen av hvert kapittel kommer det en liten gra
boks med henvisning til (utgavenummer i parentes):
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o Walter Rudin:
Principles of Mathematical Analysis (3)

o Erwin Kreyszig:
Advanced Engineering Mathematics (10)

o Robert Adams/Christopher Essex:
Calculus, A complete course (7)

o Lars Ahlfors:
Complex analysis (2)

o Elias Stein/ Rami Shakarchi:
Fourier Analysis (1)

e Tom Lindstrgm:
Kalkulus (3)

o Tom Lindstrgm:
https://www.uio.no/studier/emner/
matnat/math/MAT1110/v09/FVLAbok.
pdf

Hvis du liker stringens, les Rudin, Ahlfors og Stein.
Disse regnes som klassikere. Hvis du lurer mest pa
hva all matematikken skal brukes til og har sterk
rygg, les Kreyszig. (Den er en ordentlig murstein.)
Hvis du liker gode og lettleste amerikanske forklarin-
ger med fine figurer, les Adams. Lindstrgms bgker er
ryddige, stringente og fantastisk skrevet, men Adams
har flere figurer og Kreyszig har flere anvendelser.
Ingen av bgkene dekker alt vi skal gjennom. Derav
dette kompendiet.

I bla bokser finner du definisjoner:

Det vakreste

En fourierrekke er en rekke
O .
h(t) = Z c et

der .
Cp = —/ f(t)e ™t dt

\.

I réde bokser finner du utledete setninger. Som oftest
vil du finne utledning, eller skisse av utledning, eller
henvisning til hvor man kan lese mer, i teksten rundt
boksen.

Det pene konvergensteoremet

La f: R — R veere en kontinuerlig deriverbar
2m-periodisk funksjon, og la

1 [ )
Cp = —/ ft)e™t dt.
2 )

Da er

)= cpem

n=—0oo

for alle ¢.

I gronne bokser finner du all slags mulige andre ting,
for eksempel viktige spgrsmal.

Det store spgrsmalet

Hvorfor er fourierkoeffisientene gitt ved

1 (7 :
8, = —/ fye ™t dae 7
2 )



https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/MAT1110/v09/FVLAbok.pdf
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/MAT1110/v09/FVLAbok.pdf
https://www.uio.no/studier/emner/matnat/math/MAT1110/v09/FVLAbok.pdf

Aksiomer

All vitenskap har en ting til felles:

Et grunnleggende prinsipp

Det gar ikke an & gjore deduksjon uten & legge
et eller annet til grunn.

Det er ngdvendig gjgre noen grunnleggende antagel-
ser for & komme igang. Disse antagelsene har litt for-
skjellig navn, alt etter fagfelt - i matematikk kalles
de aksiomer, og fysikerne sier postulat. I dagligtale
snakker man om premisser som ligger til grunn for en
diskusjon, og nar man er litt usikker pa noe, jobber
man gjerne under en midlertidig arbeidshypotese.

Felles for begrepene antagelse, aksiom, postulat, pre-
miss og hypotese, er at de alle betyr noe sant som
“et fundament man kan gjore deduksjon pa”. Man
utsetter inntil videre spgrsmalet om fundamentet er
trygt a bygge pa, og studerer heller fundamentets lo-
giske konsekvenser. Nar man har studert konsekvense
tilstrekkelig, formulerer man en spaddom som kan tes-
tes, og hvis spadommen bommer, ma man revurdere
fundamentet.

Eksempel 1.1. Den spesielle relativitetsteorien pos-
tulerer at

1. Fysikkens lover er identiske i alle inertialsyste-
mer.

2. Lysets hastighet i vakuum er den samme i alle
intertialsystemer.

Dette hgres selvfglgelig helt sykt ut, men fysiske eks-
perimenter bekrefter visst at det er sann verden er
skrudd sammen. AN

Eksempel 1.2. Kochs postulater er et sett av kri-
terier som ma vaere oppfylt for at man skal kunne
fastsla at en mikroorganisme er arsak til en gitt syk-
dom.

1. Mikroorganismen skal kunne isoleres og fremstil-
les i renkultur i alle sykdomstilfeller.

2. Mikroorganismen ma ikke forekomme ved andre
sykdommer.

3. Den isolerte mikroorganismen ma vaere i stand
til & fremkalle sykdommen hos forsgksdyr, og
mikroorganismen ma kunne gjenfinnes hos disse.

(Kilde: Store medisinske leksikon.) A

Eksempel 1.3. Darwins postulater for evolusjon gar
som fplger:

1. Det er variasjon mellom individer i en art.
2. Noen av disse variasjonene viderefgres til avkom.

3. Det fodes mer avkom enn det er plass til.

4. Det avkommet som tilfeldigvis er best tilpasset
omgivelsen har et konkurransefortrinn, og pro-
duserer mer avkom som selv overlever til repro-
duktiv alder.

Konsekvensene av disse postulatene er at arter vil
tilpasse seg omgivelsene over tid, og omvendt. Darwin
tilbrakte tid pa Galapagos, og oppdaget at halsen pa
skilpaddene pa de forskjellige gyene s& ut til & veere
tilpasset vegetasjonen pa de forskjellige gyene. Pa en
av de minste gyene, som snart synker i havet (alle
gyene pa Galapagos er midlertidige vulkanske gyer)
finnes det en fink som lever av a suge blod fra stjerten
til hekkende sjgfugl. A

Eksempel 1.4. Fgrste Mosebok postulerer at jorden
er omtrent seks tusen ar gammel. Hvis dette er sant,
sé er det noe galt med var forstaelse av grunnstoffet
karbon.

Karbon forekommer i tre isotoper som kalles C-12,
C-13 og C-14. Alle har en atomkjerne som innehol-
der seks protoner, men kjernen kan i tillegg innehol-
de seks, syv eller atte ngytroner. C-14 er et usta-
bilt isotop, og halveringstiden er pa omtrent 5700
ar. Men andelen C-14 i atmosfaeren ligger allikevel
(pa grunn av kosmisk straling og et par atombombe-
prevesprengninger) stabilt p4 omtrent ett atom per
1012

Siden du puster, utveksler du hele tiden karbon med
atmosfaeren, og derfor er andelen C-14 i kroppen din
og i atmosfzeren omtrent den samme. Men nar du
der, blir du avskaret fra denne utvekslingen, og etter
5700 ar vil C-14-andelen i kroppen din veere omtrent
halvert. Siden vi har fossiler av levende vesener som
har vesentlig lavere C-14-andel enn femti prosent, ma
jorden antakelig veere mye eldre enn 6000 ar.

Med andre ord: om du tror at jorden er 6000 ar gam-
mel, kan du ikke samtidig tro pa fysikk. Du er ngdt
til & velge en av dem. A

I dette kompendiet skal vi studere litt aksiomer fra
tid til annen. Det er ikke sikkert at akkurat du tren-
ger & kunne noe sarlig om aksiomene for & sende en
rakett til manen eller bygge en oscillator, men jeg tar
det med fordi det er en viktig del av det vitenskape-
lige paradigmet.

Mengder

Det er en god investering & leere seg foran og bak pa
mengdesymbolene. E| Det finnes aksiomer for mengde-
leere, men de er kompliserte.

En mengde er en samling med ting, kalt elementer. 1
grunnleggende matematikk er elementene gjerne tall,
mens i sannsynlighetsregning er elementene utfall. Vi
kan ogsa ha en punktmengde i planet eller i rommet,
en sirkelskive eller et kuleskall, eller noe helt annet.
For eksempel er

A=1{1,2,3,4,5}

LStatistikk og sannsynlighetsregning blir veldig mye enk-
lere om man er komfortabel med mengdelzere!


https://sml.snl.no/Kochs_postulater

en mengde med fem elementer, og
B=1{1,3,5,n}
en mengde med fire elementer. Vi skriver
TmeB

for & uttrykke at 7 er et av elementene i B. Av og
til bruker vi synonymene “samling”, “familie” eller
“klasse” istedet for mengde, fordi litt spraklig varia-
sjon kan gjgre det lettere & lese. Hvis man for eksem-
pel trenger a definere en mengde av mengder, kan det
lenger ned i teksten bli klgnete & referere til denne,
siden “mengde” da bade kan bety bade “en av meng-
dene i mengden av mengder” og “selve mengden av
mengder”. Da er det like greit & si “en samling av
mengder”, slik at man senere har mulighet til a skille
dem uten & finne opp masse notasjon.

Vi kan sette sammen mengder til nye mengder. To
vanlige operasjoner pa mengder, er union:

U

og snitt:
N

Unionen mellom A og B er er en mengde som inne-
holder alle elementer som er med i enten A eller i B
eller i begge:

AUB={1,2,3,4,5,7}

Snitt er en mengde som inneholder de elementene
som er i bade A og i B:

ANB=1{1,3,5}

Dersom alle elementer i en mengde A er inneholdt i
en stgrre mengde B, skriver vi

A C B,
som er er det samme som at
ANB=A.

Dersom det hersker litt usikkerhet om hvorvidt A C
B eller A = B skriver vi

ACB.

Vi skriver
A—B

for mengden av alle elementer som er i A, men ikke i
B, og o

A
(leses “ikke A”) for alle elementer som ikke er i A.

En mengde uten elementer kalles “den tomme meng-
den”, og ser slik ut:

0

Denne er praktisk & ha, for na kan vi skrive

ANB=10

for & uttrykke at A og B ikke har noen felles elemen-
ter, og

A0

for & uttrykke at det finnes noen elementer i A.

I matematikk er det trygt a si at stgrrelsen teller:

Ordnet mengde

En mengde er ordnet dersom det finnes en
relasjon < slik at

e kun en av
r<y, =Y, yYy<zx
er sann

o dersomzx <yogy<zerz<z

Den neste definisjonen er litt teknisk. Ordet “skran-
ke” er ikke mye brukt blant ungdommen néa til dags,
s& her er Store Norske Leksikons definisjon:
https://snl.no/skranke

Skranker

En ordnet mengde A C B er begrenset ovenfra
dersom det finnes y € B slik at < y for alle
x € A. Vi sier at y er en gvre skranke for A.
Dersom ingen z < y er en gvre skranke for A,
kalles y en minste gvre skranke for A.

Tilsvarende definisjon finnes for nedre skranke og
storste nedre skranke. Alt dette kan fremsta som litt
trukket ut av hatten, men skranker er en sentral kom-
ponent i var presise forstaelse av reelle tall.

Eksempel 1.5. Mengden av alle tall x slik at 22 < 2
har mange skranker, for eksempel y = 3, y = 100 og
y = v/3. Folg med i neste bolk for informasjon om en
eventuell minste gvre skranke. VAN

Viktige algebraiske struk-
turer

Tallmengder har antagelig veert i bruk lengre enn
skriftsystemer. De fgrste rudimentaere skriftsystemer
oppsto i forbindelse med handelsbokfgring i Meso-
potamia for litt over fem tusen ar siden. Streker ble
skrevet med en butt penn for & holde styr pa an-
tall, mens andre symboler (kalt piktografer, og skre-
vet med skarpere penn), ble funnet opp for det vi idag
kaller substantiv - korn, gltgnner, fisk, og s& videre.
Idag dominerer tall omgivelsene vare. Dersom du lgf-
ter blikket fra denne teksten er det ikke en eneste
ting du ser hvis konstruksjon eller drift ikke involve-
rer tall pa et eller annet vis, enten det er radaren
til flyet du sitter i, eller maskineriet som har saget
opp alle panelbordene pa hytteveggen din i lik bred-
de. Bokstavene i denne teksten er bare en haug med
nullere og enere inni datamaskinen din.


https://snl.no/skranke

Tallmengdene du har jobbet med siden barneskolen
er eksempler pa noe som kalles algebraiske struktu-
rer.

Algebraiske strukturer

En algebraisk struktur bestar av
o en mengde med noen elementer i

e et sett med regler for 4 kombinere ele-
mentene i mengden til nye elementer i
mengden

o et sett med aksiomer som reglene ma til-
fredsstille

En regel for & kombinere elementer kalles gjerne en
binger operasjon, siden den er noe som tar inn to ele-
menter. Tallmengdene du har regnet pa siden barne-
skolen er alle algebraiske strukturer, med addisjon og
multiplikasjon som binare operasjoner. Nar laereren
leerte deg a regne, var det en blanding av aksiomatis-
ke regneregler, for eksempel

a+b=b+a

og regneregler som var utledet fra aksiomene, slik som

n m m+n

a’ " -a’ " =a

Leereren nevnte mest sannsynlig ikke at noen av disse
er aksiomer og noen er utledete, men henspilte pa
diverse former for sunt bondevett for & argumentere
for reglenes plausibilitet.

Tallmengder er de mest grunnleggende eksemplene
pa algebraiske strukturer, men det finnes andre vik-
tige eksempler. Boolsk algebra brukes til & modellere
det som skjer i datamaskinen din, vektorrom brukes
til & systematisere kunnskap om linezre differensial-
likninger, og grupper brukes i kryptografi og til &
analysere symmetri i molekyler. Listen er lang.

De viktigste tallmengdene for en ingenigr er:

e De naturlige tallene N
¢ De hele tallene Z

¢ De rasjonale tallene Q
e De reelle tallene R

e De komplekse tallene C

« Kvaternionene H

Disse sitter inni hverandre som matrjosjkadukker:

NczZzcQcRcCcH.

De tre forste, (N, Z og Q), jobbet du med allerede pa
barneskolen. Den fjerde (R) ble ikke gjennomskuet
ordentlig av menneskeheten for andre halvdel av det
nittende arhundre. E| Moderne fysikk, kjemi, elektro-
teknikk og kybernetikk er utenkelig uten den femte
(C), og den sjette (H) far du bruk for dersom du gar
kyb og skal jobbe med satelitter.

Alle unntatt N er eksempler pa en type algebraisk
struktur som kalles “ring”, mens Q, R og C er ek-
sempler pa noe som kalles “kropp”. E| En kropp er
en algebraisk struktur med to operasjoner, addisjon
(+) og og mutliplikasjon (). Det er vanlig & slgyfe
gangetegnet, og skrive

Ty =2xy.

La F veere en kropp. Folgende aksiomer skal veere
tilfredsstilt for addisjon:

Addisjon

1 Fer lukket under addisjon:
z,yell = z4+yeF

2 Addisjonen er assositativ:
(+y)+z=z+(y+2)

3 Addisjonen er kommutativ:
rt+y=ytx
4 Additiv identitet:

Det finnes et element O slik at x + 0 =z

5 Additiv invers:
For hver z finnes y slik at x +y =0

Det additive inverselement til x skrives —z. Merk at
0 er sin egen additive invers. Fglgende aksiomer skal
vaere tilfredsstilt for multiplikasjon:

Multiplikasjon

6 Fer lukket under multiplikasjon:
z,ye ' = «x-yekF.

7 Mutliplikasjonen er assositativ:
(-y)-z=z-(y-2)

8 Multiplikasjonen er kommutativ:
T-Yy=y-x.

9 Multiplikativ identitet:

Det finnes et elelement 1 slik at 1-2 = z.

10 Multiplikativ invers:
For hver = # 0 finnes y slik at = -y = 1.

Det additive inverselement til x skrives

1
1 11 —.
/x  eller .

2Flere tusen &r etter at Arkimedes skjgnte at arealet under
grafen til y = 2 gir som x3/3.

3Kropp heter 'field’ pa engelsk. En artigere oversettelse
ville kanskje veert ’felt’, ’aker’, ’eng’, eller ’bane’.



Til slutt er det et aksiom for rekkefslgen pa regne-
operasjonene.

Det distributive aksiomet

11 Operasjonene er distributive:

(x+vy) z=zz+yz

Fra disse aksiomene kan vi ga i gang med a utlede
flere regneregler.

Eksempel 1.6. Hvis du gar pa fest og sier du er ma-
tematiker, spgr folk gjerne “hvorfor er (—1)-(—1) = 1,
egentlig?”

Merk forst at
yrr=y- (z+0)=y-x+y-0

Dersom vi legger til —y-x pa begge sider, star vi igjen
med
0=y-0,

s det at null ganger noe ma veere null, fglger av
aksiomene. Vi kan na bruke at

0=0-(-1)
—(1-1)-(-1)
=1 (1) + (1) (1)
— 1+ (1) (1)

og konkludere med at —1 og (—1) - (—1) ma summere
til null. Altsd er de hverandres additive invers, og
derfor ma (—1)-(—1) = 1. YAN

Eksempel 1.7. Du opererer med et tallmengde ba-
sert pa Z nar du ser pa klokken. Dersom klokken er
ti om morgenen, og du skal ga hjem fra glgs om syv
timer, far du det relevante klokkeslettet ved & regne
ut

10+ 7=5.

Dette kalles klokkearitmetikk, og tallmengdet heter
Z4. Dette er ikke en kropp, men Z, er dersom n
er et primtall. Den minste kroppen er Z,, og den
har kun elementene 0 og 1. Datamaskinen din er helt
avhengig av var forstdelse av Z, for & fungere. A

Ordnet kropp

En ordnet kropp er en kropp som er en ordnet
mengde og i tillegg tilfredsstiller

o x+y<z+ zdersomy <z

e zy>0narxz >0o0gy >0

.

La oss né ta en liten runde pa de seks tallmengdene.

Naturlige tall

De naturlige tallene bestar av de tallene du bruker
nar du teller:
N={1,2,3..}

Studiet av N kalles tallteori. Det finnes mange gode
bgker om tallteori, men tallteori har ikke tradisjonelt

vaert pensum i den grunnleggende sivingmatematik-
ken pa Glgshaugen. De naturlige tallene utgjegr en
ordnet mengde, men ikke en kropp, for alle elemen-
ter i dette tallmengden mangler additiv invers, og de
aller fleste mangler multiplikativ invers.

Levende vesener har nok brukt de forste elementene
i dette systemet siden lenge fgr H. Sapiens sa dagens
lys for omtrent tre hundre tusen ar siden. E| Havgr-
nen kan visst telle til tre. Johan Willgohs, zoolog og
pioner innen rovfuglvern, oppdaget pa sekstitallet at
dersom havgrnen observerte en, to eller tre mennes-
ker g& inn i et observasjonstelt i nerheten av redet
sitt, for den derifra, betraktet teltet fra lang avstand,
og kom ikke tilbake til redet fgr den hadde observert
det samme antall mennesker forlate teltet. Hvis der-
imot fire mennesker gikk inn i teltet, gikk havgrnen
i surr, og vendte tilbake sa snart den hadde sett tre
mennesker forlate teltet. Dette kunne man utnytte til
& lure havgrnen, slik at man fikk observert den. Det
sies at Yamamanostammen i Brazil ogsa kun opererer
med de tre tallene “en”, “to” og “mange”. E|

Et primtall er et tall som kun er delelig med 1 og
seg selv, og som er stgrre enn eller lik 2. En morsom
sannhet som kan bevises (sl opp i en tilfeldig bok
om grunnleggende tallteori) er:

Aritmetikkens fundamentalteorem

Alle hele tall kan faktoriseres i primtall pa en
entydig mate.

Det er fornuftig & definere at 1 ikke er et primtall, for
ellers hadde ikke dette veert sant. Det er ogsa mulig
& bytte om pa faktorenes orden, men dette ser vi
apenbart vekk fra.

Eksempel 1.8. 96=2-2-2-2-2-3 AN
Eksempel 1.9. 51 =317 VAN
Eksempel 1.10. 78 =2-3-13 A
Eksempel 1.11. 91354 = 2 - 45677 VAN

I matematikk er det stort sett slik at det ikke gér an a
forklare for lekfolk hva man forsker pa om man driver
med forskning. A forstd de uavklarte sporsmalene er
ikke mulig uten mange ars trening. Men tallteori er
til dels et unntak. Det er for eksempel ingen som vet
om alle partall kan skrives som en sum av to primtall.

4Vi er den eneste gjenlevende arten i var genus (“Homo”),
og noen av de andre artene (for eksempel H. neanderthalensis
eller H. florensienis) har antagelig hatt hgyt utviklede hjerner
(neandertalerne hadde stgrre hjerner enn oss), men ikke vért
velutviklede strupehode og effektive tarmsystem. Derfor har de
ikke kunnet kommunisere like presist som vi gjor, og folgelig
har vi veert i stand til & utrydde dem, slik vi antagelig har gjort
med sa og si all megafauna utenfor det afrikanske kontinentet.

5Nar David Attenborough i sin 13-episoders BBC-klassiker
“Life on Earth” besgker hittil ukontaktede stammefolk pa Pa-
pua Ny Guinea, filmes det nar de forklarer hvordan de teller.
De bruker fingrene pa venstre hand for en til og med fem, og
sa legger de hgyre pekefinger pa forskjellige steder pa venstre
arm for tall over dette - handleddet betyr seks, underarmen
syv, albuen atte, gverst pa biceps ni, skulder ti, og midt pa
halsen elleve. P4 samme méate som vi ville gjort, ler de og him-
ler med gynene over den hvite manns dumskap nar han ikke
umiddelbart skjgnner systemet og méa fa det forklart.


https://www.uib.no/ka/50862/levde-med-ørn

Hele tall

Det er ofte slik at nye tallmengder lages dersom man
mangler noen tall i det tallmengdet man har. De hele
tallene

7={0,1,—-1,2,-2...}

er et godt eksempel pa dette.

Eksempel 1.12. Amund har hgns og kyr pa garden
sin. Vrang av vane vil han ikke si hvor mange dyr
han har, men opplyser heller at de har 382 bein og
141 hoder. Hvor mange hgns og hvor mange kyr har
Amund? Dersom z er antall kyr og y antall hgns, sier
Amund at

4z + 2y = 382
r+y =141
som gir = 50 og y = 91. A

Men hva om late mennesker med sans for systematikk
begynner & studere slike likningssystemer? Eidsnes,
matematikkleereren min pa gymnaset, var en lat og
effektiv person. Han var glad i lage prgver med gamle
oppgaver og nye tall, men han likte ikke & kontroll-
regne prgvene selv pa forhand EL og dersom Amund i
en slik oppgave fra hans hand hadde opplyst at dy-
rene hadde for eksempel nitti hoder og fire hundre
bein, ville likningssystemet blitt

4z + 2y = 400
z+y=90
og lgsningen vaert = 110 og y = —20. Her har

vi et matematisk problem der alle parametre i det
oppstilte problemet er naturlige tall, mens lgsningen
ikke er det.

De hele tallene er ikke sa gamle, og oppsto visst pa
liknende vis i forbindelse med lgsning av polynomlik-
ninger. For eksempel har polynomlikningen

22 +3x+2=0

positive koeflisienter, men ingen positive lgsninger.
Akkurat som N, er Z ordnet, men ikke en kropp, for
de aller fleste elementene mangler multiplikativ in-
vers.

Rasjonale tall

De rasjonale tallene, Q, altsa alle brgker

m

n

der m og n er hele tall, er mye eldre enn de hele talle-
ne. A dele tre kjottstykker likt mellom fem mennesker
har nok veert en problemstilling lenge for skriftsyste-
mer oppsto. Denne tallmengden er en ordnet kropp,
men har noen alvorlige defekter: Det mangler noen
viktige tall!

SEn gang gav han oss ved en feiltagelse en oppgave om en
trekant der hjgrnene 1a pa en rett linje.

Eksempel 1.13. Det finnes ingen hele tall slik at

va="
n
Dette kan vi bevise som fglger. Anta at det finnes
hele tall m og n slik at likningen over holder. Vi kan
anta at m og n ikke har noen felles faktorer, for hvis
de hadde hatt det, kunne vi bare forkortet brgken til
de ikke lenger hadde det. Vi ganger na hele likningen
med n, og kvadrerer, slik at vi far

2n2 = m2.
Av denne likningen ser vi at m? méa veere et partall.
Men dersom m? skal veere et partall, ma jo m veere
et partall, og dette betyr at m? m4 veere delelig med
fire. Dette betyr at m?/2 er et partall, og hvis vi
skriver

ser vi at n? er et partall, p4 da ma n veere et partall.
Men na har vi oppnadd en selvmotsigelse. Vi vet jo
at det ma veere mulig & velge m og n uten felles fak-
torer, og na viser det seg at 2 ma vaere en felles faktor
allikevel. Med andre ord er det noe som er galt her.
Det som er galt, er antagelsen om at man i det hele
tatt kan skrive m

Vo=2

n

for hele tall m og n. VAN

Eksemplet over illustrerer at dersom du har et kvad-
rat med sidekant 1, finnes det ikke noe rasjonalt tall
som beskriver diagonalens lengde. Majoriteten av alle
mennesker pa jorden trenger matematikk fgrst og
fremst som et redskap for presis kvantifisering av ver-
den rundt oss, sa dette er rett og slett ikke bra nok.
Eksemplet over har veert kjent for menneskeheten i
flere tusen ar. Det er lett & utvide argumentet til &
vise at for eksempel v/2 ogsa ikke kan skrives som en
brgk. De aller fleste tall kan faktisk ikke skrives som
en brgk, se Rudin kap. 1.

Reelle tall

Vi er enige om at det burde finnes et tall for /2, siden
det er diagonalen i et kvadrat med sidekant en. Men
i Q finnes det altsa ikke noe tall for denne lengden.

Georg Cantor var forst ute med & publiserte en
ordentlig definisjon av R i 1871, og vi skal ta en
titt p& hans konstruksjon i kapitlet om fglger og
rekker. Richard Dedekind gjorde det samme pa en
litt annen mate, og er i sin artikkel “Stetigkeit und
irrationale Zahlen” (1872) veldig spesifikk pa at han
fikk det til den 24. november 1858 etter lang tids
tenking. Bade Cantor og Dedekinds konstruksjoner
er relativt intuitive, men det er allikevel pa sin plass
med et sitat fra Walter Rudins klassiker fra 1953,
“Principles of Mathematical Analysis”:

“ Experience has convinced me that it is pedago-
gically unsound (though logically correct) to start
off with the construction of the real numbers from



”

the rational ones.

N&a var Walter Rudin en ganske grundig type, og i
hans tid leste man bgker fra perm til perm. Denne
boken er ikke skrevet for en publikum som avkrever
noen som helst form for stringens, sa det gar fint &
hoppe over dette avsnittet om man synes det er ufor-
staelig. Det er et interessant faktum at Isaac Newton
publiserte Principia i 1687, nesten to hundre ar for
noen skjgnte hva reelle tall egentlig var. E]

La oss na ta et illustrerende eksempel.
Eksempel 1.14. Vi studerer mengden av alle posi-
tive rasjonale tall p slik at p? < 2. Denne mengden

har ikke noe stgrste element, for dersom du tar et
tilfeldig element p i mengden, og definerer

2—p2

g=p+

er

2
2—p2
f=@+ )
a

92 _ 2 92 _ 2\ 2
=p? 4+ 2p P +( p)
a a

a

1 2 —p?)?
ﬁ+a@M2p%+()
og vi ser at dersom a velges stor nok, er ¢ < 2.

Mengden har heller ingen minste gvre skranke. Alle
rasjonale tall slik at p? > 2 er gvre skranker for meng-
den, men vi kan gjenta resonnementet over, og danne

p?—2

q=p—

slik at

2_2 2_22
a2 (22

a a
@2—29>

1
ﬂﬁ—<%@2—%—
a a

og likeledes se at dersom a velges stor nok, far vi
q®> > 2. Med andre ord: hvis du har en gvre skranke,
gar det alltid an & finne en ny gvre skranke som er
mindre. VAN

Dersom vi hadde hatt tilgang pa v/2 blant de rasjo-
nale tallene, hadde mengden i eksemplet over hatt en
minste gvre skranke, nemlig V2.

Grunnideen i Dedekinds konstruksjon er a identifisere
V2 med et par av mengder A og B der

A = alle positive rasjonale tall p slik at p? < 2

7S& og si alle stringente beviser i differensial- og inte-
gralregning bygger bygger pa en presis definisjon av R, men
Isaac Newton og Gudefred Leibniz gjennomskuet mye av
differensial- og integralregningen lenge fgr noen visste hva R
var.

og
B = alle positive rasjonale tall ¢ slik at ¢% > 2

Vi tenker pa v/2 som et punkt der vi kapper den
positive rasjonale tallinjen |§|i to, og skriver

A = A|B.

Et slikt par med mengder kalles et dedekindsk snitt
ﬂ og er definert som fglger:

Dedekindske snitt

Et snitt A = A|B er to rasjonale tallmengder
A og B som tilfredsstiller

« ANB=0
« AUB=Q

e a € Aogbe Bimpliserer a < b

e A har ikke noe stgrste element

Siden A er en del av Q og B er resten av Q og alle
nd har skjgnt hva et snitt er, kaller vi opp snittet
A etter mengden A i paret A|B; referansen til B er
overfladig. Vi er ogsd kun interessert i hvorvidt et
rasjonalt tall er et element i A, s& B er egentlig bare
med helt i starten for & med for & hjelpe intuisjonen
igang.

Dersom § og T er snitt, kan vi definere § + 7 pa fol-
gende vis. Det er ikke sa vanskelig a vise at mengden

V' = alle rasjonale tall pa formen v = s+t
der se SogteT

tilfredsstiller kriteriene for den nederste mengden i
definisjonen av snitt. Vi kan derfor definere

S+T =V

og tilsvarende for multiplikasjon. Vi sier at § < T
dersom S C T. Det er na en litt kjedelig rutineopera-
sjon & sjekke at alle aksiomene for ordnede kropper
er tilfredsstilt. Det som derimot er morsomt, er & si
at R er mengden av alle dedekindsnitt og at

Minste-gvre-skranke-egenskapen!

Alle gvre begrensede delmengder av R har en
minste gvre skranke. Alle nedre begrensede
delmengder av R har en stgrste nedre skranke.

8Man konstruerer de positive reelle tallene fprst, og si be-
kymrer man seg for de negative nar man har konstruert de
positive.

9Snitt er et litt gammeldags ord, og et mer moderne valg
ville kanskje veert “klipp”, “kutt” eller “kapp”.



Dette fglger sa og si av definisjonen av snitt. Anta
at vi har en samling snitt som er begrenset ovenfra.
Det er na lett & konstruere en minste gvre skranke.
La S veaere unionen av alle rasjonale tall i alle nedre
mengder i alle snitt. Hvis du klarer a se at & er en
minste gvre skranke for samlingen, er du i mal.

For de interesserte

Du finner hele konstruksjonen i Rudin og her

https://www.math.ntnu.no/emner/
TMA4101/2020h/diverse/pugh.pdf

I Rudin finnes et par andre referanser til
bgker som ogsd gar gjennom hele greia i
detalj. Her er en skikkelig rar mater a gjore
det pa:
https://www.math.ntnu.no/seminarer/
perler/2016-04-15_getreal.pdf

Til slutt to formaliteter. Dersom a < b, skriver vi

(a,b)

for mengden av alle reelle tall stgrre enn a og mindre
enn b. Dette kalles et apent intervall. Vi skriver

[a, ]

for mengden av alle relle tall stgrre enn eller lik a og
mindre enn eller lik b. Dette kalles et lukket intervall.

Komplekse tall

Komplekse tall er gjennomgatt i mange bgker.
Noen eksempler er:

o Ahlfors kap. 1
e Adams appendiks 1

o Kreyszig kap. 13

De komplekse tallene, C, er et tallmengde som i likhet
med negative tall oppsto i forbindelse med lgsning av
polynomlikninger. Likningen

224+1=0

har ingen lgsning blant noen av de foregédende tall-
mengdene, og derfor har man kommet til at det er
best & definere et helt nytt tall:

Den imaginaere enheten ¢

Det kunne veert fristende & ‘lgse’ likningen 22 +1 = 0
for x, og definere

i=v—L
Men vi m& veere litt forsiktige med denne strategien.

Regneregelen
Vab = avb

gjelder ikke nar badde a og b er negative tall. Dette
vises av fglgende klassiske eksempel:

1= (1) (1)
= VD 1)
=V-1-V-1=i®=-1.

Men vi skal allikevel tillate oss & bruke det nye tallet

1 til & skrive kvadratroten av negative tall pa en pen
mate:

V= I D) = VA /(D) = 2.
Eksempel 1.15. Lgser vi likningen
??+2x4+1=0
gir annengradsformelen

. —b+Vb? —4ac
B 2a

at

—14++v-3 1
r=——17—=—-%
2 2

Eksemplet over inspirerer oss til & definere

Komplekse tall pa kartesisk form

z=a+ bl

Her er a og b reelle tall. De kalles henholdsvis realde-
len og imaginerdelen til z, og skrives gjerne Re(z) og
Im(z). Mengden av alle komplekse tall skrives C. De
reelle tallene er en delmengde av de komplekse talle-
ne,for dersom b = 0, er z reell. De komplekse tallene
danner en kropp, men den er ikke ordnet, for det gér
ikke an & lage en regel som tilfredsstiller aksiomene
for orden. Litt folkelig kan man si at det ikke gar an a
sortere komplekse tall etter stgrrelse pa en fornuftig
mate.

Et komplekst tall likner pa mange mater en vektor
i R2. Vi kan tenke at realdelen a og imaginserdelen
b er komponenter i en vektor, og avmerke z i det
komplekse planet.

Im(2)
. cw =4+ 51
: ez=243
———t | —+—+—+—+—+— Re(z)
ez=2—-3i

Det komplekse planet

La z = a+ bt og w = ¢ + di veere komplekse tall.
Regneregler for komplekse tall fglger regnereglene for


https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4101/2020h/diverse/pugh.pdf
https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4101/2020h/diverse/pugh.pdf
https://www.math.ntnu.no/seminarer/perler/2016-04-15_getreal.pdf
https://www.math.ntnu.no/seminarer/perler/2016-04-15_getreal.pdf

reelle tall, men du mé huske at i> = —1. Vi ganger
sammen komplekse tall slik:

z-w=(a-+bi)(c+di)
= ac + bci + adi + bdi?
= ac —bd + (bc + ad)i
og deler dem slik:
a+bi a+bi c—di

- c+di - ct+di c—di
ac + bd + (bc — ad)i
2 +d?

Addisjon og subtraksjon er trivielle operasjoner.

z
w

Regneregler for kartesisk form

La z = a + bi og w = ¢ + di veere komplekse
tall. Vi har

z+w=a+c+ (b+d)i
z—w=a—c+ (b—d)i
z-w=ac—bd+ (bec+ ad)i

z  ac+bd+ (be—ad)i
c? +d?

Merk at komplekse tall legges sammen komponentvis
akkurat som vektorer i R?. Multiplikasjon og divisjon
har ingen tilsvarende operasjoner i R? i "vanlig bruk’.

Eksempel 1.16. La z =2+ 37 og w = 4 + 5i.
z+w=2+44+3+5)i=6+8
z—w=2—4+B3—-5)i=-2—-2i

z-w=(2+3i)- (44 5i)
=2-4+43-4i+2-5i+3-5i°
= 8—15+ (124 10)i = —7 + 22i.

z 243 243 4-—5

w  4+5i 4451 4—5i
S+154 (12—10)i 22 2
_8+15+( >’=—+—z’. A
16 + 25 41 " 41

Nar vi deler et komplekst tall pa z = a + bi, ganger
vi oppe og nede med z konjugert:

Z=a—b

Merk at 2z = a2 + b2 er et reelt tall.

Regneregler for konjugert

La z = a+ bi og w veere komplekse tall. Noen
regneregler er:

z+w=z+4+w Z—WwW=2zZ—wW
Z-W=2Z W z/w=Z/w
z+Z=2a z— 2z =2bi

La r veere avstanden fra det komplekse tallet
z = a + bi til origo, og la 0 veere vinkelen z gjor med

den reelle aksen. Noen enkle geometriske betraktnin-
ger gir

Den ene veien

T z=a-+b

——tttF Re(z)

Polare koordinater

De inverse trigonometriske funksjonene kan bli litt
forvirret pa om z ligger til hgyre eller venstre for den
imaginaere aksen. Derfor m& man veere litt forsiktig
nar man gar motsatt vei. Merk ogsa at vi kan legge til
vilkarlige multipler av 27 overalt, samt at for z = 0
er ikke 6 definert.

Vi skriver ellers
|2 =r=Va2+ b2 =2z

for avstanden fra z til origo. Dette tallet kalles gjerne
absoluttverdi eller modulus til z. Det er praktisk &
bruke den samme notasjonen som for absoluttverdien
til et reelt tall, siden |z| blir den reelle absoluttverdien

z z>0
|2 =
—z 2<0
dersom z er reell.
Vinkelen

0 = argz

kalles vinkelen eller argumentet til z. Folgende ulikhet
kalles trekantulikheten, siden de involverte stgrrelsene
er sidene i en rettvinklet trekant.

Trekantulikheten

La 2z og w veere komplekse tall. Da gjelder at

|2+ w| < |2] + |w|

|2+ wl

|wl




R" og C"

Vi definerer R™ som mengden av alle vektorer
(21,29, ,2,) der x;, € R, og C" som mengden av
alle slike vektorer med z;, € C.

Skalarproduktet mellom vektorer i R™ er

n
X-y= Z LYk
k=1
og den pytagoreiske lengden er gitt ved

Il = vx - x

For C™ er vi mest interessert i

n
X-y= Zkayk-
k=1

Mer om dette senere.

Kvaternioner

Grupper

Funksjoner

Euler mente at en funksjon var det samme som en
formel, for eksempel

y = a?
eller noe liknende. Han aksepterte ikke slikt som for
eksempel

x>0

x
f(x):{l—kx z <0

men han modererte seg visst pa sine eldre dager.

En funksjon f : A — B er en regel som for
hvert element i mengden A tilordner ett og
bare ett element i mengden B.

Vi snakker gjerne om en funksjon “pa A”. Uttrykket
A — B leses “A til B”, slik som byens busselskap.
Her er et par kommentarer:

o Vi skriver y = f(x) for a signalisere at y € B er
elementet som korresponderer til x € A.

e Mengden A kalles definisjonsmengden til f.

e Mengden B kalles verdimengden til f.

e De elementene i B som kommer ut av f nar du
stapper inn hele A skrives f(A) og kalles bildet
til f. Vi kan ha f(A) C Beller f(A) = B.

o Ett og bare ett element i B skal spesifiseres for
hvert element i A!

Sa og si all matematikk du skal leere de neste to arene,
handler om funksjoner. Funksjonsregelen spesifiseres
av en matematiske likning eller en tabell eller en graf.

10

Eksempel 1.17. Funksjonen f: R — R gitt ved
fla) = a?
A

tar inn et reelt tall og kvadrerer det.

Eksempel 1.18. Koordinatsystemet vi bruker i dag,
med z- og y-aksen, kalles det kartesiske koordinat-
system, etter Rene Descartes, som innfgrte det i en
bok i 1637. En funksjon kan beskrives av en graf i et
koordinatsystem, men det er noen fgringer pa hvor-
dan grafen kan se ut. Siden det kun skal vaere en
funksjonsverdi for hvert element i definisjonsmeng-
den, kan ikke grafen skjeere en gitt vertikal linje mer
enn en gang. VAN

Eksempel 1.19. En artigklassiker er f : R — R gitt
ved
rasjonale x

A

irrasjonale x

Definisjonsmengden kan ikke inneholde elementer
som regelen ikke greier & tilordne en funksjonsverdi
til. Merk forskjellen pa funksjonen f, som er en pakke
med definisjonsmengde, verdimengde og funksjonsre-
gel, og funksjonsverdien f(z), som er det elementet i
B som korresponderer til x.

Eksempel 1.20. Det gir ingen mening & snakke om
funksjonen f: R — R gitt ved

S =<

for denne regelen klarer ikke spesifisere et element til
x = 0. Det gar derimot fint & prate om funksjonen
f:R—{0} = R gitt ved

1
flz) = -
eller funksjonen f: (0,1) — R gitt ved

flz) = A

1
x
Dersom ikke definisjonsmengden er eksplisitt defi-
nert, er det underforstatt hva den er. og det hender vi
bruker teknisk gale uttrykksmaéter, som “funksjonen

f@)”.

Eksempel 1.21. Funksjonen f(z) = 1 tar inn et re-
elt tall og inverterer det. N& er det underforstatt at
definisjonsmengden er et eller annet som ikke inne-

holder 0. A



Eksempel 1.22. Et polynom av orden n er en funk-
sjon med funksjonsuttrykk

p(x) = a,x" +a, 2"+ +ax+ a.

Studiet av polynomer er et av de eldste i matematik-
kens historie, antagelig noen tusen ar gammelt. Re-
né Descartes oppfant standardnotasjonen vi bruker i
dag, med koeffisienter hentet fra begynnelsen av al-
fabetet, og variable fra slutten av alfabetet. A

Stort sett alle funksjoner du studerte pa skolen, var
av typen fra R — R. Vi skal studere mange andre
typer funksjoner.

Eksempel 1.23. Funksjonen f: N — N gitt ved
fm)=nl=n-(n—1)-3-2

vokser fryktelig fort med n. Vi skal fa bruk for denne
funksjonen flere ganger dette semesteret. AN

Eksempel 1.24. Funksjonen f: R™ — R"™ gitt ved
J(x) = Ax

der A er en m xn-matrise og x er en n x 1-sgylevektor,
er et eksempel pa noe som kalles en linezeravbildning.
Dette betyr at dersom x og y er vektorer og a og b
tall, er

flax +by) = af(x) +bf(y) JAN

Eksempel 1.25. Funksjonen z : [0,27) — C gitt
ved

f(x) =cost+isint

er en parametrisering av enhetssirkelen i det kom-
plekse planet. A

I disse eksemplene var definisjonsmengden en tall-
mengde. Men definisjonsmengden kan ogsa veere and-
re ting, for eksempel en mengde av funksjoner.

Eksempel 1.26. Det ubestemte integralet

/a ’ f(a) dz

tar inn er i seg selv en funksjon som tar inn en funk-
sjon og gir ut et tall. Denne typen funksjon kalles
gjerne funksjonal, for & i spraket kunne holde styr
pa hva som er funksjonen (det bestemte integralet)
og elementene i definisjonsmengden (funksjonen som
integreres). A

Eksempel 1.27. Vi kan ogsa definere en funksjonal
som tar inn en funksjon og gir ut funksjonens stig-
ningstall i et punkt

T(f) = [f'(a)

Eksempel 1.28. Verdimengden kan ogsd veere en
mengde av funksjoner. Det bestemte integralet

/0 ") dt

der z er en variabel, tar inn en funksjon og gir ut en
annen. Denne typen funksjon kalles gjerne operator.
Derivasjonsoperatoren

T(f) = f'(z)

er et annet eksempel.

A
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Eksempel 1.29. Definisjonsmengden kan ogsa veere
noe helt annet, for eksempel utfall i et utfallsrom S.
Sannsynlighetsfunksjonen er en benevningslgs funk-
sjon Psom tilordner en sannsynlighet p til hvert utfall
AiS:

P(A)=p

For en sannsynlighetsfunksjon setter vi opp

Kolmogorovs tre aksiomer

e 0<P(A)<1foralleAeS
o P(U,4;) =23, P(4;) for alle A; € S

« P(S)=P(J,4)=Y,P4,)=1

Disse tre kravene sier at sannsynligheter ma veere
mellom null og en, at sannsynligheter for disjunkte
utfall kan legges sammen, og at alle sannsynligheter
i utfallsrommet ma summere til en (noe ma skje). Fra
disse aksiomene kan man for eksempel bevise at

P(A) =1-P(A)
og at
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)
dersom A og B ikke er disjunkte.

Injektivitet og surjektivitet

I mange tilfeller er vi interessert i & vite om det la
seg gjore & finne en funksjon som gar motsatt vei av

I

Spersmal

Dersom vi har

gitt ved for eksempel y = f(z), er det mulig
& finne en funksjon

g: f(A) — A
som sender alt i retur, altsa at

ye f(A)?

x=g(y) for alle

\.

Denne kalles (dersom den eksisterer) den inverse
funksjonen, og vi skriver E

g=f"

Siden z = g(y) ma veere entydig bestemt, ser vi umid-
delbart at det ikke er mulig & definere f~! dersom
f(zq) = f(zy) for to elementer z; og x4 i A. Dette
motiverer fggende definisjon.

En funksjon f : A — B er injektiv dersom
f(zy) = f(z,) impliserer at z; = x.

10ikke forveksle med 1/f, som er noe helt annet unntatt nar

fle) ==



Dersom f : A — f(A) er injektiv, kan vi alltid lgse
likningen y = f(x) for z. Da far vi en likning pa
formen x = g(y). Dersom vi setter g inn i f eller f
inn i g, far vi

Eksempel 1.30. La f: R — R veere gitt ved
f(@) = 2,

Da er

fl(x) = . VAN
Eksempel 1.31. La f: R — R veere gitt ved

fla) =22
Denne funksjonen har ingen invers. Den er ikke in-
jektiv, siden f(—x) = f(x) for alle x € R VAN

Eksempel 1.32. La f: R — R veere gitt ved
flz) =22 +1.

Denne funksjonen har ingen invers. Den er ikke in-
jektiv, for f(—x) = f(z) for alle x. A

Hvorvidt f injektiv, avhenger bade av funksjonsut-
trykket og definisjonsmengden.

Eksempel 1.33. La f:[0,1] — [1,2] veere gitt ved
flz)=2%+1.

Denne funksjonen har den inverse funksjonen ¢ :
[1,2] — [0,1] gitt ved

g(r) = Vo —1. A

En funksjon f : A — B er surjektiv dersom
det for hver y € B finnes en z slik at f(z) = y.
Dersom f er bade injektiv og surjektiv, sier vi
at f er bijektiv.

Eksempel 1.34. Funksjonen f: R — R gitt ved
flz)=2>+1

er ikke surjektiv, siden f(z) > 1 for alle z. A

Eksempel 1.35. Funksjonen f: [0,1] — R gitt ved
flx)y=22+1

er heller ikke surjektiv. A

Eksempel 1.36. Funksjonen f : [0,1] — [1,2] gitt
ved
fle) =a?+1

er derimot surjektiv. VAN

Eksempel 1.37. En funksjon f: A — f(A) er per
definisjon surjektiv. A

12




Kapittel 2

Konkret lineseralgebra

Det er lurt & begynne matematikkstudiet med litt
grunnleggende linezralgebra. Dette er bade nyttig a
kunne, og ikke s& vanskelig & leere seg, sammenlik-
net med differensial- og integralregning. Flervariabel
kalkulus blir dessuten mye lettere & lsere om man kan
lineseralgebra.

Alternative kilder:
e Lindstrgm FVLA kap. 1 og 3

o Kreyszig kap. 7 og 8

Gausseliminasjon

Standardmetoden for & lgse linezere likningssystemer
kalles gausseliminasjon, til tross for at metoden ikke
er oppfunnet av Carl Friedrich Gauss. Metoden be-
star i & forenkle likningssystemet steg for steg uten a
endre lgsningsmengden.

Det er lettest a leere denne metoden gjennom et
regneeksempel. Vi skal lgse

20+ 3y+4z2=14
3r+4y+52=25
dx+5y+72=3

Fra videregaende skole husker du kanskje at hver av
disse likningene beskriver et plan, og geometrisk sett
leter likningssystemet etter et punkt (x,y, z) som lig-
ger pa alle tre plan samtidig. Hvis tar tre A4-ark og
fikler litt med dem, bgr det veere klart at et slikt
likningssystem kan ha enten en, mange, eller ingen
lgsninger.

Fgr vi lgser likningssystemet, skal vi bytte notasjon.
Det er bedre a skrive

20, +3xy +4x3 =4
3z, +4xy +5253=25
4y + 525 + Txg =3

for dette er mer praktisk nér likningssystemene blir
store. Et likningssystem i en moderne anvendelse kan
fint ha en milliard likninger, men det lengste moderne
alfabetet inneholder bare 74 tegn:
https://en.wikipedia.org/wiki/Khmer_script

Eksempel 2.1. Det forste vi gjor, er & observere at
dersom vi ganger den fgrste likningen med 3 og den
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andre likningen med 2 og trekker dem fra hverandre:

3(2zy +3xy +4z3=14)
—2(3zy + 4z + 5x5=15)

far vi likningen
Ty +2x3=2

Det neste er & observere at en eventuell lgsning av
likningssystemet ogsa ma tilfredsstille denne nye lik-
ningen, siden den er en konsekvens av to likninger i
det opprinnelige systemet. Hvis vi bytter ut den opp-
rinnelige likning 2 med den nye likningen, far vi

2z, + 3xy +4x3 =4
Ty + 2253 =2
4r) + 51y +Tx3 =3

Det er na ogsa slik at likningen vi hev ut er en kon-
sekvens av de to forste likningene i det nye systemet,
sa det nye systemet méa pent ha de samme Igsningene
som systemet vi startet med.

Fordelen med det nye systemet er at det er litt enkle-
re, en av z;-ene er blitt borte. Kanskje det er slik at
vi kan skrelle av s& mye greier at lgsningen til slutt
star skrevet svart pa hvitt pa siden? Slik er det. La
oss na ta for oss likning 1 og 3, og regne ut

22z + 3z, +4xy=4)
—(4x, 4+ bxy + Txg = 3)

som blir
Ty + T3 =15

og bytte ut likning 3:

22, + 329+ 4z =4
Ty + 223 =2
To+ T3=25

Hvis vi né trekker likning 3 fra likning 2 i dette sys-
temet og bytter ut likning 3, far vi

221 +3xy +4x3 =4
Ty + 223 =2
33‘32—3

og na har vi oppnadd en form pa systemet som er
spesielt gunstig, nemlig trappeform. Verdien til x4
kommer na tydelig frem av likningssystemet, og vi
kan jobbe oss oppover og beregne

Ty=2—-2-(—3)=8


https://en.wikipedia.org/wiki/Khmer_script

0g
oy =(4—3-8—4-(-3))/2=—4

A

som er den korrekte lgsningen.

Hvis man har utfgrt denne prosedyren noen ganger,
blir man sliten i handen, og lei av & skrive ned z, og
= og sa videre. Fglgende kompakte notasjon er bedre:

2 3 414
3 4 515
4 5 713

Vi bruker symbolet ~ for a signalisere at vi har utfort
et gausseliminasjonssteg som ikke endrer lgsnings-
mengden, slik at beregningen over kan skrives

2 3 414 2 3 4114
(3 ' s 5)~(0 L Q)N

4 5 713 4 5 713

2 3 414 2 3 4] 4
(0122)~<012 2)

0 1 115 0 0 1] -3

Med litt trening er dette lettere & lese.
Eksempel 2.2. La oss na ta et med komplekse tall:

(1—d)z+3w=2—3;
iz+ (14+2)w=1

Likningssystemet har totalmatrise

1—14 3 2—3
1 1424 1 '

Vi gnsker & kvitte oss med i-en til venstre i den andre
raden. Den forste raden ganget med 1= er

(i

Vi trekker dette fra den andre raden og erstatter den
andre raden med resultatet:

i | )

1—14 3 2-3i
0 14+2i—8 | 1-32 )
Jeg tror vi ganger den andre raden med 1 — i for &
rydde litt:
1—14 3 2—3i
0 3—2i | —2—3i

Vi er na klare for & beregne w og z:

w_—2—3¢_—2—3¢ 3+2i
T 3-9; 3—2 342
o 3 3(_g
zz?);—:.))(l)zl—&—i VAN
— 1

Matriser og vektorer

Men lineaere likningssystemer kan ha flere lgsninger.
La oss Igse systemet

2 3 414
3 4 515
4 5 616
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Vi kan stort sett bruke de samme eliminasjonsstege-
ne som i forrige runde, men resultatet blir at en hel
likning forsvinner:

2 3 414 2 3 414

3 4 5|5 |~ 0 1 2(2 |~

4 5 6|6 4 5 616

2 3 414 2 3 414

01 22 |~] 0 1 2|2

0 1 2|2 0 0 010
Likningssystemet

2z, +3x9 +4x3 =4
3z, +4x5 +5x53="5
4r) + 515 + 623 =16

har altsa de samme lgsningene som likningssystemet

2z, +3x9 +4x3 =4
Ty + 225 =2

Hvis vi né velger x5 = s, ma x, = 2—2sog x; = s—1.
Det spiller ingen rolle hva s er, det blir en lgsning
uansett. Prgv selv med s = 2 eller s = 1+ ¢ eller hva
som helst.

Men na er det pa tide & innfgre litt mer notasjon. En
kolonnevektor er

Ty
x
X = 2
Jjn
og en radvektor er
x=(z; = T, )

De to viktigste regnereglene for vektorer er skalar-
multiplikasjon

az,
ax = a::c2
az,,
og vektoraddisjon
T Y1 T+
X+y= :5.2 + y.2 = :EQ—.H/Q
T, Yn Tp + Yn

(Tilsvarende for radvektorer.) En sammensetning av
operasjonene

Ty Y azry + by,
ax +by = a 1":2 b y:2 _ axg-:Fbyz
T, Un at, + by,

kalles en lineerkombinasjon. Skalarene a og b kalles

vekter. Hvis vi har m vektorer x,, definerer vi det

linecere spennet, eller
Sp{xy,Xg, o0y X, }

som alle linezerkombinasjoner av vektorene, altsa alle
vektorer pa formen

a1Xq + ayXy + ... + a,,X,,.



Eksempel 2.3.

(1) +(2)-(2)

Eksempel 2.4. Spennet til vektorene i eksemplet
over, er alle vektorer pa formen

(3) )

A

La oss fgrst introdusere:

Matrise
En m x n-matrise A er et tableau med tall
a;;  Qyg A1y
A= | G 022 Aop
aml am? amn
Disse her
ar P a1n
Qo Q29 Qonp
A1 A2 Qmn
kalles matrisens kolonner, og disse
( ay; Qo A1 )
( Q1 Qg Ao, )
( Am1 A2 Amn )

kalles matrisens rader.
Legg merke til at venstresiden i hver likning i et lik-
ningssystem er et skalarprodukt. Likningen

sier for eksempel at skalarproduktet mellom vektore-
ne (2,3,4) og (x4, x4, x5) skal veere lik 4. Vi definerer
derfor

Matriseprodukt

Dersom A og B er matriser med dimensjoner
m X n ogn X p, er elementet ¢;; i produktet
C = AB gitt ved

n
Cij = E aikbkj
k=1

altsa skalarproduktet mellom rad nummer i i
A og kolonne nummer j i B.

Dette ser forferdelig ut ved fgrste gyekast, men er
ikke sa ille nar man blir varm i trgyen.

Eksempel 2.5.

15

Eksempel 2.6.
0 1 4 5 6\
2 3 7 8 9/
Eksempel 2.7.
2 3 4 T, 2z, + 324 + 4z4
3 4 5 Ty | = | 3z +4xy + 524
4 5 6 T3 4xy + 5xy + 615

Vi ser na at likningssystemet

2 3 4|4

3 4 5|5

4 5 6|6
kan skrives

2 3 4\ [z 4
34 5 ||a|=]5
45 6/) \ay 6

og dette dpner opp for veldig mange nye og interes-
sante greier. For det fgrste kan vi na definere

2 3 4
A:(g i 5)
4 5 6

som gjerne kalles systemmatrisen, og

(3
X0

og skrive hele systemet veldig kompakt:

78 9
(29 34 39) =

)A

og

Ax=Db

For det andre kan vi na tenke pé venstresiden i lik-
ningssystemet som en funksjon

T(x) = Ax
og dette er veldig viktig.
Vel vel. La oss ga tilbake til eksemplet

s 455 |23 4]
0 212

4 5 616
Vi ble enige om at x5 = s, ma z, =2 —2s og z; =

s —1, eller
T, s—1 —1 1
Ty | = 2-25 | = 2 +s| —2
Z3 s 0 1
1
1

om du vil. Uttrykket
-1
= 2
0

z4(s)
X(s) = (332(5)
z3(s)
kalles gjerne lgsningens parametrisering. Du kjenner
kanskje igjen parametriseringen for en rett linje fra
videregaende?

= W



Linezer uavhengighet

Na lurer du kanskje pa hvorfor likningssystemet

2 3 414
3 4 515
4 5 713

har entydig lgsning, mens likningssystemet

2 3 414
3 4 515
4 5 616

har uendelig mange. Det beste begrepet for a uttryk-
kene fglelsene sine om dette pa en presis mate kal-
les lineser uavhengighet. Men la oss forst se litt pa
venstresiden av likningssystemene pa enda en mate.

Vi husker fra skolen at vi kan gange vektorer med
skalarer:

og legge vektorer sammen:

Ty Y1 T+ Yy
x+y=|"2|+| B |=| T

Kombinerer vi disse operasjonene, far vi noe som kal-
les en lineszerkombinasjon:

xq Y1 ary + by,
ax +by =a x:2 +b yf = a;vQ—:i—byQ
T, Yn az,, + by,

Skalarene a og b kalles vekter. Hvis vi har m vektorer
X}, definerer vi det lineere spennet, eller

Sp{xlax27 "'7xm}

som alle lineserkombinasjoner av vektorene, altsé alle
vektorer pa formen

41Xy + a9Xy + ... + a,, X,
Bruker vi dette, ser vi at vi kan tenke pa venstresiden

i systemet
2 3 414
( 3 4 515 )
4 5 616

som linezerkombinasjonen av kolonnene i matrisen,
med de ukjente som vekter:

2 3 4 xq 2 3
3 4 5 (m2)2x1(3)+x2 4 |+,
4 5 6 X5 4 5

Den store forskjellen mellom systemene

og

2 3 414
3 4 515
4 5 6|6

ligger na i det geometriske forholdet mellom kolon-
nene i venstresidene. I det andre systemet ligger ko-
lonnevektorene i samme plan, men i det fgrste peker
de litt mer i “hver sin retning”. Fglgende definisjon
formaliserer hva vi mener med “hver sin retning”.

Viktig I

Vi sier at vektorer vy, v, ... v,, er linesert

uavhengige dersom

n

vy +cgvg + -+, v, =0
impliserer at
=0.

€L =C="=C

Dersom man gnsker & sjekke om kolonnene i en ma-
trise er linesert uavhengige, ma vi altsa lgse systemet

Ax =0
og sjekke om x = 0 er den eneste lgsningen.

Eksempel 2.8. Vi sjekker om kolonnene i

2 3 4
3 4 5
4 5 7

er linezert uavhengige. Siden

2 3 410 2 0
3 4 510 |~] 0 0
4 5 710 0 0

ser vi umiddelbart at z; = z, = x5 = 0 er eneste
lpsning, og kolonnene er fglgelig linesert uavhengige.

A

O = W
— DN

Eksempel 2.9. Hva med

2 3 4
3 4 5 ?
4 5 6

2 3 410 9 3 4
3 4 510 |~ 0 1 2
4 5 6|0

har vi uendelig mange lgsninger pa formen

(2)-(2)

Det finnes altsa et valg av x # 0 slik at

2 3 4 xy 2 3
3 4 5 Ty | =21 | 3 |+ay| 4 |+24
4 5 6 23 4 5

Med andre ord er kolonnene linesert avhengige. A

Siden

)



Folgende faktaopplysning er ofte nyttig.

Dersom vy, v, ... v, er linesert uavhengige og
c1Vy + Vg + -+, vV, =W

er koeffisientvektoren c entydig bestemt.

Dette er relativt lett & se. Anta at bade
V) + vy + o+, v, =W

og
divi+dyvy+ - +d, v, =W

Dersom vi trekker disse to likningene fra hverandre,
far vi

(1 —dy)vy+(cy—dy)ve+--+(c,—d,)v, = w—w =0
og siden vy, v, ... v,, er linesert uavhengige ma
cg—dy=cg—dy==c¢,—d,=0
Eksempel 2.10. Siden
8§ =7 0 |0

8 -7 310 8§ —=7 00

~ 0 —-14 3|0
-4 5 =810 0 0 110
-6 6 —4|0

bgr det kanskje ikke komme som noe sjokk at syste-
met

8 —7 0 | -3
-8 -7 3 | =T
—4 5 —8 | —3
-6 6 —4 0
har entydig lgsning. (Prgv selv.) Systemet

8 —7 0 | -3
-8 =7 3 -7
—4 5 -8 | =3
-6 6 -4 1

har ingen lgsning, for hgyresiden kan ikke skrive som
en lineszerkombinasjon av kolonnene i matrisen pa
venstresiden. Dersom likningssystemet ikke har noen
Igsninger, hjelper det ikke at kolonnene er linesert
uavhengige! AN

Merk til slutt at en linesert uavhengig vektormeng-
de ikke kan inneholde nullvektoren, samt at lineser
uavhengighet er ekvivalent med parallellitet dersom
vi bare sjekker to vektorer. Konseptet lineser uavhen-
gighet fgles nok for de fleste litt rart i begynnelsen,
og det er standardprosedyre & innfgre dette under
matriseregningen. Senere skal vi anvende det pa helt
andre ting, for eksempel differensiallikninger.

Determinanter

Dersom det linezere likningssystemet er kvadratisk,
finnes det en rask méate & sjekke om kolonnene i sys-
temmatrisen er linezert uavhengige. Det kalles deter-
minanten. For en 2 X 2-matrise

Gp) )
5P
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er den gitt ved
det A = a,1099 — G510

Vi kjenner igjen dette som arealet av parallello-
grammet utspent av kolonnevektorene i A. Dersom
det A = 0 er kolonnene parallelle, og dersom det A #
0 er de ikke. Siden parallelle vektorer er linezert uav-
hengighet (og omvendt si lenge vi bare har to vek-
torer i kikkerten), har vi egentlig rundet spillet for
2 X 2-matriser.

For en 3 x 3-matrise

er formelen

det A =ay; (ay1a99 — a91013)
—y (a9 033 — Ag30a37)

+a13 (ag1a30 — agpaz)

Fulgte du godt med pa skolen, kjenner du igjen dette
som volumet av parallellepipedet utspent av kolon-
nene i A. Dersom du tar tre kulepenner og fikler litt
med dem, vil du nok klare & se geometrisk at de tre
kolonnene er linezrt uavhengige hvis og bare hvis
det A # 0.

Dette kan generaliseres til n X n-matriser, men det er
ikke helt trivielt. De fleste ingenigrer gar nok gjen-
nom livet uten a kjenne til denne utledningen, men
kanskje jeg far plass til & skrive det ned siden.

Invers

Dersom det linesere likningssystemet er kvadratisk,
og kolonnene i systemmatrisen er linesert uavhengige,
kan man beregne noe som kalles invers. La oss ta en

ny titt pa systemet
4
5
7

2 3 4 Ty
(b))
4 5 7 T3
-3 1 1
(1 2 2)
1 -2 1

har noen artige egenskaper. For det fgrste:

2 3 4 -3 1 1 1 0 O
3 4 5 1 2 -2]1=101 0
4 5 7 1 -2 1 0 0 1

Matrisen pa hgyre side kalles identitetsmatrisen, og
du kan sjekke selv at denne oppfarer seg som tallet
en - nar du ganger den med noe, skjer det ingening.

For det andre:
—4
8
-3

-3 1 1 4
( 1 2 —2) (5):
1 -2 1 7

Hvis du har god tallhukommelse, kjenner du kanskje
igjen hgyresiden som lgsningen til systemet.

w

Matrisen



Det som har skjedd her, er at vi startet med et system
Ax = b,
ganget med den inverse A~! pa begge sider, og fikk
x=A"1Ax = A" 'b.

Inversmatrisen er altsa en slags generalisering av de-
lingsoperasjonen, og notasjonen A~! er ikke tilfeldig.
Dette er analogt til & lgse likningen

ar=10b

ved a dele ut a pa begge sider:

1
z=-b=a1b
a

Hvordan beregner vi A~'? Enkelt. Vi m4 ha
AATL =T

der I er identitetsmatrisen. Den som er dreven i ma-
trisemultiplikasjon ser at dette gir opphav til n lik-
ningssystemer pa formen

Ax = e

der e; er enhetsvektorene i R™. Na kan vi utvide
notasjonen for likningssystemer enda litt, og skrive
AA™! = I som

2
3
4

og gausseliminere seg frem til

1
0
0

Det er ogsa slik at dersom A~! eksisterer, er AA™! =

I = A1 A. Dette er ikke helt innlysende, men trik-

set er a skjonne dersom man er enig i at ngyaktig

de samme gauss-stegene som i eliminasjonen over vil
0 012 3 4

produsere eliminasjonen
1 -3 1 1
01 03 4 5 |~ 1 2 =2
0 0 14 5 7 1 -2 1

Det finnes ogsa formler for inversmatrisen basert pa
determinant, men ting som er basert pa determinant
er stort sett ikke s& relevante i 2021. Man kan stort
sett beregne ting pa mer effektive mater.

3 411 0
4 5|0 1
5 710 0

o~ o
— oo
— |

w
b =
|~
N
| S

Eksempel 2.11. Inversen til

1—1 3
1 1424
1 -3
3—2 1—14

er
1+2¢
—1
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Egenvektorer

Her er en annen matrise:

1 2 2
A=12 6 2
2 2 6

La oss gange noen vektorer inn fra hgyre i denne. Vi
prover forst

1 2 2 1 )
A:(2 6 2)(1):(10)
2 2 6 1 10

Ikke stort & melde om. Men hva med denne?

N ORORG

Noen vektorer har den egenskap at nar man ganger
dem inn i matrisen, kommer det ut en skalarmultip-
pel av den samme vektoren. Dette ser tilforlatelig ut,
men er utrolig viktig, og kalles egenvektorer. Skale-
ringsfaktoren kalles egenverdi. Merk at A ma veere
kvadratisk, for ellers gir det ingen mening & si at ma-
trisen skalerer vektorer.

Vi leter altsa etter vektorer slik at

Ax = \x.

()

og A = 9. Visier at x er en egenvektor med tilhgrende
egenverdi .

I eksemplet over er

La oss na lage en systematisk fremgangsmaéate for a
finne egenvektorer og egenverdier. Likningen

Ax = Ax.

1 0 O
0 1 Ok n vi skrive om til
0 0 1

Ax—Xx =0

og har vi litt trening i enhetsmatrisen, ser vi at vi
kan faktorisere dette som

(A—A)x=0

Na& vet du at dersom kolonnene i A—\I er linezert uav-
hengige, har dette problemet kun en lgsning, nemlig
nullvektoren. Nullvektoren vil vi ikke skal klassifisere
som egenvektor, for hvis den gjorde det, ville alle tall
klassifisert som egenverdier, siden

A0 =)0

uansett hva A er. Vi ma altsa kreve at kolonnene i
A — A er linezert uavhengige, og det er de hvis og
bare hvis det (A — AI) = 0.



La oss prgve a finne egenverdiene til matrisen A over.
Vi beregner

1-x 2 2
det(A—)\I):det( 26—\ 2)

2 2 6— A
=(1=2)((6-1)7>—4)
—2(2(6— ) — 4)

F2(4—2(6—)) —4)
= A% — 13)2 + 36
= AA—4)(A—9)

slik at Ay = 0, Ay = 4 og A3 = 9 er de tre egen-
verdiene. Polynomet p(A) = A(A — 4)(A — 9) kalles
matrisens karakteristiske polynom. Husk na fra for-
rige kapittel at algebraens fundamentalteorem sier at
et polynom

A" 4 a, A" 4+ a A+ ag

kan alltid faktoriseres

X't a, ATt ag At ag = [J(A =),
=1

der der \; € C er lgsninger av likningen
A" +a, A"+ a A +ay =0.

Det karakteristiske polynomet er alltid monisk
(ser du hvorfor?), og fglgelig er det karakteristiske
polynomet alltid av orden n. P& folkemunne sier
vi gjerne at en matrise alltid har “n” egenverdier,
dersom du teller riktig, altsa antall linezere faktorer i
det karakteristiske polynomet. Men det er ikke ngd-
vendigvis enkelt & finne egenverdiene bare fordi de
finnes. Niels Henrik Abel beviste i 1824 at det finnes
ingen generell formel for & lgse polynomlikninger
med hgyere orden enn 5:
https://en.wikipedia.org/wiki/Abel-Ruffini_
theorem

Vi vet altsd at egenverdiene til A er A\; =0, Ay, =4
og A3 = 9. Egenvektorene er lgsninger av likninger

for hver av de tre egenverdiene. For eksempel er egen-
vektoren til A\, = 4 gitt ved alle skalarmultipler av

0
-1
1
siden
1—-4 2 2 0 -3
2 6—4 2 0 ~ 5
0

2 2 6—41|0
De andre finnes pa samme mate. Alle skalarmultipler
(unntatt nullvektoren) av en egenvektor er ogsa egen-
vektorer. Derfor er det vanlig & definere noe som kal-
les egenrommet til en egenverdi - dette er alle egen-
verdiens egenvektorer samt nullvektoren.

2 210
0 01]0
0 010
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Eksempel 2.12. Matrisen

0 -1
1 0
har visst egenverdier allikevel. Det karakteristiske po-

lynomet er
A2 +1,

sa egenverdiene er 4+i.

Eksempel 2.13. Matrisen

3 0 0
0 1 -1
0 1 1

har karakteristisk polynom
B=XN((1=X2+1)=3B—-XN)(2—2X+A?).

Den ene egenverdien er apenbart A = 3, mens andre-
gradspolynomet 2 — 2\ + A2 har rgtter

4—-8

A=
2

=1+1.

Her er det altsa en reell egenverdi 3, og to komplekse
egenverdier 1+ og 1 — 1. A

Fra en oppgave i forrige kapittel ser vi at

Egenverdiene til en reell matrise kommer i
komplekskonjugerte par.

Eksempel 2.14. Matrisen

1 1 0
0 1 0
0 0 2

har karakteristisk likning

med en enkel egenverdi A = 2, og en dobbel egenverdi

A=1. JAN

Det karakteristiske polynomet til en n x n-matrise
kan alltid spaltes i n linesere faktorer, men det finnes
ikke alltid n linesert uavhengige egenvektorer.

Eksempel 2.15. Matrisen
0 —1
1 0

A= 4.

har egenverdier

Egenrommet til —¢ er nullrommet til
i —1
1 @ )

Vi vet at denne matrisen ikke er inverterbar, og da
ma radene veere skalarmultipler av hverandre (i dette


https://en.wikipedia.org/wiki/Abel–Ruffini_theorem
https://en.wikipedia.org/wiki/Abel–Ruffini_theorem

tilfellet er den nederste i ganger den gverste), sa vi
kan egentlig bare stryke den nederste, og se at

il‘l - .T/'? == O,
slik at en egenvektor til —i blir
1
i

Likeledes blir en egenvektor til ¢

i
E
Vi dobbeltsjekker
0 -1 T\ (—=1\ _ (1
1 0 1) =L )71 )
Eksempel 2.16. Vi beregner egenrommet til matri-
sen
3 0 0
0 1 -1
0 1 1
sin egenverdi A = 1 — 4. Dette er nullrommet til
2+7 0 0
0 i —1 1.
0 1 4

Den gverste raden forteller at x; = 0. De to nedereste
ligner mistenkelig pa forrige eksempel, sa en egenvek-

tor blir
0
1.
i

Vi dobbeltsjekker

3 0 0 0 0
0 1 -1 1 |=]11—-1|=
0 1 1 1 1+

Eksempel 2.17. Matrisen

1 1 0
0 1 0
0 0 2

har dobbel egenverdi A = 1. Det tilhgrende egenrom-
met er nullrommet til

0 1 0
0 0 0
0 0 1
Dette gir at z, = 3 = 0, sd en egenvektor til A =1

er )

Her er egenrommet endimensjonalt, mens egenverdi-
en hadde multiplisitet 2. A

A

0
a-n(;).

A

Egenrommet har dimensjon mindre enn eller lik mul-
tiplisiteten til egenverdien. Dersom et egenrom har
lavere dimensjon enn multiplisiteten til egenverdien,
sier vi at egenverdien er defekt.
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Ortogonale matriser

Skalarproduktet mellom vektorer i R™ er:

n
X y= Zxkyk =Ty + Ty o+ XY,
k=1
og vi sier at x og y er ortogonale om x -y = 0. Det
gar an a definere lengde pa mange fornuftige mater,

for eksempel
n
Ix[, = Z ||
k=1

eller
Il = e |

men den vanligste er nok den pytagoreiske lengden

[x[l2 = vx-x

siden dette er den fysiske lengden til x for n = 2 og
n = 3. Vi sier at denne lengden er indusert av ska-
larproduktet, og dersom det ikke er noen subindeks,
er det underforstatt at det er denne vi mener.

Hvordan kan vi utvide alt dette til vektorer i C™?7 I
lys av avsnittet over, er det lurt & definere

n
XY =) Tgyy = Tiys +Tays T+ Ty,
k=1
siden indreproduktet av x med seg selv da blir en sum
av de kvadrerte absoluttverdiene til komponentene til
x og dette virker som et fornuftig mal pa lengden til
C™. Siden dette er noe vi kan komme til & gjore ofte,
er det funnet opp en spesiell notasjon som tar i bruk
matrisemultiplikasjon.

Adjungert

La,
a;; G 0 Gy
A= | G 022 Aap
a’ml amQ amn

vaere en m X n-matrise. Den adjungerte av A
er n X m-matrisen

ayp Qg1 Gy
A= | @12 Q22 7 Om2
at, Qo Amn

der radene og kolonnene i A er byttet om.
Dersom A er reell, sier vi istedet transponert
og skriver AT

Siden A* = A dersom A er en 1 x l-matrise, ser
vi at vi nd har to notasjoner for komplekskonjugert,
Z og z*. Noen fagfelt foretrekker den ene, og noen
foretrekker den andre, sé det er greit a vite om begge.
Vi kan na skrive skalarproduktet som:

x y=xy

Vi sier at en vektormengde er innbyrdes ortogonale
dersom
x'y =0



for alle x # y i mengden. Dersom alle vektorene i
tillegg har lengde 1, blir det enda penere.

Ortogonale matriser

Vi sier at en matrise A er ortonormal dersom

A*A=1

Det er ikke s& vanskelig & se at en ortogonal matrise
har ortogonale kolonner. Siden ortogonale vektorer
apenbart ma vaere linegert uavhengige, ser vi ogsa at
A* = A7! dersom A er kvadratisk.

Diagonalisering

La A veere en nxn-matrise med m lineaert uavhengige
egenvektorer v, v,...v, og tilhgrende egenverdier
ALy Agyery Ay, - For hver egenvektor gjelder

Avk. = )\kvk.

Disse m ligningene kan like gjerne organiseres i en
matriseligning

AV = VD,
der
AN 00 0
0 A 0 0
D=| 0 0 X 0
0 0 0 A,
0og
V=(vy vy Vi )

Siden vy, v, ... v, er linegert uavhengige, er matrisen
V invertibel dersom m = n. Vi ganger med V! fra
venstre og far

V1AV = D.

Denne operasjonen kalles & diagonalisere A. Man kan
ogséd ga motsatt vei. Dersom

V1AV =D

for en inverterbar n x n-matrise V, kan vi gange fra
venstre med V, og fa

AV =VD

Vi ser av denne likningen at kolonnene til V utgjgr n
linesert uavhengige egenvektorer for A. Vi sier at en
n X n-matrise med n linesert uavhengige egenvektorer
er diagonaliserbar.

Diagonaliserbarhet

Vi kan skrive
V-1AV =D

hvis og bare hvis A har n linezert uavhengige
egenvektorer.
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Eksempel 2.18. Vi diagonaliserer matrisen

2 1
(2 ).
Egenvektorene er

(1) = (4)

med respektive egenverdier 3 og 1. Vi definerer

(0 n),
vl

2\1 -1
Vi dobbeltsjekker ved & beregne produktet
1/1 1 2 1 1 1
1 _ -
v AV_2<1 —1)(1 2)(1 —1)
3 0
-3 7)-»

Eksempel 2.19. Matrisen

1 1 0
0 1 0
0 0 2

har bare to linesert uavhengige egenvektorer, og er
fglgelig ikke diagonaliserbar. A

og beregner

Eksempel 2.20. Vi kan faktorisere matrisen

Som

I eksemplet over spiller ikke plasseringen av Vog V!
noen rolle. Mer om dette under.

La v veere en kolonnevektor i C™* og A en n X n-
matrise. En kvadratisk form er et uttrykk pa formen

v*Av

Et slikt uttrykk er spesielt interessant dersom v er
en egenvektor med lengde 1 og egenverdi A:

VAV = v* v = Aviv = A

Eksempel 2.21. Vi lar

og

slik at

VAV = (

Sl



Symmetrisk matrise

En kompleks matrise sies & vaere symmetrisk
dersom A = A*.

Dersom A er reell er A* = AT, slik at kravet for en
symmetrisk matrise er at A = AT. I litteraturen er
det vanlig & reservere begrepet symmetrisk for reelle
matriser der A = A", mens komplekse matriser kal-
les hermittiske hvis A = A*. Jeg har aldri sett noen
transponere en kompleks matrise uten a4 kompleks-
konjugere den, s& man kunne i bunn og grunn bare
sagt symmetrisk.

Eksempel 2.22. Matrisen
1 144 —i
1—1 0 2—1
i 2+1 2
er symmetrisk. Merk at en symmetrisk matrise ma
ha reelle diagonalelementer. VAN

Dersom A har n ortonormale egenvektorer, sier vi
at A er ortogonalt diagonaliserbar. Dersom vi setter
egenvektorene inn som kolonner i en n X n-matrise V,
ser vi at

VAV =V*VD =D
siden V*V = I. Motsatt ser vi at dersom
V*AV = D,

for en ortonormal matrise V, utgjgr V sine kolonner
n ortonormale egenvektorer for D.

Ortogonal diagonaliserbarhet

Vi kan skrive
V*AV = D

hvis og bare hvis A har n ortogonale egenvek-
torer.

Folgende teorem er ikke sa vanskelig & bevise, bare
skriv ut matrisemultiplikasjonen og se ngye pa ele-
mentene.

Om den kvadratiske formen

Dersom A = A* er x*Ax reell.

La v veere en normalisert egenvektor med egenverdi
A. Vi vet at
VAV = ),

og venstresiden er reell, s da ma ogsa \ veere det.

Om symmetriske matriser

En symmetrisk matrise har reelle egenverdier.

La v; og vy vaere to egenvektorer med egenverdier
Ay 0g Ay. Vi beregner (husk at A; og A, er reelle)

AMVive = (A V) vy = (Avy) vy

= VviAT'vy = Vi(Avy) = vi(Avy) = Ay ViV,
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Vi vet altsa at
0=Avivy —Agvivy = (A — >\2>V’{V27

og hvis vi bruker at A\; og A, er forskjellige, m& vi ha
vivy =0.

Om ortogonale egenvektorer

Egenvektorene til to distinkte egenverdier er
ortogonale for symmetriske matriser.

Til slutt kommer den vanlige historien om et par teo-
remer som er nyttige, men for vanskelige a bevise for
08s.

Om normale matriser

En symmetrisk matrise er ortogonalt diago-
naliserbar.

Eksempel 2.23. Matrisen

1 2 2
2 6 2
2 2 6

har egenverdier 4, 9 og 0. Egenvektorerer er henholds-

vis
0 1 —4

11,12 og 1

1 2 1

Merk at alle vektorer er innbyrdes ortogonale, og ma-
trisen er fglgelig ortogonalt diagonaliserbar, med

0 1 _4

3 3V2

vl -~ 2 1
- V2 o3 3v2
1 2 1

V2 3 3v2°

og

)
I
VRS
(=R
© o
co o
~

0

Dette eksemplet viser at en matrise kan veere diago-
naliserbar uten a veere inverterbar.

A

Normale matriser

En matrise er normal dersom A x A = AA*.

Om normale matriser

En matrise er ortogonalt diagonaliserbar hvis
og bare hvis den er normal.

.

Eksempel 2.24. En projeksjonsmatrise P er defi-
nert ved likningen

P = p?

Denne likningen sier at det ikke skjer noe nytt om
man benytter projeksjonen for andre gang. La oss si
at P har en egenverdi A\, med egenvektor x. I sa fall
ma

Ax = Px = P?x = P(Px) = P(A\x) = A\Px = \’x.



Dersom x # 0, ma
A= \2

eller
)\2—)\2)\()\—1):0.

Egenverdiene til en projeksjonsmatrise kan altsa kun
vaere 0 eller 1. A
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Kapittel 3

Funksjoner fra N til R og C

Grunnene til a4 venne seg til folger og rekker er sa
mange at det nesten ikke er godt a vite hvor man skal
begynne om man skal forklare det. Moderne signal-
behandling er utenkelig uten muligheten for & skrive
slike sprg ting som

1S, (_1 n+1

sin nx x € (—m,m)

Alternative kilder:
e Adams kap. 9
o Kreyszig kap. 15
e Lindstrgm I kap. 4 og 12

Motiverende eksempel
Andregradslikningen
ar? +br+c=0

kan vi lgse med formelen
. b+ Vb2 —4dac
o 2a '

Men i mange anvendelser dukker det opp likninger
som ikke kan lgses analytisk. Nar man lgser Schro-
dingers likning for en endelig kvantebrgnn, ma man
for eksempel lgse likningen

2v/z(l—=x
tan vz = 2210
2z — 1

noe som ikke er praktisk gjennomfgrbart med penn
og papir. Selv likninger som pa papiret har en lgs-
ningsformel, slik som

st a3+ +24+1=0
kan veere ganske vriene & finne ut av uten noen
hjelpemidler.

Vi skal studere numeriske metoder for & lgse slike
likninger siden, men la oss begynne med et enkelt
eksempel, nemlig likningen

Ir = COST.

Hvis du far til & lgse denne med penn og papir,
er det en sensasjon, for det gar nemlig ikke an.
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Men Igsningen til likningen eksisterer, selv om det
ikke gar an a regne den ut med noen enkel formel.
Lgsningen kalles Dottietallet, og er oppkalt etter en
professor i fransk:
https://www.maa.org/sites/default/files/
Kaplan2007-131105. pdf)

Professor Dottie oppdaget, som utallige skolebarn
fgr henne, at dersom du trykker pa cosinusknappen
pa kalkulatoren din igjen og igjen, vil du etter mange
nok trykk alltid ende pa tallet

r ~ (0.739085...

Det kalkulatoren gjgr nar du trykker pa cosinuskna-
ppen mange ganger, er a utfgre rekursjonen

i1 = COST,

der den fgrste verdien x; er det tallet som tilfeldigvis
var lagret i kalkulatorens minne da man satte i gang
og trykke pa cosinusknappen.

Professor Dottie gjenoppdaget noe som kalles fiks-
punktiterasjonen. Hun oppdaget at rekursjonen sakte
men sikkert konvergerer mot den korrekte lgsningen
til likningen x = cosx. Dette er litt snodig, men vir-
ker av og til. Senere skal vi analysere nar det virker,
og nar det ikke virker.

Folger

Rekursjonen

Tyl = COSZT,

produserer fglgende tabell dersom vi setter z, = 3:

2, 0.2000000000000000
z,  0.980066577841242
x5 0.556967252809642
z,  0.848862165658271
z:  0.660837551116615
2y, 0.731977425258191
2y, 0.738948732099227
x4, 0.739082509617631
2. 0.739085133215145

Figuren under illustrerer omtrent hva som skjer.


https://www.maa.org/sites/default/files/Kaplan2007-131105.pdf
https://www.maa.org/sites/default/files/Kaplan2007-131105.pdf

Lnt1
En folge er kort og godt en haug med tall, lagt pa
rekke etter hverandre:

Ty T Ty,

Siden leddene i fglgen er indeksert med de naturlige
tallene kan vi like gjerne bruke funksjonsbegrepet, og
definere:

En folge

En reell fglge er en funksjon
z:N—R,

og en kompleks fglge er en funksjon
z: N — C.

Verdiene z,, eller z,, = a,, + ib,, kalles leddene
i fplgen. Du kan tenke pa en fglge som en en
uendelig lang tabell:

n 1 2 3
T

n

Vi skal hoppe litt mellom reelle og komplekse fglger,
men jeg skal veere ngye pa & bruke z,, for reelle fgl-
ger og z, = a, + b, for komplekse fglger. Hvis jeg
fremsetter en pastand som er sann for begge typer,
skriver jeg z,,.

Eksempel 3.1. Den enkleste folgen er kanskje de
naturlige tallene:

N=1{1,2,3,..}
Her er funksjonen x : N — N gitt ved

A

=n.

Eksempel 3.2. En folge vi skal bli godt kjent med,
er fglgen gitt ved

A

T, = —.
)

Eksempel 3.3. En annen fglge vi skal bli godt kjent
med, er fglgen gitt ved
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Eksempel 3.4. En klassiker i kompleks funksjons-
teori er

z, = cosn + isinn. A
Dersom leddene i fglgen er definert som en funksjon
av foregaende ledd, slik som i Dotties eksperiment

T,y = COST,
kalles en rekursjon.
Eksempel 3.5. Fibonaccitallene
{1,1,2,3,5,8,13...}
er gitt ved rekursjonen
T, =%, 1+t T, o,

A

og startverdiene x; = x5 = 1.

Noen ganger har vi ikke en formel i det hele tatt.
Eksempel 3.6. Fglgen av primtall
{2,3,5,7,11,13,17, ...}

har ingen kjent formel. Det er ikke s& vanskelig a se
at det finnes uendelig mange primtall. La oss anta at
det kun finnes et endelig antall primtall, og kall dem
Ty, Tg, -+, T,. Tallet

T=x1 Tgx, +1

er helt klart ikke delelig med noen av primtallene i
den endelige listen. Hvis du na tror pa at alle tall er
delelig med et eller annet primtall (i tallteoribgker
beviser man slikt, men mange mennesker tar det for
gitt) ma x veere delelig med et nytt primtall som ikke
star i listen. Folgelig kan en endelig liste aldri inne-
holde alle primtall, og det ma derfor vaere uendelig
mange av dem.

Det finnes de som leter etter en formel for primtalle-
ne:
https://en.wikipedia.org/wiki/Formula_for_
primes VAN

Siden det er uendelig mange primtall, og de blir stgrre
og storre utover i fglgen, ma de vokse over alle grenser
nar n — oco. Leddene i folgen x,, = 1/n gar derimot
mot null. Vi skal na definere hva vi mener med at en
folge “gar mot” noe. Husk at |z| = a® +b? og at dette
blir vanlig absoluttverdi nar z er reell.

Konvergent fglge

En fglge z sies & konvergere mot L dersom det
for en hver € > 0 finnes en N slik at

n>N = |z, — L| <e,
og vi skriver i sa fall

Jm =L
En fglge som konvergerer, sies a vaere konver-
gent. En fglge som ikke er konvergent, kalles
divergent.



https://en.wikipedia.org/wiki/Formula_for_primes
https://en.wikipedia.org/wiki/Formula_for_primes

Det er underforstatt i definisjonen at vi fgrst og
fremst er interessert i sma e. Uansett hvor liten € man
velger, er det bare & ga langt nok ut i fglgen, og sa
vil alle etterfglgende ledd ligge og vake i en avstand
fra L som aldri blir stgrre enn €. Her er en figur for
reelle fplger:

’Z: L+ ¢
| L

ummml_// Mo n

Eksempel 3.7. Folgen
x, =1/n

gar mot null. Hvordan ser man det? Hvis du velger
e = 0.1, kan jeg velge N > 11, slik at z,, < 0.1.
Hvis du velger € = 0.05, velger jeg N > 21, slik at
z,, < 0.05. Poenget er na at uansett hvor liten € som
velges, kan vi alltid finne N slik at x,, < e nar n > N,
og derfor kan vi si at

lim l =0. AN

n—oco n

En folge kan ikke konvergere mot to forskjellige
grenseverdier. Anta vi har to grenseverdier L, # L.
Velg € < |L; — Ly|, og Ny slik at

|z, — Ly| < €/2
dersom n > N;. Men vi kan ogsa velge N, slik at
|Zn - L2| < 6/27

og tar vi den stgrste av N; og N, er begge ulikhetene
oppfylt. Men na er

|Ly — Ly| = |Ly — 2, — Ly + 2, <
€/2+¢/2=c¢

Dette er en selvmotsigelse, for her star det at uansett
hvor liten € er, ma avstanden mellom L, og L, vaere
mindre. Siden € er vilkarlig, kan det ikke stemme at
L, # L,, og vi ma ha L; = L,. En titt pa figuren
under kan vaere til hjelp.
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L, +e¢
L;—e

Ly, +€

~
S

La oss ofre en rgd boks pa dette resultatet:

Konvergent fglge

En grenseverdi, dersom den eksisterer, er en-
tydig.

Vi kan vise flere ting. For eksempel er

lim z, +w,, = L; + L,

n—oo

dersom

lim z., =L, o lim w, =L

Velg €. Vi ma vise at det gar an a velge N slik at
n > N impliserer

|z,, + w, — Ly — Ly| < €
Merk forst at

|Zn +w,, — Ll_L2| =
|Zn - L1+wn - L2‘ <
|Zn7L1| + |wn - L2|

Siden z konvergerer mot L;, og w mot L,, kan vi
velge N slik at n > N impliserer

|z, — Ly| < €/2

og
|w,, — Ly| < €/2.
Men i sa fall impliserer n < N at
|2,, — L1 + w,, — Ly| < €/2+€/2 =k,

som var det vi skulle vise. Det gar an a noen flere
slike regler, men det er litt mer regning. Prgv selv
om du er interessert, og sla opp i Rudin eller kom og
spor om du star fast.



Regneregler

Anta vi har to fglger z og w, med

lim z, = L,

lim w, = L
n—o0o w 2

n—oo

og

og la c veere et tall. Da gjelder at

lim z, +w, = L; + L,
n—00
lim cz,, =cL;
n—oo
nh_}rgo zZpw, = L1,y
ILm Zn/wy = Ly /Ly (Ly #0)

Begrenset folge

En folge z sies & veere begrenset dersom det
finnes en konstant C slik at

|2, < C

for alle n.

\.

For reelle fglger kan vi selvsagt lgse opp absolutt-
verditegnet snakke om fglger som er begrenset enten
ovenfra eller nedenfra.

Eksempel 3.8. En annen kjent rekursjon er

z; =0

Zn = fc(znfl)
der

folz)=22+c

og c er et komplekst tall. For noen verdier av ¢ vil
folgen veere begrenset, og for andre ikke. Mengden
av alle ¢ slik at fglgen er begrenset, kalles Mandel-
brotmengden, og er en fraktal mengde. Dette var
voldsomt hipt og skulle visst revolusjonere verden
pa 1980-tallet:
https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_
set

A

Cauchyglger

Her kommer litt teori.

Monoton fglge

En reell fglge sies & veere monotont stigende
dersom
anrl Z Ly

og monotont synkende dersom
Ln+1 < L

for alle n.

.

Na& skal vi bevise et lite teorem, for det er sa fin il-
lustrasjon av minste-gvre-skranke-egenskapen. Anta
at en reell folge er monotont stigende, og at verdi-
mengden til x er begrenset ovenfra. Verdimengden
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har en minste gvre skranke L. Velg € > 0. For en el-
ler annen N er =, > L —¢, for ellers er ikke L minste
gvre skranke til verdimengden til x. Dersom n > N,
er ogsa

T, >L—¢€

siden = er monotont stigende. Siden x,, > L — € for
alle n > N, konvergerer fglgen til L.

Monoton + begrenset

En monoton og begrenset reell folge er kon-
vergent.

En kompleks fglge kan ikke veere monoton, for de
komplekse tallene er ikke en ordnet kropp. Vi kan
forsavidt definere monotonisitet med hensyn pa kom-
pleks absoluttverdi, men en monoton og begrenset
kompleks fglge vil ikke ngdvendigvis veere konver-
gent.

Her kommer det noe litt mer teoretiske greier som er
litt praktisk a ha tatt unna.

Cauchyfglge

Vi sier at en fglge er en cauchyfslge dersom
det for enhver € > 0 finnes N slik at m,n > N
impliserer

|2, — 2| < €.

Vi skal na se at

Cauchys konvergenskriterium

En fglge er konvergent hvis og bare hvis den
er en cauchyfglge.

Den ene veien er lett. Dersom z er konvergent med
grenseverdi L, og € er gitt, kan vi velge N med n,m >
N slik at

lz,, — L| <e€/2

og
|2, —L| < €/2

Fglgelig er

Den andre veien er litt mer jobb. La I vaere en del-
mengde av N, ordnet i stigende rekkefglge. Dersom z
er en folge, sier vi at mengden av alle 2z, for n € I er
en delfglge av z. Du kan tenke pa dette som restrik-
sjonen av z til I.

Alle reelle fglger har en monoton delfglge, av folgende
grunn. La oss betrakte alle 2;, med den egenskap at

T, > X,

for alle n > k. Enten finnes det undelig mange slike,
eller sa finnes det endelig mange. I det forste tilfellet
danner de apenbart en monotont synkende delfglge,
og i det siste tilfellet gar det an & lage en monotont
stigende delfglge etter sistemann, for ellers ma det
vaere flere av dem.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_set
https://en.wikipedia.org/wiki/Mandelbrot_set

Dette betyr igjen at den begrenset fplge méa ha en
konvergent delfglge. En cauchyfglge ma veere begren-
set, og la oss si at den har en delfglge som konvergerer
til p. Dersom vi velger € > 0, er det bare & ga sa langt
ut fglgen at bade avstanden mellom p og leddene i den
konvergente delfslgen og avstanden mellom leddene
i hele fglgen er mindre enn €/2, og vips er alle ledd
etter det naermere p enn e, slik at en reell fglge er
konvergent hvis og bare hvis den er en cauchyfglge.

Siden leddene i en kompleks rekke er pa formen
z, = T, + 1Y,

er bade

og

Dersom z er en cauchyfglge er altsd bade x og y det,
og dersom de konvergerer til henholdsvis L; og L,
ma z konvergere til L, + iL,. Derfor:

Cauchys konvergenskriterium

En folge er konvergent hvis og bare hvis den
er en cauchyfglge.

Man kan bruke ekvivalensklasser av rasjonale cauchy-
folger istedet for dedekindske snitt til & konstruere de
reelle tallene. En rasjonal cauchyfglge er en cauchy-
folge x : N — Q. Vi sier at to rasjonale cauchyfglger
x og y er ekvivalente dersom for en hver € > 0 finnes
N slik at
n>N = |z(n)—yn)| <e

Man identifiserer for eksempel V2 med ekvivalens-
klassen av alle rasjonale cauchufglger som konverge-
rer mot /2, og s& tar man det derfra. Man sjek-
ker forst alle aksiomene for kropp, og sa beviser
man minste-gvre-skranke-egenskapen ved intervall-
halveringsmetoden.

Eksempel 3.9. Den rekursive fglgen gitt ved z; =1
og
2 4+ 2
Tn+1 = ;Tn

er rasjonal, altsa at x,, € Q for alle n. Den konvergerer
mot v/2. Vi skal se mer til denne i neste kapittel. A

Rekker

Ingen lzerebok i matematikk begynner et kapittel om
rekker uten Xenos paradoks, som er rundt 2500 ar
gammelt. Anta at en langdistanselgper skal tilbake
legge en distanse. Han tilbakelegger forste halvdel pa
tiden T. Den neste fjerdedelen tibakelegger han pa
tiden T'/2. Den neste attendedelen tilbakelegger han
pa tiden T'/4. Og slik fortsetter det.

Xeno trodde han hadde funnet et paradoks her, for
han trodde at
T T T

T4+ 4+ 4 4=
ot tg =
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siden venstresiden er en sum av uendelig mange tall.
Dette er ikke riktig. Det er apenbart at lgperen til-
bakelegger distansen pa tiden 27, og dersom man skal
tillegge en den uendelige summen over noen verdi, er
det naturlig & sette

T T T

T+z+7+>4-=2T.
tottg T

En rekke er summen av leddene i en folge:

o0
E Zp-

n=1
Uttrykket
N
SN Z Zn
n=1

kalles den N-te partialsummen. Vi sier at
en rekke konvergerer dersom partialsummene
danner en konvergent fglge.

Dersom vi trenger & trykke inn en liten sum midt i
en setning og indekseringen er innlysende, skriver vi
bare > x. En reell fglge er konvergent hvis og bare
hvis den er en cauchyfglge. Brukt pa partialsummer,
blir dette

Cauchys konvergenskriterium for rekker

En rekke er konvergent hvis og bare hvis det
for hver € > 0 finnes N slik at m,n > N im-

pliserer
n
3 4=
k=m

Eksempel 3.10. Dersom Xeno hadde lest fglgende
eksempel, hadde han skjgnt at han var pa villspor.
Pa skolen har du leert at den geometriske rekken

1 > n
l—ngy'

er konvergent s lenge |z| < 1. Det er ikke sd vans-
kelig & se at dette er riktig, men vi kan gé et knepp
lenger & gjore alt for komplekse z:

1 > n
1_Z:;z.

Partialsummene er

n
SN=ZZ":1+2+22+~~+ZN,
n=0

og hvis vi tar

N
1—2)Sy=01—-2)> 2"
n=0
=14z+22++2N
—(Z+22+2’3+"~+ZN+1>=1—ZN+1

far vi N
1— ZN+1

1—=2



Dersom |z| < 1 og vi lar N — oo, far vi
o0

—=>

—Z n=0

og dersom |z| > 1 far vi

o0
o0 = g 2",
n=0

Dersom |z| = 1 far vi en eller annen form for diver-
gens. Dersom z = 1 vokser partialsummene over alle
grenser, mens for andre verdier vil de reise rundt pa
enhetssirkelen pa ymse vis. A

Eksempel 3.11. Rekken
1111
Zenn+1) 2 6 12

er veldig lett & analysere. Merk at

1 1 1
nn+1) n n+1’
slik at
I e
n=1 n:ln n+
=1-— 1+1 1+1+ =1
N 2 2 3 3 -

Dette kan minne litt om en teleskopfiskestang, og kal-
les derfor en teleskoperende rekke. A

N4 skal vi se pa litt forskjellige tips og triks for a av-
gjore om rekker konvergerer eller ikke. La Y z vaere
en konvergent rekke. Dersom vi husker hva partial-
summer er, kan vi utfgre folgende beregning:

lim z, = lim (S, — S
nooo n%oo( n nil)
=lim S — lim S =0
nooo n—o0o n—1
som gir at
Viktig!
Dersom
oo
> %n
n=1
er konvergent, ma
lim z = 0.
n—o0 n

Den motsatte implikasjonen er ikke sann, for rekken
>
n=1 n

er divergent.

Eksempel 3.12. La oss ta en titt pa rekken

SLogplylill ity
n 2 3 4 5 6 7 8

n=1
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Vi kan lett vise at denne rekken divergerer ved &
bruke et lite triks. Siden

11
o>

1 1
3 4 4

1_
Ti172
og

LS W NS S U S S
5 6 7 8 8 8 8 8 2

og sa videre, ma vi ha

! kt1
1 1 1 1
Z>1 T e e E

nE:1”_ +HE:12 +2+2+2+

— k k
der I =2+3" 2
mene til Z% danner en ubegrenset folge, ma ogsa
partialsummene til % gjore det, og folgelig er rek-
ken divergent. VAN

og k > 0. Siden partialsum-

Hvis det kilte litt i magen nar du leste eksemplet
over, kan du ta en titt her: https://en.wikipedia.
org/wiki/Riemann_zeta_function.

Eksempel 3.13. Vi kan bruke det samme trikset til
& vise at rekken

ii—l—i- + = +7+i+i+i+i+
n:ln 4 9 16 25 36 49 o064

er konvergent. Siden
11 1 1 1

1T9<1t173
og
1+1—r1+1 1+1+14%171
16 25 36 49 ~16 16 ' 16 ' 16 4

og sa videre, méa vi ha
L1

> <!
n=1 n?

k¥ og k > 0. Siden partialsummene

DI
n=1 2n
derl =1+ Z
til Z danner en begrenbet fglge, ma ogsa partial-
summene til Z gjgre det, og fglgelig er rekken
konvergent. Det gar faktisk an & regne ut at

-
= n? 6

A

men det ma vi vente litt med.

I de to foregaende eksemplene sammenliknet vi par-
tialsummer. La oss skrive opp et teorem bare for or-
dens skyld.

Sammenlikningstesten

La z og y veere positive reelle fglger, med z,, <
y,, for alle n.

o Dersom Y z divergerer, divergerer Y y.

o Dersom >y konvergerer, konvergerer

o

Hvis du er av den typen som liker & bevise ting, er
denne ikke sa vanskelig. Bare husk definisjonen pa
hva det vil si at en rekke er konvergent, sammenlikne
partialsummene til x og y, og husk at en monoton og
begrenset folge er konvergent.


https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Riemann_zeta_function

Eksempel 3.14. Vi kan bruke sammenlikningstes-
ten til & bygge videre pa eksemplene over. Rekken
> 1

P
n=1 n

konvergerer dersom p > 1 og divergerer dersom p <
1. Dette kalles en p-rekke. Vi har allerede sjekket at
denne er konvergent for p = 2 og divergent for p = 1,
sa sammenlikningstesten gir konvergens for p > 2 og
divergens for p < 1. For eksempel er

=1
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n=1

y L

n=1 \/ﬁ
divergent. Hva som skjer nar 1 < s < 2 er litt mer
subtilt, s& vi ma utsette det litt. A

konvergent, og

Her er et spesialtilfelle av sammenlikningstesten:

Grensesammenlikningstesten

La x og y veere reelle fglger, og la

e Dersom p > 0 og > y er divergent, er

ogsd Y x divergent.

e Dersom p < oo og >y er konvergent, er
ogsd Y x konvergent.

Eksempel 3.15. Grensesammenligningstesten gir at

E sin —
n=0 n
er divergent, siden

sin =

A

P i

Geometrisk rekke er ogsa grei & sammenlikne med.
Den er faktisk sa grei & sammenlikne med at man kan
gjgre det en gang for alle og skrive opp et teorem:

Forholdstesten

La z veere en folge, og la

Zn+1
Z’I’L

p = lim
n—oo

o Dersom p > 1 er > z divergent.
o Dersom p < 1 er > z konvergent.

e Dersom p = 1 kan alt skje.

Eksempel 3.16. Forholdstesten gir at

> 1
> i

n=0
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er konvergent, siden

wn+1)! 1
W— lim — =0.

n—oo N,

p = lim
n—oo

Her er en rekketest som er veldig enkel i bruk.

Alternerende rekketest

Dersom z,, er en monotont synkende og po-
sitiv reell fplge som konvergerer mot null, er

rekken -

(_l)nxn
n=1

konvergent, og

|5,] =

< Opiq

N
n=1

Beviset for denne er litt teknisk a skrive opp, men en
figur av partialsummene forklarer omtrent hvordan
det henger sammen:

\
4

Figuren forteller omtrent hvordan beviset gar. La
m < n og m vaere odde. Da er

n

k=m+1
=Ti1 — (T2 = Tpgz) = < Ty
og siden
lim z, =0
n—oo

danner partialsummene en cauchyfglge. Lar du n —
oo far du feilestimatet.

Eksempel 3.17. Rekken

2, (—1)nH 1 1 1
:1i7 _ — — ...:12
> n R "

n=1

er konvergent. Vi skal senere se hvorfor det blir In 2.

A

Absolutt konvergens

Visier at rekken Y z konvergerer absolutt der-

som
o)
>l
n=1

konvergerer. En konvergent rekke som ikke
konvergerer absolutt, sies a konvergere betin-
get.




Eksempel 3.18. Rekken

> (1)t 1 1 1
— 14— ..
Z n 2+3 4+

n=1

er betinget konvergent, siden

>

n=1

(_1)n+1

n

—1+1+1+1+
T2 374

er divergent.

Av ulikheten

n

< Z |2,
i

=m

n
P

k=m

og Cauchys konvergenskriterium, kan vi slutte at

Absolutt konvergens og konvergens

Dersom
o0
>zl
n=1

konvergerer, konvergerer ogsa

o0
E Zrpe

n=1

.

Eksempel 3.19. Vi trenger altsa ikke lure pa om

)L A S S S
n2 4 9 16

n=1

A

er konvergent.

Merk at sammenlikningstesten kan brukes til & sjek-
ke absolutt konvergens bade for reelle og komplekse
rekker.

Eksempel 3.20. Forholdstesten gir at

o0 n

>

n=0

er absolutt konvergent for alle z, siden

p = lim —\z”+1/(n—|—1)!| = |z
n—oo |z”/n'|

Dersom du stokker om pa rekkefglgen pa leddene i
en rekke, far du en annen rekke, la oss kalle det en
omstokket rekke. Dersom en rekke er betinget kon-
vergent, kan man ved omstokking fa rekken til & kon-
vergere til hva som helst. Dersom rekken er absolutt
konvergent, konvergerer omstokkinger alltid til det
samme. La S, og T, veere partialsummene til en ab-
solutt konvergent rekke z og dens omstokking, og se
pa

Velg €, og velg N sa stor at n > m > N impliserer

n
Z |2, <e.
k=m
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Men i differansen S,, — T, er det en haug med kan-
selleringer, s& vi kan velge bade p, m og n store nok
til at

n
5, —T,| < Z |z <e.
k=m

slik at S,, og T,, konvergerer mot samme tall.

Dersom Y z konvergerer absolutt, konverge-
rer alle reorganiseringer til samme verdi.




Kapittel 4

Funksjoner fra R til R

I dette kapitlet skal vi ta for oss funksjoner pa R. Det-
te er pa noen mater mer komplisert enn funksjoner
pa N.

Alternative kilder:

e Adams kap. P og 1-4

e Lindstrgms I kap. 77

En sykt viktig funksjon

Mange vil hevde at eksponensialfunksjonen

o0 n

exp (z) = Z %

n=0

er den viktigste funksjonen av alle. Forholdstesten
viser at rekken er absolutt konvergent for alle x:

2"/ (n+ 1!

=1 =
|| /n! oo 1+ 1

]

p = lim ,

og det gar an & vise at

exp (z + y) = exp (z) exp (y).

Tallet e er definert ved

> 1
exp(l) =Y — = 2.71182818284590452 ..,
n=0 """

og det gar an & vise at
x

exp (x) = e”.

Dette er relativt enkelt & vise for rasjonale x, man
ser fra produktregelen at

exp (2) = exp (1) exp (1) = e?

og at
exp (1) = exp (1/2) exp (1/2) = Veye
og sa videre.

Eksempel 4.1. Det er vel pa tide a introdusere si-
nusfunksjonen

exp (ixz) — exp (—ix)

2 - Z(fnn (2n +1)!

sinx =
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og cosinusfunksjonen
2n

(2n)!”

COST =

exp (1z) + exp (—iz) & "
5 = nzzo(—l)

Pa skolen leerte du at disse var katetene i en rettvink-
let trekant:

sinx

COST

Det gar an a vise at alt dette er det samme, men det
er litt jobb. A

Kontinuerlige funksjoner
Anta at man har en funksjon f. Grenseverdien

lim f(x)
.'L'_)(L'O
forteller oss noe om hva som skjer med f nar den
avhengige variabelen x gar mot verdien z,. For de
fleste funksjoner man stgter pa i dagliglivet, er
lim f(z) = f(zo),
T—T)

men dette er ikke alltid riktig.

Definisjon. En funksjon sies & ha grensever-
dien L i z, dersom det for hver € > 0 finnes
en 0 > 0 slik at implikasjonen

O<|z—zy|<d = |f(x)—Ll<e
holder. Vi skriver i sa fall
mhﬁrgo f(z) = L.

Teorem 4.2. En grenseverdi, dersom den ek-
sisterer, er entydig.




Beuis. Dette er sa og si identisk med beviset for til-
svarende teorem for fplger. Prgv selv! O

Eksempel 4.3. For den konstante funksjonen
flz)=1
gjelder at
lim f(z)=1

T—Tq

overalt. Dette er lett & se. Velg €. Vi har at
[f(z) =1 =1 =1[ =0,
s& her kan 0 velges til hva som helst. A

Eksempel 4.4. Det fgrste ordens polynomet
flx)=ax+0b
har grenseverdien

lim f(x) = f(zy) = axy +b.

I‘)IO

Dette er ogsa lett a se. Velg e. Vi har at

[f(@) = f(zo)] = la(z —z0)].

Dersom vi velger § = €/|a|, og krever 0 < |z—x4| < 6,
far vi

€

(@) = f(o)| = [a(x — )| < Wm =€

Spesialtilfellet « = 1 og b = 0 forteller at

Jim v =0
som vi skal f& bruk for lenger ned. A

Eksempel 4.5. Vi prover & finne

lim exp ().

0

Hva kan L veaere? Vi ser forst av definisjonen at
exp (0) =1,

Dette forteller ikke ngdvendigvis at

ml;rgo exp (z) =1,

men vi kan ha det som arbeidshypotese, og undersgke
saken neermere. La |z| < 1. Det fplger at

) " 00 T
(o)1= [ 2] < S|
n! n!
n=1 n=1
=3By
=1 n! n=1 n!

€

-5 vil

Velg €. Dersom |z| <
[exp (z) =1 < [af(e —1)

< (e—1)=c¢,

e—1

som er det vi matte vise. AN

Merk at i de tre foregaende eksemplene er funksjons-
verdier og grenseverdier identiske. Dette er et viktig
poeng vi skal komme tilbake til om litt.

Eksempel 4.6. Vi kan pa liknende vis som i forrige
eksempel, se at

exp(z) —1 _1

lim
z—0 x

La |z| < 1. Det fglger at

exp (z) — 1 = " = "
A N | <
z ’ ;(nJrl)! *; (n+1)!
= far | el
= = |z
I ey DB ey
= 1
<l|z = |z|(e —2
<1l Y fogy = oo 2)
Velg €. Dersom |z| < 55 vil
W)_l—l‘<|m|(e—2)
x
< (e—2)=c¢,

T e—2

som er det vi méatte vise. Denne grenseverdien far vi
bruk for nar vi skal derivere eksponensialfunksjonen
litt lenger ned. VAN

Eksempel 4.7. Heavisidefunksjonen er gitt ved

fi
u(t):{o ort <0

1 for¢t>0.

Man kan tenke pa denne som en funksjon som slar
noe pa ved t = 0O:

>t
Vi kan sla pa ved tiden ¢t = a istedet:
0 fort
u(t - a) _ ort<a
1 fort>a,
u(t — a)
> 1

Vi kan ogsa sla pa ved t = a og av igjen ved t = b:

0 fort<a
1 fora<t<d
0 fort>b.

u(t—a) —u(t—0>) =



u(t —a) —u(t —b)

>t
a b
Grenseverdien
lim u(z)
x—0

eksisterer ikke. Hva skulle den i sa fall veert? Fra
venstre ser det ut til at u gar mot null, mens fra
hgyre ser det ut til at v gar mot en. AN

Eksempel 4.8. Grenseverdien

|
lim sin —
x—0 x

cksisterer ikke. Siden sin% =1 nar

_ 1
2mn + 5

og sin+ = —1 nar
xr
1
2mn + 37”

for alle n € Z, Ser vi at dersom du star i © = a og
lar x — 0 vil sm ha uendelig mange oscﬂlaspner
mellom a og 0, uansett hvor liten a er. Sa konklusjo-
nen er at dersom du har en kandidat for grenseverdi
L, og velger € > 0 og 6 > 0 som du tror gjgr jobben,
vil [sind — L| > 1 — |L| for en eller annen |z| < §,
og L er altsa ikke en grenseverdi. Dette eksemplet er
litt komplisert, men vi skal bruke det til & illustre-
re et viktig poeng litt senere. Ta en titt pa figuren
under. A

Teorem 4.9. Anta vi har to funksjoner f og
g, med
S fl@)=Ly og xlggog(x) =L,
og la c veere et tall. Da gjelder at
lim f(z) +g(z) = Ly + Ly
T—Tq
M, o) =
i ilelela) =
Jim f(@)/g(@) = Li/Ly (L, #0)
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Bewis. Velg e. Vi ma vise at det gar an a velge ¢ slik
at 0 < |r — z4| < ¢ impliserer

|f(@) +g(z) — Ly — Ly| <e
Merk forst at
|f(z) + g(x) — Ly—Ly| =
|f(z) — Li+g(z) — Ly| <

[f(@)=Lq| + lg(z) — Ly

Siden f og g har respektive grenseverdier L, og L, i
xy, kan vi velge ¢ slik at 0 < |z — zy| < ¢ impliserer

[f(2) = L] < ¢/2
og
lg(x) = Ly| <€/2.
Men i & fall impliserer 0 < |z — 24| < § at
[f(2) +9(x)=Ly — Ly| <€/2+¢/2=¢,

som var det vi skulle vise. De andre reglene bevises
pa liknende mate, men det er litt mer regning. O

Eksempel 4.10. N3& kan vi vise at dersom

p(x) = a,z" +a, (2"t 4+ +ax + ay,

er
lim p(z) = p(z).
T—x)
For det forste vet vi at
lim1=1
117*%/1?0
og at
lim z = z,.
TT

Teoremet om regneregler for grenseverdier sier at

lim f(a)g(x) =

T—Tq

L1L27

og dersom vi velger f(z) = g(x) = z, ser vi at

2 _ .2

lim z° = z§.

T—Tq

Det samme teoremet sier at

lim cf(z) = cLy,

T—Tq

sa derfor er

2 2

lim cz* = cag.

=T

Til slutt kan vi bruke

lim f(z) + g(z)

CE*}CEO

:L1+L27

og slutte at for eksempel

lim 222 + z = 223 + z,,.
fL‘*}CL‘O

Hvis vi fortsetter i samme stilen, ser vi at

lim p(z) = lim a,2" +a, ;2" ' 4+ + a7 + q,
13—>m0 I—>I0

=, TG + @25+ a2+ ag

= p(zo)-

A



Eksempel 4.11. Vi kan na vise at

lim expx = exp z,.
l‘*}il)o
Siden

lim z = z,,
T—T(

lim z — x4 = 0.
T—T)

Vi beregner sa

lim expx = lim exp(zy, + 2 — ()
T—T| T—T|

= lim expzexp(z — z)
T—T|

= exp T, xlgg exp(x — xq)
0

A

= exp zy exp(0) = exp z.

Det neste teoremet kalles gjerne skviseteoremet, for
det handler om en funksjon som blir skvist mellom
to andre funksjoner.

Teorem 4.12. Anta at f(z) < g(z) < h(x)
pd et intervall som inneholder x, og at

lim f(z) = lim h(x) =1L

ZE*)ZO Z*)ZO
Da er
lim g(x) = L.
T—Tg
Bewvis. Denne tar vii IF. O

Eksempel 4.13. Man kan bevise at

sinx

lim =1

z—0 X
geometrisk ved a bruke skviseteoremet pa ulikheten
sin x 1

<

cosr < — < .
T Ccos T

Denne kan utledes ved & betrakte figuren under og

se at
A <A 4+ Ay <AL+ Ay + A,

Husk at arealet av et kakestykke med radius en og
vinkelutslag 0 er 6/2. A

sin 0
cos 6

Eksempel 4.14. Grenseverdien

. 1
lim x sin —
x—0 X
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eksisterer. Siden | sin %\ <1nérx=+£0,er
o1
—|z| < zsin— < |z|,
T
og siden

lim |z| = lim —|z| = 0,
z—0 x—0

A

1
lim xsin — = 0.
x—0 x

Til slutt kan nevnes at i noen situasjoner er vi ngdt
til & operere med ensidige grenser.

Definisjon. En funksjon sies & ha den
venstresidige grenseverdien L i z, dersom det
for hver € > 0 finnes en 0 > 0 slik at implika-

sjonen
O<z—27<d = |f(x)—L|<e

holder. Vi skriver i sa fall

lim f(z) =L

xlrg
eller

lim f(x) = L.

Tz

Hgyresidige grenser defineres tilsvarende.

En funksjon er kontinuerlig i et punkt dersom du kan
tegne grafen gjennom punktet uten & lgfte blyanten
fra rutepapiret. For & gjore dette presist, bruker vi
grenseverdibegrepet.

7~

Definisjon. En funksjon sies a vaere kontinu-
erlig i x, dersom:

o f(zy) er definert

o lim, . f(z) eksisterer

° f(‘r()) = hmx—)xo f(ZE)

Som regel er det slik at man ikke spgr om f er kon-
tinuerlig i et punkt der f ikke er definert, for disse
punktene ekskluderes per definisjon fra definisjons-
mengden. Vi sier at en funksjon er kontinuerlig pa
et intervall dersom funksjonen er kontinuerlig for alle
punkter i intervallet. Dersom intervallet er lukket,
bruker man ensidige grenser i endepunktene.

Eksempel 4.15. Polynomer er kontinuerlige over-
alt. Vi har vist at for et polynom p, er

lim
=T

p(x) = p(zg)
YAN

for alle x.

Eksempel 4.16. En rasjonal funksjon er en funksjon
pa formen



der p og q er polynomer. Det samme resonnementet
som for polynomer kan kjores pa disse funksjonene.
Man bruker at

f(@) _ L

220 g@) Ly’

og slutter at siden p og ¢ er polynomer, er

p(z)  plzg)

im = ,
v q(x)  q(xo)

s lenge q(x,) # 0. Derfor er rasjonale funksjoner
kontinuerlige overalt der ¢(z) # 0. A

Eksempel 4.17. Heavisidefunksjonen er ikke konti-
nuerlig i x = 0. A

Eksempel 4.18. Eksponensialfunksjonen er konti-
nuerlig overalt. Vi har jo vist at

lim expxz = expx
T—=Tq

for alle z. A

Eksempel 4.19. Funksjonen

~fsinl z#£0
e

er ikke kontinuerlig for noen L. A

Eksempel 4.20. Funksjonen

_ xsin% x#0
f(x)_{o z=0

er kontinuerlig overalt. A

Eksempel 4.21. Funksjonen gitt ved f(z) = 1/z
kan virke noe paradoksal, siden den er kontinuerlig
overalt der den er definert, men allikevel ikke kan
tegnes uten a lgfte blyanten fra arket i x = 0. For-
klaringen er at f er ikke definert i x = 0, og dette
deler definisjonsmengden i to adskilte deler. En kon-
tinuerlig funksjon kan tegnes uten a lgfte pennen fra
papiret sa lenge du ser pa et sammenhengende inter-
vall, men nar definisjonsmengden er delt i to, bryter
dette sammen. (Man kan spgrre seg om det er na-
turlig i det hele tatt & stille spgrsmalet hvorvidt en
funksjon er kontinuerlig pa en ikke sammenhengende
definisjonsmengde.) Dette er lett & bli forvirret av i
starten, og det finnes en strengere type kontinuitet
som kalles uniform kontinuitet. En funksjon f er uni-
formt kontinuerlig dersom det for hver ¢ > 0 finnes
en 0 > 0 slik at
O<lz—yl<d = [fl@)=fly)l<e

for alle x og y. Funksjonen f(z) = 1/x er ikke uni-
formt kontinuerlig. A

De to neste teoremene kalles henholdsvis skjaerings-
setningen og ekstremalverdisetningen. Bevisene er
litt for vanskelige for dette kurset, men figurene kan
hinte om hvorfor teoremene er sanne. Merk ogsa at
teoremene ikke er sanne dersom definisjonsmengden
er Q istedet for R.

Teorem 4.22. Anta at [ er en kontinuerlig
funksjon pd [a,b], og at f(a) < f(b). Dersom
fla) < ¢ < f(b), finnes en x € [a,b] slik at
flz)=c.

~

Teorem 4.23. Anta at [ er en kontinuerlig
funksjon pd [a,b]. Det finnes punkter y og z
stik at f(y) < f(x) < f(z) for alle x € [a,b].

~

Deriverbare funksjoner

Det er et interessant faktum at Newton fant ut av
differensialregning flere hundre ar for noen skjonte
hva de reelle tallene egentlig var. Stigningstallet til
en rett linje er opp delt pa bort.

opp

bort

~

La f veere en funksjon. En sekant er en rett linje som
skjeerer grafen til f lokalt i to punkter:



sekant

4 T+ h

En tangent er en rett linje som tangerer grafen til f
i et punkt:

tangent

~

Man kan tenke pa dette som en sekant der de to skjee-
ringspunktene er sammenfallende. Stigningstallet til
tangenten i z; er det vi mener nér vi snakker om
stigningstallet til fi zy. Na skal vi definere ngyaktig
hva vi mener med dette.

Definisjon. Vi definerer den deriverte til f i
punktet x som

dersom grenseverdien eksisterer. Vi sier i sa
fall at f er deriverbar i x.

\.

Vi skriver ogsa

F/(@) = - fo).

Noen ganger er denne notasjonen mer praktisk. Siden
grenseverdier er entydige, ser vi at den deriverte er
entydig bestemt dersom den eksisterer. Likningen for
tangenten til f i punktet z, er gitt ved

y— f(xo) = f'(wo)(x — 7).
Eksempel 4.24. La f(z) = x. Vi beregner

tth—z _ 1imﬁ -1
h—0

f/(z) = lim A

h—0 h

Eksempel 4.25. La f(z) = expx. Produktregelen
for eksponensialfunksjonen gir

. exp(z+h)—expzx
= lim
h—0 h
exph—1
h

f'(@)
A

exp x lim =expx.
P h—0 P
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Eksempel 4.26. Funksjonen

xsin L
xr
0

er kontinuerlig, men ikke deriverbar, i x = 0. Grense-
verdien

x#0
=0

f(@)

_ hsin%—O
a0 h

o1
= lim sin —
h—0

eksisterer ikke.

Teorem 4.27. Dersom en funksjon er deri-
verbar i et punkt, er den ogsa kontinuerlig i
punktet.

Bewvis. Dersom

skal eksistere, ma bade f(x) og

li h

lim (2 + h)
eksistere, og de ma veere like. Men dette er det samme
som at f kontinuerlig i x. O

Eksempel 4.28. Hverken heavisidefunksjonen eller
sin  er deriverbare i x = 0. Dette vet vi siden de

3 A

ikke er kontinuerlige i x = 0.

Eksempel 4.29. Funksjonen

sin

z?sint z#0
0 T =

er deriverbar i = 0, siden

f(z)

s 1o f(h) — f(0)
F10) = Jim ==
. hQSin%—
I —

1

= lim hsin — = 0.
h—0 h

Men her er en artig tvist: f/ er ikke en kontinuerlig

funksjon, for

1

1
f/(x) = 2z sin — — cos —
x x

AN

og lim,_,, f'(x) eksisterer ikke!

Eksemplet over viser at deriverbarhet ikke implise-
rer at den deriverte er en kontinuerlig funksjon. Den
motsatte implikasjonen er derimot sann; dersom f’ er
kontinuerlig i et punkt, ma jo f’ veere definert i dette
punktet, sa det er klart at f er deriverbar om [’ er
kontinuerlig. Denne lille skjebnens ironi inspirerer oss
til fglgende definisjon.



Definisjon. Dersom [’ er en kontinuerlig
funksjon, sier vi at f er kontinuerlig deriver-
bar. Dersom den n-te deriverte f™ er konti-
nuerlig, sier vi at f er n ganger kontinuerlig
deriverbar. Dersom f" er kontinuerlig for alle
n € N, sier vi at f er glatt.

Eksempel 4.30. Funksjonen

x#0
z=0

er kontinuerlig deriverbar i x = 0, siden

_ hgsinﬁ—O
a0 h

1
= lim h?sin — = 0.
h—0 h

1
f/(z) = 3z%sin — — x cos —
x x

som er kontinuerlig i = 0.

Her er noen regler for derivasjon.

Teorem 4.31. La f og g vere deriverbare
funksjoner. Fplgende regler gjelder. (Den tred-
je gjelder kun ndr g(x) #0.)

g(x))" =
)=

Bewvis. Vi vet at

og at

Addisjonsregelen er rett fram:

g()+g(»::kgf@+40+g@+;o_f@)_ﬂ@
— im flx+h)— f(x)
h—0 h
4 lim S8 EN = 9(@)
h—0 h
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For produktregelen ma vi sjonglere litt mer:

(Fag(e)) = lim LTI L0 = T 2)ole)
— i {E P9+ h) fl@+h)g(x)
h—0
+1im L@t Mg@) — <>m@
h—0 h
i g(xz+h) —g(x)
= lim f(z + DE -
+ 1im g /N =S
= f'(x)g(x) + f(x)g (x).
Brgkregelen dropper vi. 0

Eksempel 4.32. La f(z) = 22. Vi beregner

ffley=(z-z))=1-z+x-1=2a. A
Eksempel 4.33. La f(z) = 2™, der n € N. Vi viser
at

— " =gl

dx
ved induksjon. De to foregdende eksemplene viser at
regelen gjelder for n = 1 og n = 2. Induksjonssteget
er & vise at likningen

A ¢ n—1
L R=nT
impliserer
d
_— pntl 1™
e (n+ 1z
Vi bruker multiplikasjonsregelen pa den fgrste, og far
($"+1>/ _ (m . xn)/ —1.z" —i—x-(nm"‘l) — (n—i—l)x”

Bruker vi derivasjonsregelen for rasjonale funksjoner,
ser vi at regelen ogsa gjelder for n € Z. Det gar ogsa
an a vise at regelen gjelder dersom n € R, men dette
er mye vanskeligere. VAN

Teorem 4.34. Dersom f er deriverbar i
punktet g(x), og g er deriverbar i punktet x,
er

Bevis. Denne er litt teknisk, sa vi ngyer oss med en
skisse av hvordan beviset gar. Da kan man ihvertfall
skjonne hvorfor formelen ser ut som den gjgr. Vi ma
beregne

d _ o flgle+h)) — flg(z))
7 fle(@) = lim N :
Men dersom h # 0, er
f(@+hD—ﬂM@):
(@+hﬁ flg(x)) gz +h) — g(z)
g(z+h)—g(x) h ’
slik at
d flg(z +h)) — flg(x))
7 flg(@) = lim h



Eksempel 4.35. La f(z) = cosx. Vi bruker kjerne-
regelen, og far

, .\ dexp (ir) —iexp (—ix)
__exp (iz) — exp (—iz)
2¢

A

= —sinz.

P& skolen leerer man gjerne at maksimum og mini-
mum er det samme som at tangenten er vannrett.
Dette er en forenkling av virkeligheten, Det finnes
ogsa andre typer maksimums- og minimumspunkter.

Eksempel 4.36. La f : [0,1] — R veere gitt ved
f(z) = x. Denne funksjonen har maksimum i x =
1. Dette er helt apenbart det punktet der f tar sin
storste verdi. VAN

Eksempel 4.37. Funksjonen f : R — R gitt ved
f(z) = |z| har et lokalt minimum i 2 = 0, siden

0 < |z|

for alle z.

Definisjon. Dersom det finnes en ¢ slik at

lz—pl<d = flp)>f(2),

sier vi at p er et lokalt maksimum for f. Der-
som

lt—pl<d = f(p) < fla),

er p et lokalt minimum.

\.

Eksempel 4.38. Funksjonen f : R — R gitt ved
f(z) =1— (x —1)? har et lokalt maksimum i z = 1.
Dette er mulig & se ved & niglane litt pa funksjonsut-
trykket. Siden

(x—1)2>0

oppnar funksjonen sin maksimale verdi nar dette led-
det er null, altsa i z = 1. A

Definisjon. Et punkt p der f’(p) = 0, kal-
les gjerne kritisk punkt. Punkter der f’ ikke
eksisterer, kalles singuleere punkter.

Teorem 4.39. Dersom f er en funksjon pa
(a,b), har et lokalt maksimum i p, og f’(p) er
definert, er f’(p) = 0. Det samme gjelder om
p er et minimum.

Bevis. La p veere et lokalt maksimum. Beviset for
minimum er helt likt. Dersom h > 0 er liten, er

flp+h)—f(p) <0
h = Y,

og dersom vi lar h ga& mot null, ser vi at

<0.
x—0 h 70
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Men vi kan gjgre det samme resonnementet med en
liten A < 0. Da blir

flp+h)—f(p) >0
h = Yy

flp+h)—f(p)
h

og
1/ (p) = lim <0.
z—0
Med andre ord ma bade f'(p) < 0 og f'(p) > 0, sa
eneste mulighet er f’(p) = 0. O

Eksempel 4.40. Et andregradspolynom

f(x)=az?+bx+c

b

— 5., siden

har ekstremaltpunkt i x =
, b
" (-z)

Teorem 4.41. La I veere et intervall, og anta
at f: I — R har et ekstremalpunkt i xy € I.
Da er x, enten et endepunkt, eller et kritisk
punkt, eller et singulert punkt.

:2ao(fi>+b:7b+b:0. A
2a

Under er en figur av en funksjon med verdimengde
[a,b].

A

Lokalt

maksimum

AN

Lokalt
maksimum

Lokalt
minimum

Lokalt minimum

Sekantsetningen kan brukes til & bevise noen andre
interessante ting, og er motivert fra fglgende figur.
Dersom f er deriverbar og du slar en sekant, ma det
mellom punktene der du slo sekanten finnes en tan-
gent som er parallell med sekanten din.

tangent
sekant

Teorem 4.42. Dersom f er kontinuerlig pa
[a,b] og deriverbar pd (a,b), finnes ¢ € (a,b)

slik at
F(b) ~ fa)

7o =5

\
(4



Bevis. Vi beviser forst spesialtilfellet der f(a) =
f(b). T dette tilfellet kalles gjerne sekantsetningen
Rolles teorem, og teoremet sier né at f'(c) = 0 for en
eller annen ¢ € (a,b). Dette er lett & bevise. Siden
f er kontinuerlig pa [a,b], ma f ha et maksimum og
et minimum pé [a, b]. Hvis begge disse sitter i ende-
punktene, m& f vaere en konstant funksjon, og da
ma minst ett av disse finnes pa (a,b). La oss kalle
dette punktet c. Siden f er deriverbar pa (a,b) ma
f'(e)y=0.

Dersom f(a) # f(b), kan vi gjere som folger. La g
veere funksjonen gitt ved

Siden g(a) = g(b) = f(a), ma Rolles teorem gjelde,
og det mé finnes et punkt ¢ € (a,b) slik at ¢’(¢) = 0.
Men dette betyr at

som er det sekantsetningen sier. O

Merk at f ma veere deriverbar overalt pa (a,b), ellers
trenger ikke utsagnet i teoremet vaere sant.

tangent

sekant

Sekantsetningen har en generalisering som kalles
taylors teorem.

Teorem 4.43. La f vere en n + 1 ganger
kontinuerlig deriverbar funksjon pa et inter-
vall som inneholder a og x. Det finnes en s
mellom a og x slik at

(@) =
f@) + @) —a) 4+ L g gy
fn+1(3) _
* (n+1)!(x—a)

Vi avslutter med to teoremer.

7

Teorem 4.44. Anta at [ er deriverbar pa
(a,b). Dersom f" > 0 pa (a,b) er f stigen-
de pa (a,b). og dersom f' < 0 pd (a,b) er f
synkende pa (a,b).

40

tangent

~

Teorem 4.45. Anta at f er deriverbar pa
(a,b) og enten f' > 0 eller f* < 0 pa (a,b).
Da eksisterer f~1, og

Doy 1
&’ @ =y

f

vannrett linje

~

Dersom vi deriverer likningen

fF(f ) ==,

med kjerneregelen, far vi

P i) =1,
som gir at

1

d
& O @y

Analytiske funksjoner

Vi er vant med a skrive om funksjoner. For eksempel
kan funksjonsuttrykket

f(z) = cos® x —sin’z

like gjerne skrives
f(z) = cos2z.

I dette kapitlet skal vi ta et steg videre, og skrive
funksjoner som uendelige summer av tilsynelatende
ikkerelaterte funksjoner.

Du kjenner allerede fire taylorrekker.



Eksempel 4.46.

T o~ " x? x3
D D e T TR
Eksempel 4.47.
0 p2n+1 . B
sinz=)» (-1)'—v=2— "+ —— A
; (2n + 1)! 3! 5l
Eksempel 4.48.
S N 2n 72 74
sz =D (Vg =ty g A
Eksempel 4.49.
! :ix" =l4+az+22+- (z|<1) A
1—=x

n=0

Eksempel 4.50. Funksjonen
e mIET |z <1
0 lz| >0

for alle n er f glatt, men det er klart at taylorrekken
om et punkt x = a ikke kan representere f pa hele

R. A

Det er ogsa mulig & skrive funksjoner som uendelige
rekker av sinus- og cosinusfunksjoner, men dette skal
vi vente med til senere.

Eksempel 4.51. Vi kan bruke rekken for eksponen-
sialfunksjonen:

2 a3 > "
Celtrt gyt _;n!’

sinusfunksjonen:

) 1:3 1,5 o0 N $2n+1

sing =z — o + o T;)(—l) @ni1)
og cosinusfunksjonen:
$2 Jf4 o) . .73277'
COS.T:1—27+E— :nzzo(—l) (271)'

iz)?  (iw)4 > (ix)?n
cosx =1+ (2!> + (4!) + ZHZ:O ((271)'
og
3 5 00 (;.\2n+1
e o (TS

og legger disse to sammen, far vi

. — (iz)"

cos:erzsmx:T;T:e”. VAN
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Numeriske likningslgsere

Det tilsynelatende mylderet av likninger man lgser pa
skolen kan forlede en til & tro at man kan lgse alle lik-
ninger analytisk, men i virkeligheten leerer man forst
og fremst standardteknikker for & lgse noen veldig
spesifikke likningstyper.

Eksempel 4.52. Likningen
ar? +br+c=0

kan lgses ved & dele ut a, og skrive

+ o =0

2a

<+b>2_b2 c
T"T9%) T a2 a0

Vi kvadrerer, og far

a 4a?

, b ¢ ( 6)2 c b
rr+-r+-—=\x
a a

eller

b b2 c —b+ Vb2 —4dac
xr=—— :i: - - & ==
2a 4a?2 a 2a

som kalles abe-formelen.

Lgsningen til en likning kalles gjerne en rot.
Eksempel 4.53. Likningen
>+ 22 —-3r—-3=0

har en rgtter x = —1 og # = 4++/3, men disse er
ikke enkle & finne. Oppskriften for a lgse en generell
tredjegradslikning er lang og teknisk, og selv mate-
matikkstudenter laerer det ikke. Lgsningsteknikken til
en generell fjerdegradslikning er enda mer komplisert,
og for en generell femtegradslikning kan man ikke en

gang utlede en lgsningsformel. A
Eksempel 4.54. Likningen
1
cos (2z +3) = 3
lpses ved & invertere cosinusfunksjonen
1
2x + 3 = arccos ok
. .o 1
huske at cos § = 3
T
2 3=,
T+ 3
og lgse for x
T 3
YT 2
Eksempel 4.55. Likningen
T = Ccosx

har en rot pa intervallet [0, 1], se figur. Men denne
likningen kan ikke lgses med et endelig antall alge-
braiske operasjoner. A



Noen likninger kan altsa lgses, mens andre ikke kan
det. Andre likninger har lgsningsteknikker som er for
kompliserte til at det er praktisk & leere seg dem. Fin-
nes det ingen lgsningsteknikker som takler alle liknin-
ger? Svaret er nei, men det finnes teknikker for & be-
regne tilnaermede lgsninger til likninger vi av en eller
annen grunn ikke kan lgse analytisk, og disse teknik-
kene kan ofte brukes pa brede klasser av likninger.
Disse teknikkene kalles numeriske likningslgsere.

En numerisk likningslgser produserer en fglge av til-
naerminger til lgsningen. Dersom likningslgseren er
tilpasset likningen vi prgver a lgse, vil tilnzermingene
bli bedre utover i folgen. Det neste eksemplet illust-
rerer tankegangen.

Eksempel 4.56. Siden

1 1
cos = ~ 0.8776 > -

2 2
ser vi at roten ligger i intervallet [3,1]. La oss sette
zy = 3, altsd midt i dette invtervallet. Dette kan vi
se pa som en tilnezerming til den analytiske lgsningen.
Siden

3 3
-~ 0.7317 < -
cos <3
ser vi videre at roten ma ligge i intervallet [%, %], som

er halvparten s& bredt som det forrige, og vi setter
T, = g, altsd midt i det nye intervallet. Siden

cosg ~ 0.8110 >

oo| Ut

ma roten ligge i [g, %], og Vi setter z, = %. Slik kan
vi fortsette sa lenge vi gnsker. Denne metoden kalles

gjerne halveringsmetoden. VAN

En Igsning r av en likning

f(x)=0.

kalles gjerne en rot. Dersom f bytter fortegn i r, kan
vi benytte denne informasjonen til & finne en approk-
simasjon x,, til 7. La oss anta at vi kjenner a og b slik
at r € [a,b] er den eneste roten til fi [a, b]. Vi define-
rernd x; =a,r, =b,0gry = ‘LT”’. Dersom f ikke har
noen sprang eller finner pa noe annet tull pa [a, b], bil
fortegnet til f(xz5) fortelle oss om x4 < 7 eller x5 > r,
slik at vi med sikkerhet kan si om r € [z, 4] eller
r € [zg, Ty).

Intervallene [z, 23] og [z3, T5] er akkurat halvparten
sa lange som [z, x5], s etter & ha utfert denne pro-
sessen, har vi en mer ngyaktig ide om hvor r befinner
seg. Vi setter s& x, = x4 eller x; = x3, alt etter for-
tegnet til f(z3), og repeterer prosedyren. Dersom vi
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gjor dette n ganger, ender vi opp med et intervall
med lengde

b—a
on
og hvis vi til slutt setter r,, = £-%2 vet vi at
b—a
|7’ B m”' - 9n+l

Halveringsmetoden

Dersom f er en kontinuerlig funksjon med en
rot i intervallet (a,b), produserer n steg med
halveringsmetoden et estimat som tilfredsstil-
ler

b—a

Professor Dottie gjenoppdaget med sine eksperimen-
ter noe som kalles fikspunktiterasjonen. Hun oppda-
get kort og godt at iterasjonen

211 = COSZT,

sakte men sikkert konvergerer mot den korrekte lgs-
ningen 7 &~ 0.739085. Dette ser sikkert rart ut, men
i neste uke skal vi se pa hvorfor dette noen ganger
virker, og nar det eventuelt virker. La oss anta at vi
har en likning pa formen

x = g(x).

En lgsning r av en slik likning, kalles et fikspunkt.
Fikspunkmetoden er definert ved iterasjonen

[ $n+1 = g(xn) ]

Det kan virke snodig at denne iterasjonen skal hjelpe
oss til & finne r. Men det gjgr den ofte. Figuren under
illustrerer hvordan iterasjonen finner frem.

Y

el

Ty Lnt1 r

Eksempel 4.57. Likningen
T =Ccosx

har som nevnt en forelgpig ukjent rot pa intervallet
[0, 1]. Tterasjonen

Tyl = COST,



3.

produserer fglgende tabell, dersom vi setter zq = ¥:

zo  0.7500000000000000
z,  0.731688868873821
zy  0.744047084788764
z,  0.735733618187236
z,  0.741338598887922
2. 0.739085133215161

Det gar ikke sa fort i svingene. Figurene under illust-
rerer hva som skjer.

Lnt1

I neste bolk skal vi sette opp presise konvergenskri-
terier for fikspunktiterasjonen.

En av de metodene som er enklest & forstd, er New-
tons metode. Pa samme mate som halveringsmeto-
den, produserer den en fglge av tilnserminger til 1gs-
ningen av likningen.

Newtons metode baserer seg pa at likningen er skre-
vet pa formen

f(x)=0.

Den leter altsé etter nullpunkter til funksjoner. La
oss si at nullpunktet vi leter etter kalles r.

La oss anta at vi har en tilneerming z, til 7. Vi slar
tangenten til fi z,.
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(zg, f(zq))

Zo

Punktet der tangenten skjeerer z-aksen, kaller vi ;.
Dette punktet kan vi finne ved & sette opp likningen
for tangenten til f i z:

y— flzg) = f'(zo)(x — 20)
og sa kreve at y = 0 i denne likningen:

—f(zg) = f'(20)(24
Lgser vi denne likningen for =, far vi at

f(g)
f' (%) '

Newtons metode er definert som den rekursive fglgen

— )

1= 2o

f(,)

Tpi1 =Ty — f’(x )'
n

I mange situasjoner konvergerer denne fglgen ganske
fort mot r.

Lnt2 Tn+1 T

Eksempel 4.58. Likningen
T =CosT

har som nevnt en forelgpig ukjent rot pa intervallet
[0,1]. For & bruke Newtons metode, mé vi skrive lik-
ningen

flz)=2—cosz=0



og sette opp Newtons iterasjon
T, —COSX,

Ty =T, — _
il "  l4sinz,

Setter viz, = %, produserer metoden fglgende tabell:

o 0.7500000000000000
zy  0.739111138752579
zy  0.739085133364485
rg  0.739085133215161
x, 0.739085133215161

Fra tredje til fjerde iterasjon er det ingen endring. Det
betyr at vi mest sannsynlig har roten med seksten
desimalers ngyaktighet. Senere i kurset skal vi sette
opp presise kriterier for konvergens. A

Teorem 4.59. La g vere en kontinuerlig de-
riverbar funksjon. Dersom bade a < g(x) < b
og |¢'(z)| < L <1 pd pd [a,b], finnes et enty-
dig punkt r slik at

r=g(r).
Fikspunktiterasjonen
‘Tn+1 = g(mn)

konvergerer mot r dersom x, € [a,b].

Bevis. Siden a < g(x) < b vet vi at x; € (a,b) der-
som xz, € [a,b]. Videre vet vi at dersom z,, € (a,b),
er z,,,., € (a,b), sa det er klart at z,, € (a,b) for alle
n>1.

Sé la oss anta at x,, € (a,b). Vi bruker taylors teorem
pa g1ir, og skriver

9(x,) = g(r) +¢'(s)(x, —r)

for en s mellom z,, og r. Hvis vi bruker at r = g(r)
og Z,.1 = g(x,), kan vi skrive

Ty =7 = g(2,) = g(r) = g'(s) (2, — 7).

Vi tar absoluttverdi pa begge sider, og bruker at
lg’(s)| <L <1, siden s € (a,b):

|21 —7| =19/ (s) (2, —1)| < Llay, —r| < L™ zg—r]
Lar vi s& n — oo, far vi
. o < o : n+l _
Mz, g — 7] < g — 7| lim L 0,
siden L < 1.

For & vise at fikspunktet er entydig, kan vi anta at
det finnes to fikspunkt, r; og ry. Men da ma

ry =7 = [Tpi1 — 71 — (T — 1)
S L R Y
< L|xn - Tl‘ + L|xn - T2‘
<L ag — | + L g — 1yl
Denne likningen gjelder for alle n. Dersom vi lar n —

00, gar det siste uttrykket mot null, og vi ser at dette
kun er mulig dersom r; = ry. O
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Sekantsetningen gir at det finnes et punkt s slik at

Dette er en likning som sier noe om stgrrelsen pa
Z,41 — 7 som en funksjon av x,, — r, altsd hvor mye
feilen minker fra iterasjon til iterasjon, dersom fiks-
punktiterasjonen konvergerer. Feilen minker dersom
lgl <L < 1.

Eksempel 4.60. Likningen

_ 1
" 2coszx

har en rot pa intervallet [1,1.4]. La oss prgve & finne
den. Iterasjonen

B 1
~ 2cosz,

'rn-o—l

produserer fglgende tabell, dersom vi setter x, = 1:

zy 1.0000000000000000
r,  0.925407858840463
Ty 0.831243009591302
xq  0.741886011422627
z,  0.678246107990755
z5  0.642116945705959
T 0.624352444102666
z;  0.616263059398898

Det gikk ikke i det hele tatt. VAN
I det siste eksemplet fant ikke fikspunktitera-
sjonen roten vi ville ha, men en annen. Fi-
guren under illustrerer hvorfor. Fikspunktitre-
rasjonen finner aldri r dersom |[g(r)] > 1.



Ty T, T

Eksempel 4.61. Vi Igser polynomlikningen
2>+ 2% —3r—3=0.
Dette polynomet kan spaltes i
234 2?—32—3=(z+1)(z—V3)(z+ V3),

og vi skal se hvordan fikspunkmetoden leter etter de
forskjellige lgsningene. Likningen kan skrives om til
z = g(x) pa flere mater, men vi skal begynne med a
skrive

x:%(m3+x2—3),

slik at .
g(x) = g(x3+x2—3),
og
L 3 2
O §($n+xn—3).
Vi prover & finne lgsningen r = 3 =~

1.732050807568877, og starter derfor en kjgring i
o = 1.5. Vi far:

zo  1.500000000000000
x5 -0.995705356719772
T1o -0.999982551541273
x5 -0.999999928199386
Too  -0.999999999704524
ZTgs  -0.999999999998784
Tgo  -0.999999999999995
T35 -1.000000000000000
Ogsa na gnsker metoden heller & finne r = —1. A

Fikspunktiterasjonen i forrige eksempel viste en sterk
preferanse pa hvilken rot den hadde lyst til & finne.
Men man kan skrive om likningen til 2 = g(z) pa
mange mater.

Eksempel 4.62. Vi skriver na om likningen

2 +22—-3zx—-3=0.

til
3+ 3z —a?
r=—"—.
22
Starter vi i xy = —1.5, far vi
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o -1.500000000000000
rs  -1.732004423011461
Ty -1.732050803458349
15 -1.732050807568513
Ty -1.732050807568878
Tos -1.732050807568877

Denne fikspunktiterasjonen klarte fint & finne roten

r = /3, A

Som vi ser av de to foregaende eksemplene, kan fiks-
punktiterasjonen konvergere mot forskjellige ratter
avhengig av hvordan vi skriver om likningen. Den
kan ogsa ikke konvergere i det hele tatt.

Eksempel 4.63. Vi prgver igjen

3+ 3z — 22
r=—
22

Starter vi i x, = 1.5, i hip om & finne r = /3, far vi

Ty -1.500000000000000
Ty 2.333333333333333
Ty  0.836734693877551
rq  6.870315288518744
x, -0.499781154362809
T5  5.007884193672099
zg  -0.281322161800267
Ty 26.242541136990940
rg  -0.881325585764740
T9 -0.541641177723142
Ty 3.687092259260734

Denne fikspunktiterasjonen klarte ikke & finne noe
som helst nar vi startet i ; = 1.5. A

Eksempel 4.64. I eksemplene over er

343z — 22
gla) = 2
og
23+ 22 -3
glao) = T

Hvis du deriverer disse og evaluerer i rgttene til po-
lynomet 22 + 22 — 3z — 3, vil du se et tydelig mgns-
ter. fikspunktiterasjonen greier ikke finne r dersom

lg’(r)] > 1. AN

Vi kan ogsa se pa Newtons metode. Vi bruker taylors
teorem (husk at f(r) = 0)

0= f(z,)+ f(z,)(r—=a,)+ @(T —z,)?

for s mellom x,, og r. Newtons metode er

_f(mn) = f/(xn)(xn—o—l - xn)'

Trekker vi disse likningene fra hverandre, far vi

0= )= + T 2
Her star det at
r—=Tpi1 = 2,](./((;,)1) (T_xn)Q’



som sier at Newtons metode i mange situasjoner har
kvadratisk konvergens. Det gar an a sette opp presi-
se kriterier for nar dette skjer, men det skal vi ikke
gjgre.

Eksempel 4.65. Vi sgker lgsningene til
2t — 1023 + 3522 — 502 +24 =0

Som Ingrid Espelid Hovig har vi jukset litt, og valgt
et polynom som faktoriseres pent:

22102343522 —500+24 = (z—1)(z—2)(z—3)(z—4)
Newtons metode blir:

xrt —1023 + 3522 — 50z, + 24
43 — 3022 + 70z, — 50

Lpy1 = Ty —

La oss lete etter » = 1. Vi starter i x, = 0.5, og far:

o 0.500000000000000
r,  0.798295454545455
Ty 0.950817599863883
5 0.996063283034122
z, 0.999971872651984
zs  0.999999998549667
zg 1.000000000000000

A

Konvergerer fort dette her.

Som du ser i eksemplet over, dobles antall korrekte
desimaler etter hver iterasjon.

Eksempel 4.66. N& prgver vi a finne lgsningene til
z* — 923 + 2722 — 31x + 12 =0.

Nok en gang er det et lettfaktorisert polynom:

2t — 923 + 2722 — 3lz + 12 = (2 — 1)%(z — 3)(z — 4)

Newtons metode blir:

xh — 923 42722 — 31z, + 12
dxd — 272 + bdx,, — 31

Tpy1 = Ty —

Nok en gang leter vi etter r = 1, ved & starte i x5 =
0.5:

o 0.500000000000000
r,  0.713414634146341
Ty  0.842942878437971
z5  0.916937117337936
z,  0.957125910632705
zs  0.978193460613942
g 0.988999465124112
Ty 0.994474755305802
rg  0.997231047313292
Tg  0.998613930094898
19 0.999306565270834

Det ser ut til & konvergere, men mye saktere enn i
sted. Hva skjedde? A
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I eksemplet over er f'(1) = 0. Dette betyr at

fF7 (1)

/ 1) = —
IO ="y

ikke er definert. Grensen

lim ¢'(x)

x—1
trenger ikke veere null, og eksemplet demonstrerer
tydelig at den kvadratiske konvergensen ikke kan ga-
ranteres dersom f’(r) = 0.

Polynominterpolasjon

Dersom z; er n+1 er forskjellige punkter pa x-aksen
med korresponderende y-verdier y;, finnes det et en-
tydig polynom av maksimal grad n som interpolerer
punktene (x;,y;). I dette kapitlet skal vi sette opp to
forskjellige formler for dette polynomet.

Lagranges interpolasjon

La z; veere n + 1 forskjellige punkter pa intervallet
[a,b], med z, = a og x, = b. For hvert punkt z,,
definerer vi et polynom:

(x — )
(z; —xp)

li(z) = H
k=0
k+1

Polynomet [;(z) har orden n, og tilfredsstiller

Lz 1 fori=k
A\ = .
ek 0 fori+k

La f veere en funksjon, med funksjonsverdier f(x;) =
f;- Det er lett a se at

-3

3

Pn() fili().

0
tilfredsstiller p,, (x;) = f(z;) for alle i.

Teorem 4.67. La x; vere n+ 1 forskjellige
punkter pd intervallet [a,b], og f en funksjon
med funksjonsverdier f(x;) = f;. Det finnes et
entydig polynom som tilfredsstiller p, (z;) =

f(z;) for alle i.

Bewvis. Konstruksjonen av Lagranges interpolasjon
viser at det for en tabell med n + 1 punkter eksis-
terer et interpolasjonspolynom av maksimal grad n;
vi har jo nettopp konstruert det. Hvis vi antar at
det finnes to forskjellige polynomer p,, og g,, av grad
n som interpolerer den samme tabellen, og evaluerer
differansen p,, — g,, i punktene z,, ser vi at

Men polynomet p — g har maksimal grad n, og kan
fglgelig ha maksimalt n nullpunkter, si& den eneste
muligheten her er p = ¢, som betyr at interpolasjons-
polynomet er entydig. O

p,(x;) — 0<i<n.



Eksempel 4.68. En funksjon har fglgende verdier:

7 0 1 2
z; 1 2 3
7, 4 5 6
Vi setter opp
W) = g = 5@ D —3)
R e

(z—1)(x—2) 1
_m_§(x—l)(a:—2).

Det andre ordens polynomet som interpolerer denne
tabellen er:

p(x) = 4ly(z) + 51y (z) + 6l5(z)
=2(x—2)(x—3)—5(z—1)(x —3)
+3(x —1)(x —2). VAN
I gamle dager sto det i numerikkbgkene at lagrange-
polynomene ikke métte brukes i numeriske beregnin-
ger, fordi det koster for mange flyttalsoperasjoner a
evaluere dem. Dette er bare tull dersom man bruker
de rette interpolasjonspunktene og evaluerer polyno-
mene pa rett mate, se Trefethens bok om approksi-
masjonsteori og approksimasjonspraksis.

Newtons interpolasjon

For a konstruere Newtons interpolasjon trenger vi &
beregne de dividerte differansene. De defineres rekur-
sivt:

flz;] = f(=;)
f[-%'iyl'ifl] = f(x;) :i(_xlzl)

flz; "'7x727k+1] — [l g,y
Ty — i

flog, sy =

Newtons interpolasjonspolynom er:

n i—1
pn(z) = fo + Zf[xw s Tg] H(fﬂ — ).
i=1 k=0

Merk ogsé at Lagranges og Newtons interpolasjon er
bare to forskjellige formler for & sette opp det sam-
me polynomet, siden interpolasjonspolynomet er en-
tydig.

Eksempel 4.69. Polynomet

J1Jo T — )

fo—fi
LTy~ Ty T1— %o (

Lo — Ty

f1=fo

+ x—xy)(z—x9)

interpolerer tabellen
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Lo T3 Tg
fo i [a

A

sd lenge xj # x; # 5.

Det er vanlig & sette opp folgende tableau for & illust-
rere de dividerte differansene:

zy  flro)
flwg, o]
zy flrq] flxg, @1, 5]
flz1, o) flro, 71, To, 5]
Ty flas] flzy, g, 23]
flwg, z3]
r3  flrs]

Eksempel 4.70. La igjen

i 0 1 2
z, 1 2 3
fi 4 5 6
Tableauet blir
1 4
1
2 5 0
1
3 6

og interpolasjonspolynomet blir
plz)=4+z—1=3+uzx.

Dette er selvfglgelig det samme polynomet som i for-
rige eksempel. Merk at polynomet er av fgrste grad,
siden punktene tilfeldigvis ligger pa en rett linje. A

Interpolasjonsfeilen

Det sier seg selv at et interpolasjonspolynom ikke
kan veere lik funksjonen som interpoleres med mindre
denne funksjonen er et polynom av ikke hgyere grad
enn interpolanten. Na er vi kommet til steg to i den
generelle oppskriften for numeriske metoder, nemlig
analyse av feilen. Da ma vi begynne med en genera-
lisering av middelverdisatsen.

Middelverdisatsen sier at

f) -~ f(@)

1o)==

= f[awb}

for en funksjon som er deriverbar pa [a, b].

f

En generalisert variant for dividerte differenser gar
som folger.



Teorem 4.71. Dersom f er n+1 ganger de-
riverbar pd [a,b], og alle punktene x; er for-
skjellige, er

flx,, -

for en eller annen s i intervallet (a,b).

Bewvis. Siden p,, interpolerer f, ma funksjonen g =
f—p,, ha minst » + 1 nullpunkt pa intervallet (a, b).
Gjentatt anvendelse av middelverdisatsen forteller
oss at ¢’ har minst n nullpunkt, at ¢” har minst n—1
nullpunkt, og videre at ¢"*! har minst ett nullpunkt
pa (a,b). Vi kaller dette s. Siden

dcinn pn( ) - n!f[xn, “"xOL
ma
fm(s) =nlflx,, ..., 2] O

Vi kan na utlede et uttrykk for interpolasjonsfeilen.

Teorem 4.72. La f vere en n+1 ganger deri-
verbar funksjon pad [a, b], interpolert i punktene
x;. Det finnes en s € (a,b) slik at

f(@) —pp(x) =

Bevis. Vi skriver opp Newtons interpolasjonspoly-
nom

Pp() = |
fot X flags o) [T (@ — )
i=1 k=0
n—1
+ flzy, -y ) H(w — ),
k=0

det siste leddet er skrevet ut kun av pedagogiske hen-
syn. Na bytter vi ut z,, med z i uttrykket over (tenk
pa x som et nytt interpolasjonspunkt), og far

flz) = |
foJFZf[frm xO]H(xka)
=1 k=0
+ flz, ..., %o H(“f—%)
k=0

Merk den snedige méaten & skrive om f pa. Trekker
vi de to foregdende uttrykkene fra hverandre, far vi

f(x)

k=0
n—1
:f[l',l’n, ’xO](x_xn)H(x_‘rk)
k=0
:f[x"rn’ ’xO]H<x_xk>
k=0
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og bruker vi den generaliserte middelverdisatsen over,
far vi

f(@) = py(2)

for en eller annen s € [a,b]. Merk at s avhenger av z,
akkurat som i Taylors teorem fra MI. O

Punktfordeling

Steg tre i oppskriften pa numeriskemetoder, er & finne
ut om metoden kan ha noen gode egenskaper utover
hgy presisjon. I interpolasjonsfaget er det en relativt
kjapp mate a avgjgre om en interpolasjonsmetode er
god eller ikke: Det er avgjorende for kvaliteten pa
interpolasjonen at punktene star riktig fordelt pa in-
tervallet [a, b].

Men hvordan skal vi finne gode punkter for polyno-
minterpolasjon, og hva skiller de gode fra de darlige
punktene? Dette spgrsmalet kan besvares pa mange
maéter, og vi skal vende tilbake til spgrsmaélet i kapit-
let om numerisk integrasjon. La oss begynne med a
ta for oss en god og en darlig punktmengde.

Eksempel 4.73. Den darlige punktmengden er den
kjente og kjeere ekvidistante punktmengden. Et ekvi-
distant gitter med n punkter pa intervallet [a,b] er
gitt ved

r; =a+hi

der 0 < i <mnogh=(b—a)/n Ifiguren under er
et plot av en lagrangefunksjon pa et ekvidistant git-
ter med elleve punkt. Merk oscillasjonene polynomet
gjor mellom interpolasjonspunktene. AN

Eksempel 4.74. La 0, vaere et ekvidistant gitter pa
[0, 7], med 6, =0 og 6, = .

Na definerer vi x; = cosf,. Dette gitteret ligger pa
[—1,1].



Det gitteret egner seg skikkelig godt for polynomin-
terpolasjon. Under er et tilsvarende plot av en lag-
rangefunksjon pa dette gitteret. Merk hvordan in-
terpolasjonspolynomet ikke oscillerer seerlig mellom
interpolasjonspunktene. A

Man finner gode punkter for interpolasjon ved & plas-
sere dem slik at de minimerer utslaget til polynomet

n

H(x_mk>

k=0

i interpolasjonsfeilen, og alle gode punktmengder for
polynominterpolasjon klumper seg i endene av inter-
vallet. For ekvidistante gitre har feilpolynomet stort
utslag i endepunktene, og det forklarer hvorfor lag-
rangefunksjonen i figuren over har stgrst utslag fra
funksjonsverdiene der. Vi skal na ta for oss noen for-
skjellige gode punktmengder.

057

-0.5

15 ( ‘\

25t U

Vi skal gjgre alt pa intervallet [—1,1]. Dersom man
har en punktfordeling x; pa dette intervallet, kan
man flytte fordelingen til intervallet [a,b] med for-
melen gitt i eksempel under.
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Chebyshevpunkter

For & prgve & forklare hva som skjedde i figuren méa
vi introdusere noen polynomer.

Teorem 4.75. Funksjonen

T

" (2) = cos (narccos x)

er et polynom nar n er et naturlig tall.

Bewvis. La T, (0) = cos(nd). Da har vi

T, = 1
T, = cosd
T, = cos20=2cos?6—1

Merk at alle disse er polynomer i cosf. Dette er en
sentral observasjon, for nar man gjgr variabelskiftet
x = cos # vil man fa polynomer i x.

Vi fortsetter med et induksjonsbevis for at cosnf er
et polynom i cos @ for alle naturlige tall n. Legg sam-
men

cos(n 4+ 1)0 = cosnf cos§ —sinnfsin

og
cos(n — 1)0 = cosnb cos § + sin nf sin 0

slik at
cos(n + 1) = 2 cosnb cosd — cos(n — 1)8.

Dersom vi antar at cosnf og cos (n — 1)8 er polyno-
mer i cosf, ma

2 cosnbcosf — cos(n — 1)0
veere et polynom i cos @, og folgelig ma ogsa
cos(n+1)0

vaere et polynom i cosf. Siden Tjy = 1 og T} = cosf
(og Ty = 2 cos? @ — 1) er polynomer i cos ), ma cos nf
veere det for alle naturlige n. Dersom cosné er et

polynom i cos 6, ma cos (n arccos x) veere et polynom
ix. O

Polynomene T,, kalles chebyshevpolynomer. Disse kan
beregnes ved rekursjonen

T,

ni1 = 20T, =Ty,
som er likningen
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)8 = 2 cos né cos 6.

fra forrige bevis, skrevet ut i form av 7T,,. De fgrste er

Ty =1
T, =x
T, =2x?—1
Ty = 42® — 3z

T, =8x* —8z2 + 1



Gitteret i eksempel kalles Chebyshevs ekstre-
malgitter, for punktene er ekstremalpunktene til et

chebyshevpolynom. Det n-te ordens polynomet T,
gir opphav til et gitter med n + 1 punkter, der n — 1
av dem er T s stasjonsere punkter, og to er ende-
punktene i intervallet. De forste seks polynomene er
plottet under, sammen med 6-punktsgitteret som er
ekstremalpunktene til T5. En formel for gitterpunk-

tene er:

\

081\
0.6
oaf|
|

02

0.2

04l

06

-0.8

Eksempel 4.76. Gitteret i figuren over er gitt ved

-1.000000000000000

Lo

z;  -0.809016994374947
x5 -0.309016994374947
5 0.309016994374947
x,  0.809016994374947
x5 1.000000000000000

Merk at endepunktene er en annen type ekstremal-
punkter enn de andre; det er der Ty er klippet av

A

intervallgrensene.

Eksempel 4.77. Hvis vi gnsker & sette opp gitteret
fra Ty pé et intervall [a, b], bruker vi bare formelen

z;, +1
2

Y

yi=a+(b—a)

der z; er punktene pd [—1,1] og y,; er punktene pa

[a,b]. P& intervallet [1,4] blir punktene

1.000000000000000

To

x;  1.286474508437579
Ty 2.036474508437579
z3  2.963525491562421
xy 3.713525491562421
x5 4.000000000000000

Det er viktig & forsta at det hvordan punktene er
fordelt pa intervallet som har noe & si for kvaliteten

pa interpolasjonen.

Chebyshevpolynomenes nullpunkter gir opphav til
en annen punktmengde som kalles Chebyshevs null-
punktgitter. Dette gitteret er pa papiret enda bed-

re enn Chebyshevs ekstremalgitter, men noe mind-
re praktisk, siden det ikke inneholder endepunktene.

Polynomet T, gir opphav til et gitter med n + 1

punkter, gitt ved

m(2i 4+ 1)
2n+2

= Cos 0<i<n.

L;

Under er et nok et plot av de fgrste par chebyshevpo-
lynomene, med nullpunktgitteret til T;. Vi tar med

/ \ /”
\

/
/
/
-n‘z‘\\ é /“o‘z

A

/\
o\ f
/ A
KX/
0. 0.6 0.8

L
4

et teorem om interpolasjonsfeilen til Chebyshevs null-
punktgitter, men lar det sta ubevist.

Teorem 4.78. La f vere en n + 1 ganger
deriwerbar funksjon. Interpolasjonsfeil for in-
terpolanten pa chebyshevs nullpunktgitter pa

[a, b] er:

Bt If(z) —p,(2)] <
(b _ a)n+1

o2ni1  oaX |/ ()]

z€la,b)

Under er et plot av feilpolynomet

n

H(x_mk)

k=0
for chebyshevs nullpunktgitter og n = 16. Dette po-

lynomet har maksimalt utslag

(b _ a)n+1
22n+1

~ 1.525878906250000e — 05.

Vi tar med et plot av tilsvarende feilpolynom for ekvi-
distant gitter med n = 16.

Eksempel 4.79. Nedenfor er en figur av 20. ordens
interpolanter av Runges funksjon

1

1@) = 16

A
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pa ekvidistant og chebyshevgitter. Denne funksjonen
er kjent for sine patologisk store n-te deriverte. Dette
er en stgrrelse vi ikke har kontroll pa, merk nok en
gang hvordan feilpolynomet illustrerer hvorfor ekvi-
distant tineermer vesentlig darligere enn chebyshev i
endene. VAN

Gauss-punkter

En punktmengde som likner pa Chebyshev, og klum-
per seg i endene av intervallet, kalles Gauss-punkter.
Akkurat som for Chebyshev, kommer disse i to vari-
anter, som er henholdsvis null- og ekstremalpunkter
til en fglge av polynomer, som kalles Gauss-Legendre-
polynomene. Legendre-polynomene er gitt ved rekur-
sjonen

Py=1
a:

Vi skal ikke utlede disse, men i kapitlet om numerisk
integrasjon skal vi vise en metode for & produsere
nullpuntene.

Nullpunktgitrene til Legendre-polynomene kalles
Gauss-Legendre-punkter. Her er en tabell med et par
lavere ordens punktfordelinger pa intervallet [—1,1]
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Gauss-Legendre-punktene er pa papiret enda bedre
enn chebyshevpunktene, men mindre praktisk i bruk.

Ekstremalpunktene til Legendre-polynomene kalles
Gauss-Lobatto-punkter. Vi hoster opp nok en tabell
med et par lavere ordens punktfordelinger pa inter-
vallet [—1,1]

n o x;
30, £1

4 44/3, +1
5 0, +4/2, +1

6 +4/5+4/ 525 £1
70, £/ £ 34/5, 1

Gauss-Lobatto er pa papiret noe darligere enn Gauss-
Legendre, men er noe mer praktisk i bruk, for de
inneholder intervallets endepunkter. Fremdeles mind-
re praktisk enn Chebyshev.

Andre typer polynominterpolasjon

Til slutt kan nevnes at man trenger ikke ngye seg
med & kreve at interpolanten p skal ta f sine verdi-
er i interpolasjonspunktene. Man kan ogsé skru opp
graden pa polynomet, og i tillegg kreve at p skal ha
samme stigningstall som f i punktene. I dette tilfellet
kalles det Hermite-interpolasjon.

Dersom man krever at p skal ha samme verdi som
f sine n 4 1 forste deriverte i et enkelt punkt, er vi
tilkake i taylorpolynomene du kjenner fra M1.

Man kan ogsa, istedet for & lage et interpolasjonspo-
lynom som interpolerer f i alle punktene, for eksem-
pel sortere interpolasjonspunktene i grupper péa fire
og fire etterfglgende punkter, interpolere hver gruppe
med et tredjeordens polynom, og sa sette sammen en
stykkvis kontinuerlig deriverbar polynominterpolant.
Dette kalles spline-interpolasjon.

Eulers formel

Med komplekse tall kan man belyse forholdet mellom
eksponensialfunksjonen og de trigonometriske funk-
sjonene. Dette forholdet er ikke mulig & fa gye pa
dersom man kun har reelle tall til radighet.

Brgken
cosx +isinx

eix



ma veere konstant, siden

d (cosm —H’sinx)
dx
—ie " (cosz +isinz) +e * (—sinz +icosx) =0

eim

og setter vi inn x = 0 far vi dpenbart 1, sé

cosx +isinx

et

=1

Richard Feynman kalte bare denne “var juvel”.

e =cosx +isinx

Med Eulers formel kan vi skrive komplekse tall veldig
kompakt:

Polar form

z = r(cos @ + isinf) = re?

Hvis vi aksepterer Eulers formel, kan vi sette opp
noen pene regneregler:

Regneregler for polar form

La z = re* og w = set®.
Da gjelder:

gl w
®

Eksempel 4.80. Polar form er praktisk nar man
skal gange og dele komplekse tall for hand. La z =
1+i0gw:1+\/§i, slik at

og
w = 2’3,
Vi beregner
Z-w = Qﬁei%
og
z 1

A

Na er det imidlertid sjelden at noen ganger sammen
komplekse tall for hand etter at de har landet sin fgrs-
te jobb. Men de geometriske tolkningene som Fulers
formel gir oss, og sammenhengen med de trigonomet-
riske funksjonene, er viktig, spesielt om du skal drive
pa med signalbehandling eller liknende.

Eksempel 4.81. Eulers formel gir at e™/2 = 4, ¢™ =
—1, e3™/2 = —j og 2™ = 1. Merk at det & gange med
i er det samme som & rotere et tall nitti grader (pi
halve radianer) mot klokken. A
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Eksempel 4.82. Bytter vi z med —x i Eulers formel,
far vi

—1

e " =cosx —isinx.

Hyvis vi legger denne sammen med Eulers formel, ser
vi at
eia: + efiw

2

og trekker vi dem fra hverandre, ser vi at

COST =

A

Eksempel 4.83. Dersom z = re*? gir Eulers formel
71'9. A

zZ=re

Husk ellers at

x + e—.ﬂC
h =
cosh x 5
Og T —T
sinhx = —¢
2

Det er né lett & se at
cosh(iz) = cosx

og
sinh(iz) = isinz.

Dette kan vi bruke til & finne real- og imaginserdelen
til sinus og cosinus:

Trigonometriske funksjoner pa kartesisk form

cos (a + bi) = cosacoshb — isin asinh b

sin (a + bi) = sina cosh b + i cos a sinh b

Hvis du plukker opp en tilfeldig bok i algebra eller
kompleks analyse, er det bevist fglgende teorem et
eller annet sted. Teoremet heter algebraens funda-
mentalteorem.

Algebraens fundamentalteorem

Et polynom
2"t a, 12"+t a2+ a

kan alltid faktoriseres

n
2" +a, 2"+ a2zt ay = H(z —2z;),
i=1

der z; € C er lgsninger av likningen

ta, 2"+ +az+ag=0

Merk. I teoremet over er polynomet monisk, altsa at
a, = 1. Det er for 4 slippe & luke ut tilfellet a,, = 0.
Dersom a,, # 0, og noe annet enn 1, blir faktorise-
ringen

n
a2+ a, 12" a2+ ag = a, H(z —2z;).
i=1



Dersom en faktor (z — z;,) forekommer m ganger i
faktoriseringen, sier vi at z;, har multiplisitet m.

Eksempel 4.84. Polynomet

22 —=322+432—1=(2—1)3

har en rot (z = 1) med multiplisitet 3. A
Eksempel 4.85. Polynomet
22— 2242
har to rgtter
2 4—38
A= &= =141,
2

begge med multiplisitet 1, slik at

22—2242=(2—1—1i)(z—1+1). A

Vi skal ikke bevise algebraens fundamentalteorem,
men et spesialtilfelle kan vi analysere med det vi kjen-
ner til sa langt, nemlig lgsninger av polynomlikningen

2" =w

for et vilkarlig komplekst tall w. Vi skal se med egne
gyne at denne likningen alltid har n lgsninger. Vi
begynner med & skrive w pa polar form med valgfritt
antall omdreininger rundt origo

0 _ rei(t9+2m7r) .

w=re
Dersom vi skriver

wl/n —_ (Tei(0+2mﬂ'))1/n —

{Wei(9/n+2ﬂwr/n)7

ser vi at det nd finnes n potensielle verdier for {/w,
alle sammen gyldige lgsninger av z” = w. Hvis du
velger 0 < m < n — 1 far du ut alle sammen. Vi
definerer den prinsipale n-te roten av w som

v = %ele/n’
og sa kan vi skrive de andre rgttene som
Y - €2mﬂ'i/n

for 1 < m < n—1. Dette er analogt til hvordan man
i det reelle tilfellet har to lgsninger av ligningen

x? =4,

definerer kvadratroten som den positive lgsningen
Vi=2,

og skriver den andre lgsningen som —v/4.

Eksempel 4.86. Vi finner alle lgsninger av ligningen
2 =—1.

Siden

—1= 62'(7r+2rn,7r) ,

far vi
(_1)1/5 — ei(Tr/5+27rL7r/5).

Vi skriver opp lgsningene for 0 < m < 4:

eiTr/S(: 45/_1)7 ei37r/5’ ei57r/5(: _1)7 €i77r/5 og ei97r/5
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Im(z)
ei37\'/5 (m — 1)
™5 (m = 0)
—1
Re(z)
e1'971'/5 (m — 4)
oiT7/5

Femtergttene til -1

Merk hvordan rgttene sprer seg jevnt ut pa en sirkel
om origo. Merk ogsa at om vi lar m > 4 eller m < 0,
far vi rgtter som allerede er listet opp. A

Vi skal fa bruk for algebraens fundamentalteorem se-
nere i semesteret, nar vi skal laere om egenverdier og
egenvektorer.

Integralet

Integrasjon er som ketsjup. Det kan brukes til alt. Vi
kan beregne areal, volum, arbeid, kraft, trykk, masse-
senter, vaeskeflyt og elektrisk ladning.

La f vaere en begrenset funksjon pa et intervall [a, b].
Det store spgrsmalet er & finne arealet under grafen
til f. Det gar an & ta en lang diskusjon om hva areal
egentlig er, sette opp aksiomer for areal, og sa utle-
de integrasjonsteorien fra dem. Dette er imidlertid en
litt langdryg prosess, sa vi skal basere relasjonen mel-
lom integralet og arealet under grafen pa geometrisk
intuisjon.

Alternative kilder:

e Adams kap. 5-7
e Lindstrgms I kap. 77

Eksempel 4.87. Noen integraler kan vi enkelt be-
regne geometrisk. La f(z) = x. En rask titt pa grafen
forteller at arealet under denne grafen og mellom 0
og x er %x2, siden dette er en rettvinklet trekant der
hgyde og bredde er . A

v

xT

Eksempel 4.88. La (r) = 2%. Arealet under grafen
er %z3. Dette ble oppdaget geometrisk av Arkimedes
for over to tusen ar siden. Han oppdaget det ved &
dele inn omradet i bitte sma trapeser, og bruke at

n 1
1+4+9+...:Zi2 = 6n(n+1)(2n+1).
=1



Vi skal gjgre en liknende beregning litt lenger ned.
A

For & bygge opp integralteorien er det essensielt a
starte med begensede funksjoner pa lukkede interval-
ler. Det gar an & utvide integrasjonsteorien til ube-
grensede funksjoner og ubegrensede intervaller, og
det skal vi se pa sa vidt til slutt i kapitlet.

Definisjon. En partisjon P av intervallet
[a, b], er en endelig punktmengde som deler in-
tervallet i mindre biter. Delingspunktene kal-

ler vi z;, der 2p = a < 2y < - < x,_; <
x, =b.

——— f f f ———* > X
a=xg Z; b==x

Definisjon. En stegfunksjon er en stykkvis
konstant funksjon, som tar verdien f; pa in-

tervallet [z,_1, ;).

Merk at vi kan skrive en stegfunksjon som en li-
nezrkombinasjon av enhetssprangfunksjoner. Dette
er som oftest ikke en hensiktsmessig notasjon, og det
er enklere a bruke delt forskrift.
fi @€ [zg,2q)
T €|z,
f(.’B) — :f2 [ 1 2)

T € [xn—hxn]

fa

Forbundet med en stegfunksjon er summen

§= Z(Iz — ;1) f;
n=1

som beskriver arealet under grafen til stegfunksjonen.
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Definisjon. La f vaere en begrenset funksjon,
og P en partisjon av intervallet [a,b]. La

m; = min f(z)
z€[z; 1,2
og
M, = max f(x).

z€[T;_1,%;]
En gure riemannsum er
n
U(p) = Zl(mz —®;_4 )M,
n—

og en nedre riemannsum er

3

Det er ikke veldig vanskelig a vise at
UP)—L(P)>0
for alle partisjoner P, og at
UP)) <U(P) og L(P')> L(P)

dersom P C P’, altsd at P’ inneholder alle punktene
i P, og minst ett ekstra punkt. Vi sier da at P’ er en
finere partisjon enn P.

Definisjon. La f veere en begrenset funksjon
pa [a,b]. Dersom det for hver e > 0 finnes en
partisjon P av intervallet [a, b] slik at

U(P)— L(P) < e,

sier vi at f er integrerbar.

\.

Dersom f er begrenset, er det klart at mengden av
alle nedre riemannsummer mé& ha en minste gvre
skranke, og at mengden av alle nedre riemannsum-
mer ma ha en stgrste nedre skranke. Dersom f er in-
tegrerbar, er det heller ikke sa vanskelig & se at disse
ma veere like. Dette tallet skriver vi

fﬂmm

b
ums/ﬂmmswm

og vi har at

for alle partisjoner P. Noen ganger gnsker man & ut-
trykke seg mer konsist, og da skriver man bare

[

Det kan veaere ganske vanskelig & avgjore hvilke funk-
sjoner som er integrerbare direkte fra definisjonen,
men noen eksempler er mulig & regne ut.

Eksempel 4.89. La f veere funksjonen

t

rasjonale x
fx) =

irrasjonale x



Denne er diskontinuerlig overalt, og ikke integrerbar.
Siden m; = 0 og M; =1 for alle 7 og alle partisjoner,
er det klart at det ikke finnes partisjoner slik at

U(P)— L(P) < ¢

dersom € < 1. Dette eksemplet kan fremsta som noe
patologisk, men vi skal se i et senere kapittel at denne
funksjonen kan konstrueres ved hjelp av cosinusfunk-
sjonen og to grenseverdiprosesser. AN

Dette er ikke mulig & gjgre for mange funksjoner, og
i neste avsnitt skal vi se at vi kan bruke antideriva-
sjon istedet. Men det er viktig & forsta riemannsum-
mer nar man skal igang med fysiske anvendelser av
integrasjon, sé vi tar med et eksempel.

Eksempel 4.90. Vi beregner

b
/ T dx.
0

La oss ta en jevn partisjon, der punktene er gitt ved:

b

T
k n

Vi beregner en typisk nedre riemannsum:
b n—1 b n—1 bk b2 n—1
IR L S
n = n n n? i

k=0
¥nn—=1 v (-1
n2 2 2 n

Her er en gvre:
b & b < bk b2 &
PICEE IS
n n n n?

7_@(714—1)
n2 2 2 n

Vi kan na sjekke at f(x) = x er integrerbar. Velg
€ > 0. En rask kikk pa

b2

U(P) - L(P) 2<<”+1)_(n_1)> 2

n n

forteller at dersom vi velger

b2
n>—
€
har vi
U(P)— L(P) <,
og siden
b2 . n+1 b2 . n—1 b
— lim = — lim = —
n—oo 1N 2 n—oo N 2

ser det ut til at integralet blir %.
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Eksempel 4.91. Vi beregner

b
/ 2 dz.
0

pa samme vis. La partisjonen veere

bk

Vi beregner en typisk nedre riemannsum:

b= , bR PR,

n;xk nkzz(:] n2 n?’;k
bV (n—1)n(2n—1)
T3 6
7b32n373n2+n
6 a3

Her er en gvre:

b & b < b2k2
PP Py

3 n
-k
n3
k=1 k=1

b} nn+1)2n+1)

n3 6
b2 +3n% 40
6 n3

Vi kan na sjekke at f(z) =
€ > 0. En rask kikk pa

x er integrerbar. Velg

B2 /o2nd+n?i4+n 203 —n24n

up) - 1p) = (P B
_rwt_ ¢
T 6 n3 3n

forteller at dersom vi velger

b2
n > 3¢
har vi
U(P)—L(P) <e,
og siden

o mE—nZ4+n B3
=lm —————— =
n—00 n

ser det ut til at integralet blir %.

b b

N3 er det viktig & ikke fortvile. Det er ingen som be-
regner integraler pa denne maten, men beregningen
over er interessant, fordi den ble gjort av Arkimedes
omtrent to tusen ar for Newton og Leibniz oppfant
integralregningen. Na kommer en serie med smé teo-
remer.




Teorem 4.92. For integralet gjelder folgende:

1 Dersom f er begrenset og stykkvis konti-
nuerlig pa [a,b] med et endelig antall dis-
kontinuiteter, er f integrerbar pd [a,b].

2 Dersom f er kontinuerlig pd [a,b], finnes
en ¢ € [a,b] slik at

1 b
b—a/ fds.

3 Dersom f, og fy er integrerbare funksjo-
ner, og ¢, 0g ¢y vilkarlige konstanter, er

fle) =

b
/ )l

b b
cl/ fi(x) da:—|—cg/ folz) dx.

4 Dersom f, og fy er integrerbare funksjo-
ner og f1 < fy, er

/ab fi(z) doe < /ab fo(x) dx.

5 Dersom |f| < M pd [a,b], er

/bfdm

6 Dersom f er integrerbar, er |f| integrer-

bar, og
b b
/fdx S/ |f] dz.

7 Dersom f er integrerbar og ¢ € (a,b), er

/abf(x) dm/acf(x) dx+/cbf(x) dz.

8 Dersom f er integrerbar, er

/baf(x) dz = —/abf@;) dz.

Bevisene for disse teoremene er enten sa lette at de
ikke er spesielt interessante a lese, eller sa vanskelige
at vi ikke kan gjore dem i dette kurset.

< M(b—a).

Egenskap 1 er ikke mulig & vise med det vi har gjort
til na i kurset. Man ma bevise at en begrenset og
kontinuerlig funksjon er sakalt uniformt kontinuerlig,
og ta det derfra. En funksjon er uniformt kontinuerlig
pa [a, b] dersom det for hver € > 0 finnes en § slik at

O<|z—yl<d =

[f(x) = fly)] <€

for alle z,y € [a, b].

Egenskap 2 er en versjon av sekantsetningen, men
for integraler. Den kalles gjerne middelverdisatsen.
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Navnet kommer av at uttrykket

1 b
b—a/a fds

gir middelverdien f, i den forstand at dersom f byt-
tes ut med en konstant funksjon med denne verdien,
far integralet den samme verdien. Middelverdisatsen
sier at f ma innom denne verdien pa vei fra a til
b. Denne er ikke sa vanskelig & bevise, og folger av
skjeeringssetningen. Prov selv!

Egenskap 3-7 folger av en serie litt kjedelige resonne-
menter basert pa riemannsummer. Hvis du plukker
opp en tilfeldig bok i envariabel funksjonsteori, vil
du finne dem der.

Egenskap 8 handler egentlig om konvensjon. Dersom
vi tillater b < a i definisjonen av partisjoner, blir

z, — ;1 <0

for alle ¢, slik at riemannsummene bytter fortegn i
forhold til f. Dette kan vi bruke til & definere presist

hva vi mener med
b
/ f(z) dzx

nar b < a. Det blir da relativt enkelt & bevise egen-
skap 8.

Integrasjon og derivasjon

Teorem 4.93. Dersom [ er integrerbar pa
[a,b], er

F(x) = /aa: f(s) ds

en kontinuerlig funksjon pd [a,b).

Bevis. Velg € > 0, og anta |f| < M. Da er

|F(z)] < M(b—a)

/yfds

x

og folgelig er

[F(z) — F(y)| < < Mz —yl.

Dersom vi velger

€
A

e =yl < ;
er
|F(z) = Fy)| < Mlz —y| <e,
slik at F'er kontinuerlig i x. O

Integrasjon og derivasjon er pa sett og vis inverse ope-
rasjoner, og det finnes en stor klasse av integrerbare
funksjoner som har en antiderivert. Nar man lserer
integrasjon pa skolen, blir man egentlig oppdratt til
& tro at integrasjon er det samme som antiderivasjon.
Dette er et forenklet bilde av virkeligheten, for inte-
grasjon er mye mer enn bare antiderivasjon. Men det



er allikevel praktisk & kunne beregne integraler ved a
antiderivere.

Teorem 4.94. La f vere en kontinuerlig i
x =c€ [a,b]. Da er

F(z) = /a$ f(s) ds

deriverbar i x = ¢, og

Bevis. Vi beregner

F(z+h)—F(x)

F'(z) = lim

h
z+h x
:Hm}lll f(s) ds—/a f(s)ds

h—0

z+h
_ ,LE%% /x F(s) ds
~ lim () = f(2)

h—0

siden det for hver h m4 finnes en ¢ € [z, z + h] slik at
1 z+h
[ e ds= g, o

Det neste teoremet kalles gjerne analysens funda-
mentalteorem.

Teorem 4.95. La f vere integrerbar pd [a, b).
Dersom det finnes en funksjon F slik at F' =

f, er

b
/ (@) dz = F(b) — F(a).

Bevis. Velg en partisjon P.Hvis vi bruker sekantset-
ningen pa hvert delintervall, kan vi for hvert intervall
finne en y, slik at

F(zy) = F(z; ) = fly) (2 —29),
og dersom vi legger sammen alle disse likningene, far
vi

F(b) = F(a) = Z ) (@ — 2, 0).
Siden m,; < f(y,) < M, f;r alle 7, ma

L(P) < Zf(yz)((xz — ;1) <U(P)
og folgelig er ogsa

L(P) < F(b)— F(a) <U(P).

Dette gjelder altsa for alle partisjoner P. Na er det
kun ett tall som er stgrre enn L(P) og mindre enn
U(P) for alle P, nemlig

/a b f(a) dz

sé dersom F'(b)—F'(a) ogsé skal ha denne egenskapen,
ma

b
F(b)—F(a):/ f(z) d. O

Eksempel 4.96. Siden polynomer er kontinuerlige,
ma apenbart

b pntl n+1
—a
/ " dr = ———,
a

siden
d xn+1

%n—&-l:x

n

Dette gjelder ogsa for n € R, men dette er litt mer
jobb & vise. AN

Eksempel 4.97. Siden

d
Bl :ex’
dzx
ma
b
/e“”dx:eb—e“. A
a

Eksempel 4.98. Det finnes funksjoner som ikke har
noen antiderivert som er enkel a skrive opp, for ek-
sempel

f(z) = exp (2?),

sinx
g(z) = :

X

og

h(z) = V142t

Disse er integrerbare pa alle lukkede intervaller. De
antideriverte kan skrives som uendelige rekker, som
vi skal se i kapitlet om rekkeutvikling. A

Vi tar med to regneregler for integrasjon som er
umiddelbare konsekvenser av analysens fundamental-
teorem.

Teorem 4.99. La F = [’ og G = ¢’ pd [a,].
Dersom f og g er integrerbare, er

/a ' P(@)g(z) dz =

b
Fb)G(b) — F(a)Gla) — / F(@)G(z) da.

Bevis. Dette fglger av analysens fundamentalteorem
og produktregelen for derivasjon:

iF(az)G(a:) = F(2)G' (z) + F'(z)G(x)

dx
= F(z)g(z) + f(z)G(z). O



Teorem 4.100. Anta at f er kontinuerlig pa
[c,d], at F' = f pd [c,d] og at u er deriverbar
pa [a,b], med u(a) = c og u(b) =d. Da er

)= / ’ flu(e) (z) da
= /Cd f(u) du

F(u(b)) =

Beuis. Dette folger av analysens fundamentalteorem
og kjerneregelen for derivasjon:

F(u(z)) = f(u(zx))w (z). H

Til slutt tar vi med en variant som kalles taylors teo-
rem.

r

Teorem 4.101. La f vere en n+ 1 ganger
kontinuerlig deriverbar funksjon pd et inter-
vall som inneholder a og x. Da er

(o) =
f@) + @)@ —a) + -+ LD gy
—l—% z(a:—s)"f”“(s) ds

a

Eksempel 4.102. En ellipse med halvakser a og b er
mengden av alle punkter som tilfredsstiller likningen

Vi kan bruke integrasjon til & vise at arealet til el-
lipsen er gitt ved mab. Den gvre delen av ellipsen er
grafen til funksjonen f : [—a,a] = R

og ved hjelp av substitusjonen x = asin# kan vi be-
regne arealet:

A—4b/ \/1——da:
/ 2
/ _¢ sin” 0acos€d9
:4ab/ V1 —sin?6cosf do
(o
/2
:4ab/ cos? 6 df
()

/2 1 9
:4ab/ + cos 20
0

5 df = mab

Dersom a = b = r er dette en sirkel med radius 7, og
arealet blir 7r2. VAN

58

Uegentlige integral

Et integral definerer en funksjon

[

og det er ingenting i veien for & beregne
/ .

lim f(z) = oo,

r—c

lim F(x

r—00

Dersom

kan vi ogsa beregne

x

lim f-
r—c
a

Disse kalles uegentlige integraler. Dersom grensever-
diene eksisterer, sier vi at integralene konvergerer.

Eksempel 4.103.

X a—00 1 x a—00

<1 “1
/ —dzr = lim —dr = lim loga =0 A
1
Eksempel 4.104.

/ — dz = lim idxfhrnl—lzlA
1

2 a—oo f, x2 a—00 a

Eksempel 4.105.

"1 '
/ —dz = lim —dz = lim —loga =00 A
o X T a—0t

a—0*
a

Eksempel 4.106.
o ! 1
/—dx—hm —dr=lim — —1 =00/
b 22 T

a—0*
a

Eksempel 4.107.

1
/de_alg(%/ fdx—th—Qf—ZA

Definisjon. Vi sier at fa b f er absolutt kon-

vergent dersom L ’ |f| er konvergent.

Eksempel 4.108. Integralet

* sinx
—5 dx
| x

er absolutt konvergent, siden

> 1
dxg/ —dezl.
o

Uegentlige integraler &pner opp for noe som kalles
integraltesten. Det er en test for & avgjore om et in-
tegral og en korresponderende rekke konvergerer.

A




Teorem 4.109. La f vere en begrenset funk-

sjon. Integralet
| @

og rekken

er enten begge konvergente, eller begge diver-
gente.

Eksempel 4.110. Na er det litt enklere & avgjgre
om for eksempel

1
2T

konvergerer, for vi kan beregne
/OO
0

Volum

A

. T
dx = lim arctanz — arctan(0 = —.
Tr—00 2

1422

Til nd har vi brukt integralet til & beregne areal. I
et bestemt rektangel i en riemannsum, representerer
bredden bredden i et rektangel, og hgyden hgyden
i et rektangel. Arealet til rektangel representerer da
nettopp arealet til et rektangel:

/T

~

areal | ,04c

~

K~ bredde ¥

Dermed vil [ f representere et areal:

f
™~

| f= areal

\
4

Men en av integralets mange styrker, er at de to leng-
dene som har representert hgyde og bredde til na,
fint kan representere helt andre ting. I dette avsnit-
tet skal vi tenke at man har en funksjon A : [a,b] — R
der funksjonsverdiene beskriver areal, og x-aksen be-
skriver lengde. Da vil bdde riemannsummene og [ A
representere volum:
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volum
areal

~

K~ bredde —¥

Eksempel 4.111. En pyramide har et kvadratisk
tverrsnitt med sidekant gitt ved

s(x) =b—ux,

der = er hgyden til tverrsnittet, og b er den totale
hgyden til pyramiden. Arealet til tversnittet er

og volumet blir

b

Vz/ob(b—x)2 dx = (_(b—?)x)B)O:b;'

Et av de enkleste eksemplene & visualisere, kalles
omdreiningslegemer. Anta at du har en funksjon
f :]a,b] = R, og dreier grafen en gang rundt x-aksen.
Da vil du fa et legeme med sirkuleert tverrsnitt. Area-
let av tverrsnittet for en gitt z-verdi er gitt ved

A

Alz) = (f(2))* = f?(2).

Man kan da tenke at dette er hgyden i en riemanns-
um. Et rektangel i en riemannsum blir

mhf?(z),

og dette representerer na et volum. Totalvolumet til
omdreiningslegemet er gitt ved

V=7T/bf2(l‘) dzx.

Her er en figur som illustrerer riemannsummene:

/\A:ﬁf2

x~

volum
= 7 f?(x)
mhf?(x)

h

T T+ h
K— hn —A

~

For & illustrere hvordan volumet kan se ut i virkelig-
heten, er her omdreingingslegemet som fremkommer
ved & dreie funksjonen f(x) = z pa intervallet [0, b]:



~
8

Eksempel 4.112. Omdreiningslegmet i figuren ove:
har volum gitt ved

b
V:ﬂ/ 2?2 dx =
0

Dette kjenner vi igjen som volumet til en kjegle. Alle
pyramider og kjegler har volum pa formen %Ah7 er h
er hgyden, og A er grunnflatens areal. VAN

b3

Eksempel 4.113. Et artig eksempel kalles Gabriels
trompet. Vi roterer funksjonen f : [1,00] — R gitt
ved

fla) = -

T

om zx-aksen. Volumet av dette legemet er

<1
V:ﬂ/ — do =T
.

Eksemplet kalles Gabriels trompet fordi rotasjonsle-
gemet ser ut som en uendelig lang trompet. VAN

Dersom vi roterer f : [a,b] — R rundt y-aksen, far vi
et annet omdreiningslegeme, hvis areal kan beregnes
ved noe som kalles sylinderskallmetoden. Man tenker
at hgyden i riemannsummen beskriver arealet av et
sylinderskall

A(z) = 2na f(x)

mens bredden beskriver tykkelsen av sylinderskallet:

/T~

/ |
volum

= 2nx f(x)
2rahf(x)

h

~

T z+h
Kk— h —

Volumet blir

V= 27r/bxf(ac) dz.

a

Her er en illustrasjon av hvordan dette ser ut. Den
roterte funksjonen er f(x) = b—x pa intervallet [0, b].
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Eksempel 4.114. Volumet i figuren over blir

b
V= 27T/ xf(x) dx
0

b
:27r/ x(b—z) dzx
0

Buelengde

Vi kan bruke integralet til & beregne lengden til
kurven gitt ved y = f(x) der f : [a,b] — R. Trikset
er a se pa en kurve bestaende av sekantbiter til f:

~

T r+h

Hvis du tenker riemannsummer, blir den korrespon-
derende figuren slik:

/\1 (P

AT

lengde @

~

K— h —>l



Lengden av kurven fra (a, f(a)) til (b, f(b)) er

b
/ VIt (F (@) de

Eksempel 4.115. La b > 0. Vi beregner lengden til
kurven y = 22, fra (0,0) til (b, b?):

b b7
/\/1—|—4x2dx:2/ \/ 7 + 2?2 dx =
0 0 4
1 1 1
o2 T /1 g0
b 4+b +4<ln<b+ 4+b)+ln2>.

Dette integralet matte jeg sla opp i en tabell. Du
trenger ikke huske det til eksamen. A finne bueleng-
den til selv enkle funksjoner, kan veere ganske hardt.
Slik er livet. A

Numerisk integrasjon

I mange situasjoner er det enten umulig eller urealis-
tisk & antiderivere for a finne integralet. Funksjonen
e®* har ingen antiderivert som er enkel & evaluere,
mens andre funksjoner har s kompliserte antideri-
verte at det ikke er vits i & prgve en gang:

[‘loglcoscxn

7[[lng<cosixn[2 Li:[% [1 ftanl %I]JfZ Liz[é [rl +i-(1 —ntanl%”]#
2hzl—mn'§|)-2 le[—nmn[ %]' - 2L13l|rnn[§']+2 Liz'mnlg)] -

zqué_;qug|“n+zu4§pm4§p1”_
21_1_»[%|¢17‘»’{an(£]+‘1+‘{]]72u3(%[|1+ncan[“2—[)ellfn))+
log?(1- mn[‘” 1og:|m(§]+1), ‘ ‘
1og[m( - i) log(tan? ( - 1},1og[m[§)-,|1og(m-’('§)- 1)+

4 logran| 2|‘ 1) log(1 - tan(;: )) - loge4) log(1 f[anlg)] -

2 ]og(l flt‘lan)J log| t'll’l[X]' 2 log'l +xtan(x]|loglran[§)]—

e ) 1) efn(5) -4 -

2log{(-3 + & ) an() 1]]10gm(2] i)-

o) -y - ) 1)

210g(t1n[ '4, log[( 2]((1;1( ]+1] )
logr4|log(nn( l+l'+]og(r1n[ J- 1]10g[cosﬂ{'5)|, ‘
2logtan( ) tog[cos’( )+ log(cos?(; ) og{costw sec”(5 )+
logltan( i) log(cost sec? (; )+

] '
]og'tan( ]ﬂlloglcostr)sec )] /

(ol - o3 ) oo}

Eksempel 4.116. Man kan bruke riemannsummer
til & tilnserme integraler. Dersom en f er strengt vok-
sende pa intervallet [a, b], og punktene i en jevn par-
tisjon P gitt ved

b—a.
a+

der 0 < i < n, er gvre riemannsum gitt ved
ENE

og nedre riemannsum gitt ved

§
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Dersom f ikke er strengt voksende pa [a, b], er uttryk-
kene over ikke ngdvendigvis riemannsummer, men de
representerer fremdeles numeriske metoder for & til-

naerme integralet:
b
a

Eksempel 4.117. Dersom man tar gjennomsnittet
av uttrykkene i forrige eksempel, far man trapesre-

gelen:
b
1
[

o (Z fla
i=1
n—1

1 (fw )
“a (2+Zf(xi)+2>

Denne er noe mer ngyaktig enn riemannsummer, og
vi skal senere i semesteret se hvorfor. YAN

L(P) ~ A

n—1
+Zﬂm>
=0

Eksempel 4.118. Dersom man tar evaluerer f midt
mellom punktene i partisjonen, istedet for i ende-
punktene, far man midtpunktregelen:

[ =335

Denne er ogsa noe mer ngyaktig enn riemannsummer.

A

Det gar selvfolgelig an & implementere disse metode-
ne med ujevne partisjoner, men det er ikke sa viktig
for oss i dette semesteret.

Vi kan ogsa finne mer avanserte tilngerminger til in-

tegralet
b
= / f(z) dzx

ved & interpolere f, og sa integrere intepolasjonspo-
lynomet analytisk. Dette kalles kvadratur, og en be-
stemt metode kalles gjerne kvadraturregel. La x,; veere
interpolasjonspunkter pa [a, b], og I, de korresponde-
rende lagrangefunksjonene, slik at

Vi skriver

f(x;)A; = Qlf],

der vi har definert A; = j: I;(x) dx. Disse kalles kvad-
raturvektene, eller bare vektene.

Eksempel 4.119. En av de aller enkleste kvadratur-
reglene kjenner du fra M1. Den kalles trapesregelen,
er gitt ved

/abf(x)dzz (b—a) (f(a);rf(b))



og utledes enkelt ved & interpolere f med et fgrsteor-
dens polynom i x, = a og z; = b og integrere dette.
Vektene er

b—a
5
4.120. Gauss—Legendre-punktene for

Ay =4, = A

Eksempel

n = 2 pa intervallet [—1,1] er +,/%, og lagrange-

funksjoner er

og

Vi beregner

og

Eksempel 4.121. Simpsons regel, som du ogsa kjen-
ner fra M1,

QU =50 (s +as (“50) + 50,
har vekter
AOZAQZ%“ og Alzw.

Disse utledes ved & interpolere f med andre ordens
polynomer i a, b og “T“’, men dette er gjort i M1, sa
vi dropper det. A

Feilestimat

Det fgrste vi kan gjgre, er & sette opp en generell
regel for kvadraturfeil. Denne detter rett ut av feiles-
timatet for intepolasjon.

Teorem 4.122. La Q vere en n + 1-punkts kvadra-
turregel pa [a,b], og anta at f er n+ 1 ganger konti-
nuerlig deriverbar pd [a,b]. En gvre skranke for feilen
er

1111 - QIf)l = n+1 /H|x—xi\da;
=0
der M = maxse[ab |fn+1( ) .

Beuvis. Integrer feilestimatet

n+1 ) n
O I C
fra a til b og bruk at |f*!| < M. O

Fordelen med dette teoremet er at det er lett a bevise.
Ulempen er at det stort sett er mulig & finne skarpere
estimater, men disse er mer grisete & utlede. Vi tar
derfor med noen bedre feilestimater for forskjellige
kvadraturregler uten bevis.
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Teorem 4.123. For trapesregelen finnes det en s €
(a,b) slik at

(b — a’)3 ”
O s,

Teorem 4.124. For Simpsons regel finnes det en
€ (a,b) slik at

(b—a)®

2gg0 ()

If1=Qlf] = -

Det gar an & skrive opp feilestimater for kvad-
raturregler basert pa Chebyshev-punkter, Gauss-
Legendre-punkter og Gauss-Lobatto-punkter, men
de er ganske grisete, og bevisen er altfor kompliser-
te for oss. Vi ngyer oss derfor med noen eksempler,
der vi sammenlikner med den analytiske verdien til
integralet.

Eksempel 4.125. Vi tilnsermer

1
/ eCdr=e—e?
1

med trapesregelen:

= 2.350402387287603

Q[f] = et + e ~ 3.086161269630488.

Feilen er i samme storrelsesorden som svaret. Triste
greier. A

Eksempel 4.126.
bedre:

QLS =

Med Simpsons regel gar det litt

1
57! 4" + o) ~ 2.362053756543496

Her er feilen 0.011651369255893 ~ 10~2. A

Eksempel 4.127. Gauss-Legendre med n = 2 gir

QLf] = e V13 4 eV1/3 ~ 2.342696087909730

Her er feilen pd —0.007706299377873 ~ 102, og fak-
tisk mindre enn for Simpsons regel, til tross for at
kvadraturregelen er basert pa en lavere ordens inter-
polasjon. Dette eksemplet illustrerer at plasseringen
av interpolasjonspunktene har mye & si. A

Presisjonsgrad

Har forskjellige kvadraturregler noen andre gode
egenskaper enn hgy presisjon? Vi sier at en integra-
sjonsformel er eksakt for funksjonen f dersom

/a = >4,

Dersom du interpolerer et polynom av grad n elller
lavere med et polynom av grad n, blir f og p identiske.
Derfor ma det veere klart at

for alle polynomer av grad n eller lavere. Dersom
kvadraturregelen er intelligent designet, kan man
oppna hgyere presisjonsgrad enn som sa.



Eksempel 4.128. Trapesregelen har presisjonsgrad
1, for

Q1] = (b—a) (#) :b—a:/b dz

a

og

a+b b? —a? b
p-a)(57) =255 = [ e

a

mens

Q)= - (“5)

3 12 27 3 b
:b ab® + a®b a#/xde.

2

Disse beregningene viser at trapesregelen integrerer
alle forste ordens polynomer riktig, siden

Qlex + d] = cQ[z] + dQI1].
Ingen andre ordens polynomer integreres riktig, siden

Qlex? + dz + €] = cQ[z?] + dQ[z] + eQ[1],

og Q[x? A

| ikke integreres riktig.
Eksempel 4.129. Gauss-Lobatto n = 2 har presi-
sjonsgrad 3. Dette kan vises pa samme mate som for
trapesregelen, men vi venter litt med & se pa det.
Det er nemlig ikke sa vanskelig & vise generelt at en
n + 1-punkts Gauss-Lobatto-regel har presisjonsgrad
2n + 1, og dette skal vi gjgre senere. A

Eksempel 4.130. Simpsons regel har presisjonsgrad
3. En rask titt pa feilestimatet forteller at dersom f
er et tredjegradspolynom, er f4 = 0. VAN

Noen forskjellige kvadraturklasser

Kvadraturregler skilles av er punktfordelingen, og
hvorvidt man interpolerer med et polynom av hgy
grad pa alle punktene, eller deler opp intervallet og
interpolerer med stykkvis kontinuerlige polynombi-
ter, sakalt sammensatte regler. Vi skal ta for oss et
par klassiske kvadraturregler, og avslutte med en dis-
kusjon rundt sammensatte regler.

Newton-Cotes

Bade trapesregelen og Simpsons metode er eksempler
pa Newton-Cotes-regler. Dette er regler der interpo-
lasjonen er gjort pa ekvidistante gitre. En klassisk
leerebok i numerisk analyse vil typisk inneholde en
lengre utgreining om Newton-Cotes, men vi vet jo at
man skal styre unna polynominterpolasjon péa ekvi-
distante gitre, s& derfor lar vi Newton-Cotes ligge.

Eksempel 4.131. Trapesregelen og Simpsons regel
er Newton-Cotes-regler med henholdsvis n = 2 og

n=3. AN
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Clenshaw-Curtis

Clenshaw-curtiskvadratur baserer seg pa a integrere
chebyshevinterpolanten. For chebyshevinterpolasjon
er det lett a skrive opp formler for interpolasjons-
punktene, og pene formler for kvadraturvektene, men
disse formlene er vanskelige & utlede.

Teorem 4.132. Dersom n er et partall, og interpola-
sjonsgitteret er et n-punkts chebyshev ekstremalgitter,
er vektene til kvadraturregelen gitt ved

1
I
og
. ”Z” ’ o 2=
.= i
! (n—l = 452 —1 n—1

for2<i<n-—1.

Gauss-Legendre

Vi skal beskrive prosessen som produserer Legendre-
polynomene, og vise at denne prosessen produserer
kvadraturformler med presisjonsgrad 2n + 1.

Teorem 4.133. La q vere et polynom av grad n + 1

slik at .
/ qpdx =0

for alle polynomer p av grad mindre enn eller lik
n. En kvadraturregel med disse n + 1 nullpunktene
som noder, vil vere eksakt for alle polynomer av grad
mandre enn eller lik 2n + 1.

(4.1)

Bevis. Vi begynner med & vise at polynomet g har
n + 1 forskjellige nullpunkter pa intervallet [a,b]. L
Zg,Zq ..., &,_1 veere de r punktene der g bytter for-
tegn pa [a, b]. Polynomet
7"—1
(x —x;)
=0

har grad r, og bytter fortegn ngyaktig samtidig som
q, slik at enten

eller

QH@C—%‘)ZO

i=0
pa [a,b]. Dette betyr at

b r—1
[ all@=ads 20
a =0

og siden vi har
b
/ qpdx =0

for alle polynomer p av grad mindre enn eller lik n,
impliserer dette at r > n + 1. Siden r apenbart ikke
kan veere stgrre enn n+1, ma r = n+ 1. Altsa bytter

(4.2)



q fortegn n+1 ganger pa [a, b], og ma fplgelig ha n+1
nullpunkter pa [a, b].

La na h veere et polynom av grad 2n + 1 eller lavere,
og del h pa g med rest 7r:

h=qp-+r.

der p har grad n, og r har maksimal grad n. Vi eva-
luerer h i x;, og ser at

h(z;) = q(z;)p(;) +r(z;) = r(z;),

siden ¢(z;) = 0 for alle ¢. Siden kvadraturregelen er
basert pa integrasjon av et n-te ordens polyom, er
den apenbart er eksakt for polyonomer av orden n
eller lavere, og vi kan beregne

b b b
/ h(z) de = / q(x)p(x) + r(x) de = / r(z) dx
= r(w)A; =) hlx)A, O
=0 =0

K2

Eksempel 4.134. Vi tar et eksempel der vi konstru-
erer ¢ fra grunnen av. La n = 1 og [a,b] = [0,1]. Vi
ma finne

q(r) = azx? + bx +c.

Vi begynner med a kreve at ¢ skal sta ortogonalt pa
alle polynomer av grad 1 eller lavere. Dersom

1 1 a b
/q(:z:)d:z::/ax2+bz+cd:c:f+f+c:0
A A 3 2

og
1 1
b
/mq(m)dm:/ a$3+bxg+c:cdx:g+7+fzo’
b b 4 3 2

vil
/ (az + b)q(z) dx = 0.
0

Vi ganger den fgrste likningen med seks, den andre
med tolv, og far likningssystemet

(2 3 6) (g) B (0)
3 4 6 —\0)"
c

Litt gausseliminasjon gir
(2 3 6) (Z) B <0>
1 1 0 —\0)"
c

Her star det at a + b = 0, og at 2a + 3b + 6¢ = 0.
Lgsningsrommet er

(- (3)

q(z) = 622 — 62 + 1,

slik at

er et mulig valg for q. Andre valg av konstanten c vil
gi andre polynomer, men alle vi ha de samme null-
punktene, og det er dem vi er ute etter. Nullpunktene
til g er

S T S

Lagrangefunksjonene blir

m 25 - o33

og

n 22 - -3

slik at

A—\/??/la; (1 1)d:c L_ 4
1= —\5 5 5 =5 = 4o
b 2 23 2

Integrasjonsrutinen vi har laget skal veere eksakt for
alle polynomer opp til grad 3. Vi tester:

1<1 1>2+1<1+ 1)2 1 /1 2y
—_ - = —— — | = —— = - = x X
2\2 23 2\2 23 3

1(1 1>3+1<1+1>3 1 /1 3y
Sl =4+ — | === 23dax.
2\2 2V3 2\2 23 4

Merk at punktene er bare Gauss-Legendre-punktene
flyttet til intervallet [0, 1]. Dette eksemplet illustrerer

hvordan Gauss-Legendre-tabellen i interpolasjonska-
pitlet er konstruert. A

Kommentar. Legendrepolynomene er definert pa
intervallet [—1,1], s& eksemplet over laget ikke et le-
gendrepolynom, men derimot et polynom som har
nullpunktene til legendrepolynomet

1
Py = —(322 —1)
2
flyttet til intervallet [0, 1].

Vi kan utvide tabellen fra forrige kapittel med vekter.
Husk at tabellen gjelder for [—1, 1], sd om du trenger
integrasjonsrutine for andre intervaller, ma punktene
flyttes, og vektene beregnes pa nytt.

n oz A;
2 +4/3 1
3.0 8
5
/3 ]
3 2 /6 18++/30
4 E£\/7—%\/3 S
3,2 /6 18—/30
+ 7+7\£ T3
128
5 0 555
1 10 322+13V/70
5 0, £31/9—24/% 7500
1 10 322—13V70
5 0, £34/5+ 27 oo

Merk at alle vektene er positive. Kvadraturentusias-
ter regner dette som et kvalitetsstempel.



Gauss-Lobatto

Vi koster pa oss en tabell med vekter for Gauss-
Lobatto ogsa.

n A,
3.0 3
1
+1 z
4 44/ 5
1
+1 i
32
5 0 T
3 49
/7 90
1
+1 +
1 2 14+V7
6 £4/3— /357 30
1 2 14—7
/3 +t\/357 30
1
+1 L
256
7 0 o

1 ]5 2 /5 12447VI5
i1~ 11V 3 350

5 2 5 124—7+/15
i Tiays T om0

1
+1 57

Eksempel 4.135. Simpsons regel er ogsa en Gauss-
Lobatto-regel med n = 3. A
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Kapittel 5

Ordinaere differensiallikninger

De aller fleste differensiallikninger kan ikke lgses pa
en fornuftig mate med penn og papir. Vi skal begyn-
ne med & lgse noen relativt enkle likninger (regningen
blir allerede her ganske komplisert) og sa gir vi over
pa numeriske metoder. Til slutt kommer noen teore-
tiske greier.

Alternative kilder:

o Kreyszig kap. 1
e Lindstrgm I kap. 10

o Schaeffer/Cain kap. 1

Analytiske lgsningsteknik-
ker

Eksempel 5.1. Det aller enkleste initialverdiproble-
met er

y(t) +ay(t) =0 y(0) =y,
og alle barn i barnehagen vet at lgsningen er

y(t) = yoe .

Siden f(y) = y er kontinuerlig deriverbar overalt,
ma dette veere den eneste lgsningen, se avsnittet om
vanskelig teori nederst. A

Eksempel 5.2. Hvis du ikke liker konseptet at lze-
reren bare sier hva lgsningen er, kan lgsningen til
likningen i forrige eksempel utledes ved & huske at
likningen er separabel. En forsteordens differensial-
likning kalles separabel om den kan skrives pa for-
men

y(0) f(y(t) = g(b).

Disse lgses ved & integrere med hensyn pa t pa begge
sider. Vi skriver fgrst om

y(t) +ay(t) =0

til

Vi integrerer

og far

Infy(#)] —In[y(0)] = —at.

Hvis man har lest den vanskelige teorien pa slutten
av kapitlet, vet man at ingen lgsningstrajektorier kan
krysse hverandre, og siden y(¢) = 0 er den entydige
lgsningen dersom y(0) = 0, kan ingen lgsningstra-
jektorier bytte fortegn. Derfor har y(t) og y(0) alltid
samme fortegn, slik at

. _ o O v
L y(t)] = Infy(0)| = I3 755 = In
og
y(t) = e @t myO0) — 4 e—at, 4

Eksempel 5.3. Man kan ogsa bruke noe som kalles
integrerende faktor. Vi ganger

y(t) +ay(t) =0

med e og observerer at

4 (ey(t)) = e y(t) + e ay(t) = 0

dt
slik at
e“ty(t) =C
eller
y(t) = Ce
og folgelig
y(t) = yoe

A

Eksempel 5.4. I mange tilfeller vil luftmotstanden
til en partikkel i bevegelse avhenge kvadratisk av has-
tigheten til partikkelen. En geveerkules horisontale
hastighetskomponent beskrives av den separable dif-
ferensiallikngen

7ky2 = my7

der k er en konstant som avhenger av kulens form,
og m er kulens masse. La oss anta at kulens initial-
hastighet er y(0) = v. Vi skriver om til

integrerer opp



og far
ket 1 11
mo y0) yt) v y®)
eller
y(t) = — 2 A

k L= :

sty kvt +m

Eksempel 5.5. Initialverdiproblemet
y(t) = Vy(t) y(0) =0,

har to lgsninger

Y1 (t) =0

og
12
yz(t) -

Problemet er at f(y) = /y ikke er kontinuerlig deri-
verbar i y = 0. A

Eksempel 5.6. Likningen
y(t) +ay(t) = f(t)

dukker opp i ett bankende kjgr i anvendelser, s& vi
skal bruke litt tid pa & finne lgsningen. Det fgrste
vi gjor, er & skrive opp lgsningen for f = 0, altsa
lgsningen av

y(t) + ay(t) = 0.

Denne likningen kalles den homogene likningen. Lgs-
ningen kalles den homogene lgsningen, og er som
kjent gitt ved

y(t) = ce .
Vi kan bruke denne til & utlede et uttrykk for lgsnin-
gen til initialverdiproblemet

y(t) + ay(t) = f(t)

En stor vitenskapsmann har en gang i tiden skjont at
dersom f ikke er en grusom funksjon, kan lgsningen
fint skrives som

y(0) =0

der ¢(t) er en ukjent funksjon. Vi setter dette uttryk-
ket inn i likningen, og deduserer at

f(t)

y(t) +ay(t)
"(t)e ™ —ac(t)e ™ + ac(t)e™
¢ (t)e .

C

Men dette betyr at

c(t) = e f(t),

og folgelig at
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Det siste integralet kalles en konvolusjon mellom f(s)
og €%, og dette blir veldig viktig i senere i studiet.
Merk at lgsningen tilfredsstiller y(0) = 0. Dersom
man har initialbetingelse y(0) = y,, kan lgsningen
enkelt justeres til

t
o) =we s [N ds
0

Eksempel 5.7. Teknikken over kan utvides til & pro-
dusere en lgsningsformel for

y(t) +a(t)y(t) = f(t)

der a(t) er en kontinuerlig funksjon. La oss igjen forst
finne lgsningen til

y(t) + a(t)y(t) = 0.
Vi ganger likningen med exp fo ¢ a(s) ds, og far

y(t) exp/ a(s) ds+ a(t)y(t) exp/ a(s) ds = 0.
0 0

Men analysens fundamentalteorem gir oss at venstre-
siden kan skrives

y(t) exp/ a(s) ds+ a(t)y(t) eXp/ a(s) ds =
0 0

+ (urew / ) ds)

% (y(t) exp /0 as) ds) —0,

og folgelig

slik at

y(t) exp/ a(s) ds =c
0

y(t) = cexp (- /0 Cals) ds)

Vi bruker na det samme trikset som isted, nemlig &
anta at lgsningen nar f # 0 kan skrives

y(t) = c(t) exp (- /O als) ds> .

Derivasjon og innsetting i likningen gir

¢ (t) exp (— / a(s) ds) e

eller

slik at

eller

c(t) = /Ot F(u) exp (/Ou als) ds) .

Dette ser helt forferdelig ut. Lgsningsmetoden kalles
integrerende faktor. I praksis er det som regel ikke
ngdvendig & tenke sa komplisert, se eksempel

VAN



Numeriske metoder

Vi skal lage numeriske metoder for & finne tilnsermede
lpsninger for initialverdiproblemet

y=f(ty) yla)=c

pa intervallet [a,b]. La oss starte med en jevn parti-
sjon med n + 1 punkter

der

og 0 < i < n. Vier interessert i a finne tilnserminger
til y(t;). Den forste av disse kjenner vi, nemlig y(¢,) =
y(a) = ¢, Tilnsermingene til de etterfplgende verdiene
kaller vi y,, og gjgr vi alt rikig, vil vi ha

v = y(t;)
for alle 1.

Siden ¢ en en kontinuerlig funksjon pa [a, b], gar det
knirkefint & bruke analysens fundamentalteorem, og
skrive

tiva
tiv1) —y(t;) = y(t) dt.
yltier) — u(t,) / i
Siden y = f(t,y), kan vi skrive
tit1
y<tz‘+1> —y(t;) = / f(t,y(t))dt.
t;

Dette er arbeidshesten var, og vi skal utlede nume-
riske metoder ved & sette inn forskjellige approksi-
masjoner for integralet pa hgyre side, samt erstatte
y(ti 1) —y(t;) med y; ., — y; pa venstre side.

Eksempel 5.8. Gjgr man den szrdeles enkle tilnser-
mingen

tit1 tit1
/ Sl y(t)) dt ~ / F(t ) dt = hi(t:, ),
t; t;

far man en metode som kalles Eulers eksplisitte me-
tode:

Yir1 = Yi +hf(t,y:) A

For & komme i gang med beregningene, er det bare &
definere y, = ¢, og sa beregne

Y1 = Yo + hf(to,yo) = ¢+ hf(a,c)
Nar vi nd har y,, kan vi tilsvarende beregne
Yo =y1 +hf(ty,y1)

0og
Ys = Yo + hf(ty,y2)

og sa videre, helt frem til

Yn = Yn—1 + h‘f(tnfh ynfl)'

Eksempel 5.9. Velger man den tilsvarende enkle
tilnsermingen

tig
/ St y(®) dt ~ Bt yie),
t;

far man Eulers implisitte metode

Yier =Y + hf(tia, Vi) A
Eksempel 5.10. Trapesregelen

tiv1

£t 0(0) dt 5 () + Pt )

i

gir trapesmetoden

h
Yir1 = Y; + §(f(tz7yz> + [t Yir1))- A

Eksempel 5.11. Tilnzermer man trapesregelen med
formelen

g (f(tisy) + f(tipr,07))

tiv1
/ F(ty(t)) di ~

der y* =y, + hf(t;,y;) er et eksplisitt eulersteg, far
man Heuns metode:

y =y +hft;, ;)

M o) + ) O

yi+1:yi+2(

Eksempel 5.12. Bruker man tilnsgermingen

fi titlivi Yty
[ sty ar g (e B e
t

i

far man midtpunktmetoden

Yiyr =Y +hf (ti + g, $i T Yin +2y”1) . AN
Dette er alle metodene vi skal analysere, og alle er
eksempler pa noe som kalles Runge-Kutta-metoder.
Metodene faller i to kategorier. I den ene kategorien
(eksplisitt Euler og Heun) er y,,, alene pa den ene
siden av likningen for metoden, mens i den andre
kategorien (implisitt Euler og trapesmetoden) finner
du y;, overalt i likningen, og det er ikke bare bare
a lgse for v, .

Du lurer sikkert pa hvorfor man har sd mange for-
skjellige metoder, og det korte svaret er som ellers i
anvendt matematikk: noen metoder eksisterer fordi
de er lette & finne opp og forsta, mens andre metoder
finnes fordi de er skikkelig bra. Dette skal vi se pa
na.

Eksempel 5.13. Vi lgser initialverdiproblemet
y=-y y0)=1

med Eulers eksplisitte metode pa intervallet [0, 1]. Si-
den f(t,y) = —y, blir metoden

Yir1 = Y; — hy; = (1—="h)y,



med

Yo = 1.
Lgsning for h = 0.25 gir figuren under. De bla dia-
mantene er Yy, Yo, Y3, Y4 O Y5, mens den rgde kur-
ven er den analytiske lgsningen y = e~*. Vi beregner
y(1) = 1/e ~ 0.367879441171442, som kan sammen-
liknes med y5 = 0.31640625:

ys — y(1) = —0.051473191171442. VAN

Eksempel 5.14. Vi lgser samme problem som i sted
med Eulers implisitte metode. Metoden blir

Yir1 = Yi — MWit1,

som vi lgser for y; ,, og far

i+1 (1 + )
Figur under for h = 0.5. Vi far y5; = 0.4096, og
ys — y(1) = 0.041720558828558. A

Eksempel 5.15. Trapesmetoden:

1
Yig1 =Y — §h<yi + Yis1)-

Vi lgser for ;. ,, og far

_2—h
Yig1 = 2+ h hyi'
Denne treffer noe bedre:
ys —y(1) = —0.001929128719072. AN

Eksempel 5.16. Heuns metode:
Y =y —hy;
1
Yit1 = Yy — §h(yz + )
0g
Y5 — y(1) = 0.004649588674749.

Bedre enn Euler, men ikke helt trapesmetoden. A

Disse metodene oppforer seg litt forskjellig, og det
ser ut som om noen er litt mer ngyaktige enn andre.
Dette skal vi se en forklaring pa i neste bolk, som
handler om rekkeutvikling.

Metodene vi har utledet til na, kalles enstegsmetoder,
for kun y,,, og y, figurerer i likningene. Grunnen til
at alle metodene er pa denne formen, er at det kun er
brukt en type endelig differansetilnserming pa venstre
side av
i) = f(z,y(x)),

nemlig den forste ordens differansen

Y(@ip) ~ %
Na er det ingenting i veien for & bruke en hgyere
ordens tilnzerming, for eksempel sentraldifferansen

. Yit1 — Yia

y(@;) ~ T on
Setter man denne inn for ¢, fir man leap-frog-
metoden

Yirr = Y1 + 2hf(2;,y;).

Her inngér bade y,,,, ¥; 0og y;_1, og leap-frog er et
eksempel pa en flerstegsmetode. Flerstegsmetoder er
ikke pensum i dette kurset.
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Figur 5.1: Eulers eksplisitte metode
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Figur 5.2: Eulers implisitte metode
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Figur 5.3: Trapesmetoden
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Figur 5.4: Heuns metode




Feilanalyse

I dette avsnittet skal vi ta en titt pa hvorfor meto-
dene treffer sa foreskjellig. Vi skal indikere hvordan
analysen far for eksplisitt Euler, og s& skrive opp re-
sultatet for de andre metodene.

Lineariseringen som gir det forste eulersteget er

y(wy) = y(xg + h)
Y(xg) + hf(zg,y(xg))
y(xg) + hy(zg).

Q

Vi antar at y er en analytisk funksjon, og taylorut-
vikler:

y(x1) = y(xg + h)

./
= (o) + hieg) + L0y
Sammenlikner vi denne med

Y1 = y(xg) + hy(zg),

ser vi at feilen i det fgrste eulersteget er gitt ved

y./(‘rO)hZ 4 y”(‘rO)hB 4.

y(ry) —y = 9 6

altsa taylorrekkehalen til . Hvis vi antar at & er liten,
slik at h? er mye stgrre enn h3, og leddet

' () 2
— h

dominerer halen pa taylorrekken, er det ikke urimelig
a hevde at eksplisitt Euler har lokal feil av stgrrel-
sesorden hZ.

Feilen etter ett steg er altsa av stgrrelsesorden h2.
Men hva er feilen etter n steg? I eksemplene i forrige
avsnitt, kjorte vi lgserne pa intervallet [0, 1]. La oss
si at vi kjgrer pa intervallet [z, zq + a]. Vi velger h
slik at

T, =Ty +hn=zy+a

og
n=—.

h

Hvis vi na gjor n steg med eksplisitt Euler, samler vi
i hvert steg opp en lokal feil omtrent lik

v (z;) 2
h=.
2

Feilen etter n steg blir

i y/ (2331) h2,
i=1

og hvis vi antar at ¢ < M pa [zy,zy + a], er det
rimelig & hevde at

Z Y (Qf”i)hz < Mnh? = ]\4%h2 = Mabh.

=1

Vi sier derfor at eulers metode har global feil av stgr-
relsesorden h.
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Teorem 5.17. Lokal og global feil for meto-
dene:
Metode Lokal feil  Global feil
Eksplisitt Fuler h? h
Implisitt Euler h? h
Trapesmetoden h3 h?
Heuns metode h3 h?
RK/ hb ht

Vi skal ikke bevise dette teoremet, men nevner at be-
visteknikken er den samme for alle metodene: taylor-
utvikle om z for & finne lokal feil, og s& se pa hva
som skjer etter n steg. Dette teoremet forklarer langt
pa vei hva som skjedde i eksemplene i forrige avsnitt.
Na& tar vi et par eksempler der vi lar h — 0.

Eksempel 5.18. Vi kjgrer samme eksempel som i
forrige avsnitt, men na bruker vi Eulers eksplisitte
metode for h = 0.1, h = 0.01 og sa videre. Resulta-
tene er oppsummert i fglgende tabell:

1001 —1.920100107144218¢ — 02
1072 —1.847099898213078e — 03
1073 —1.840164004788258¢ — 04
1074 —1.839473847314865¢ — 05
1075 —1.839403194148215¢ — 06

Dette eksemplet demonstrerer tydelig at feilen etter
n steg er proporsjonal med h. Pa folkemunne sier man
gjerne at man far en ekstra korrekt desimal hver gang
man tideler h. Eulers implisitte metode oppferer seg
omtrent likt, si den hopper vi over. A

Eksempel 5.19. Trapesmetoden for h = 0.1, h =

0.01 og sa videre:

107! —3.068987885734287e — 04

1072 —3.065695217463471e — 06
1073 —3.065658332745969¢ — 08
107%  —3.069314802317535¢ — 10
107°  —5.472844399889709¢ — 12

Her er feilen etter n steg proporsjonal med h%. P&
folkemunne sier man gjerne at man far to desimaler
hver gang man tideler h. Heuns metode produserer
omtrent den samme tabellen. AN

Eksempel 5.20. RK4:

h Y —y(1)
10T 3.332410560830112¢ — 07
102 3.091293887536040¢ — 11
1073 3.996802888650564¢ — 15
1074 2.664535259100376¢ — 15
1075 —3.330669073875470¢ — 15

Hva skjedde her? Feilen etter n steg proporsjonal med
h*, alts& fire desimaler for hver tideling av h, men
bare for de fgrste tre tidelingene. Nar h = 10~ har
vi nadd sékalt maskinpresisjon. Matlab regner bare



med 16 desimaler, og dette setter en stopper for kon-
vergensen. A

Eksempel 5.21. RK4, men néd har matlab fatt be-
skjed om & regne med 32 desimaler:

h Yy, —y(1)

10°T  3.332410561118064e — 07
1072 3.091319001284922¢ — 11
1073 3.068217823302200e — 15
107%  3.065917492545278¢ — 19
1075 3.065687557054922¢ — 23

Tabellene til n& har tatt en brgkdel av et sekund &
produsere. Til ssmmenlikning tok denne her rundt ti
minutter, pluss noen timer knoting for & finne ut av
hvordan matlab skal regne riktig med 32 desimaler.
Presisjon koster! VAN

Stabilitet

Har metodene noen andre egenskaper? Eulers ekspli-
sitte og implisitte metoder ser til forveksling like ut,
og har akkurat samme orden. Men de oppforer seg
ganske forskjellig.

Eksempel 5.22. Vi kjgrer eksplisitt Euler pa samme
problem som over, men pa intervallet [0, 30], og h =
0.9. Det er trukket rette linjer mellom eulerstegene,
s& det skal bli litt enklere & se hva som skjer. A

Eksempel 5.23. Vi kjgrer igjen pa intervallet [0, 30],
men na med h = 1.5. Den numeriske Igsningen ser ut
til & virre frem og tilbake en del fgr den sikter seg inn
pa rett spor. A

Eksempel 5.24. Intervallet [0,30], men nd med h =
2.1. Hva den numeriske lgsningen tenker pa, er ikke
godt & si, men noe fornuftig er det ihvertfall ikke. A

Eksempel 5.25. Vi kan sla fast at eksplisitt Euler
ikke fungerte, og det ser ut som om det gar galt fordi
h er for stor. Vi prgver Euler implisitt pa samme
intervall, men med h = 10. Det gar riktig bra. A
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Forklaringen pa hva som skjedde her, er ganske en-
kel. Eulers eksplisitte metode er, for eksemplet vi har
studert,

Yiy1 =Y —hy;
= (1—h)y;
=(1—h)%y; 4
= (1—h)*lyy = (1 h)'*,

med andre ord en geometrisk fglge. Siden gymnaset
har du visst at denne fglgen divergerer dersom

1—hl>1

og denne ulikheten blir innfridd akkurat i det h bik-
ker 2. Kjgrer vi samme resonnementet pa Euler im-
plisitt, far vi
1
Yit1 = W



I vart tilfelle er h > 0, sa det ma veere klart at

1

0< ———
St ny

<1,

og folgelig konvergerer fglgen mot 0 for alle valg av
h.

Analysen vi har gjort, kalles stabilitetsanalyse, og
y = —y er et sakalt testproblem. Vi far ikke eksakt
informasjon om hvordan Eulers metode kommer til &
oppfgre seg for alle mulige differensiallikninger, men
vi kan fa en magefslelse allikevel. Vi skal ikke gé& inn
pa en lengre diskusjon om stabilitetsanalyse, som er
et forskningsfelt i seg selv, men nevne at stabilitets-
problemer er som regel betydelige for eksplisitte me-
toder, og ikke-eksisterende for implisitte metoder.

Eksempel 5.26. Vi prgver Heuns metode pa [0, 30],
med h = 3. Som du ser, gar det ganske darlig. A

10000

9000
8000 [
7000
6000
5000 [
4000
3000 /

2000 [ /

1000 | pd

Eksempel 5.27. Vi prover RK4 pa [0, 30], med h =
2.1. Det gar ikke noe bedre. VAN
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Mer om implisitte metoder

Sa hvorfor bgr vi ikke alltid bruke implisitte metoder?
Det er et komplisert spgrsmal & svare pé, men vi skal
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gjore et forsgk i dette avsnittet. Vi begynner med et
eksempel, der vi setter opp de forskjellige numeriske
metodene.

Eksempel 5.28. Vi skriver opp de forskjellige me-

todene for
.y — 2wy’
14z
Eksplisitt Euler:
Yi — 295iy'2
oy 4+ pETidi
yz+1 yz + 1 i xi

Imsplisitt Euler:

2
Yir1 — 2210
=, + R
y7,+1 yl 1+$i+1
Trapesmetoden

Yi — 2%1‘/1‘2
1+,

h Yir1 — 2xi+1yi2+l
yi+1_yi+2 ( 1+ 2.,

Heuns metode

Yig1 = Yi + hll_'_ix:_l

h yi_Q%Z/?
yi+1_yi+2( 1+z,

Yigr — 2Ii+1(yf+1)2
1+,

RK4
Yi — 2$iyz‘2
1+,
(yi + 5ky) =2 (2 +
1+ (z; +

k:l:

) (i + 5k1)°

)

(yi + §ka) — 2 (2 + §) (v + %’@2
1+ (z;+2)

(y; + hkg) — 2(z; + h)(y; + hky)?
1+ (z; + h)

(S

ko =

|z

= ©

k3:

ky =

h
Yir1 =Y + 5 (ky + 2ky + 2k5 + ky) -

Jeg har for RK4 beholdt parentesene for & prgve &
beholde den visuelle likhetene med de generelle lik-
ningene som definerer metoden. Men det er strengt
tatt ikke ngdvendig. A

I dette eksemplet kan ¥, ; beregnes analytisk for de
implisitte metodene, men merk at dette fort kan bli
en smule haplgst om likningene ikke er kvadratiske i
Yis1, slik som her. Standardteknikken er da & sla til
med en numerisk likningslgser.

Iterasjonen

2
Yir1 — 2T,1Yi4

L .=vy. +h
Yit1 Yi 1 +mi+1

allerede er pa formen y,; | = g(y;,,), og dette gjor at
fikspunktiterasjonen er et pedagogisk naturlig valg.
Dersom h er liten, blir gjerne ¢’ liten, og da hus-
ker du fra tidligere at fikspunktmetoden konvergerer
ganske kjapt. Men hele poenget med implisitte me-
toder, er jo nettopp a slippe & matte bruke smé h, sa
Newtons metode er et bedre valg. Jeg skal allikevel
bruke fikspunktmetoden for & spare litt kognitiv last
pa dere.



Eksempel 5.29. Vi lgser

oy — 2y 2
= - - 0 — —
Y 1+ y(0) 5

med
Yit1 — 2xi+1yi2+1

L+,
Under er Igsningskurve beregnet med h = 0.2 pa
intervallet [0,10]. Fikspunktmetoden trengte med
startgjetning y; et sted mellom 13 og 21 iterasjoner
for & nd maskinpresisjon i hvert steg. Med lavere h
vil antall iterasjoner ga ned. AN

Yis1 =Y; th

Eksemplet over illustrerer et viktig moment. Koster
det mange flyttallsoperasjoner a kjore en metode til
en gitt presisjon? Det hjelper ikke & ha en metode
som beregner alt til maskinpresisjon om metoden tar
ett ar & kjgre. Implisitte metoder er ofte robuste og
stabile, men de koster ogsé mer & bruke.

Vanskelig teori
Differensiallikningen vi skal lgse er

y(t) = f(y(t))

En lgsning er en kontinuerlig deriverbar funksjon
y : [a,b] — R som passer i likningen. Dersom vi in-
kluderer en betingelse pa formen

t € [a,b].

yla) =c

har vi et initialverdiproblem. Om dette problemet
kan lgses, og hvorvidt det finnes flere lgsninger, av-
henger av f.

Entydighet

Dersom f er kontinuerlig deriverbar pa R, og
y tilfredsstiller

er y entydig bestemt.

Bevis. La oss anta at det finnes to kontinuerlig deri-
verbare funksjoner y; og y, slik at

vy =fy1) wila)=c
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og

Yo = f(y2) yala) =c.
Vi gnsker & studere differansen z = y; — y,. Hvis
vi trekker de to initialverdiproblemene over fra hver-
andre, ser vi at funksjonen z tilfredsstiller

Z(t) = 91 (t) =9 (t) = f (1 (1) — f(ya(D))

med initialverdibetingelse
z(a) =y, (a) —yy(a) = 0.

La oss forst fa rede pa et par grunnleggende fakta-
opplysninger. Siden z er kontinuerlig deriverbar pa
[a,b], ma z ha maksimums- og minimumsverdier pa
[a, b]. La oss kalle disse ¢ og d.

Siden f er kontinuerlig deriverbar, mé | f'| ha en mak-
simumsverdi A pa [c,d]. La na P veere en jevn parti-
sjon med punkter

b—a

tZ:a+Z

og velg n slik at AI’*T“ < 1. For det forste gir sekant-
setningen at

w4

fyi(t) — f(ya(1))
Yy (t) —

pa [a,b], som gir at ogsa

12" ()] = 91 (8) — g (D)
= [f(4:(1) = f(y (1))
< Alyi () — g ()] = Al2(2)]

pa [a,b].

N4 ser vi pa intervallet [a, t;]. Siden z er kontinuerlig
deriverbar, ma bade |z| og |2’| ha maksimumsverdier
pa dette intervallet. Vi kaller disse M, og M, og ser
at

b—a

|z(t)| < My (t; —a) = M, n

pa [a,t;] siden z(a) = 0. Men siden |2 (t)| < Alz(t)|,
ma M; < MyA, slik at

b—a b—a

2(t)] < M,

< MyA

Men vi har valgt n slik at
b—a

A <L

Ulikheten
b—a

|2(1)] < M, A

sier at pa [a,t;] er |z| mindre enn sin egen maksi-
mumsverdi ganger et tall som er strengt mindre enn
1, og dette er kun mulig dersom z = 0 pa [a, t;]. Altsd
er y; og y, identiske pa [a,t,].

Men dette betyr at z(¢;) = 0, og na kan vi gjenta
resonnementent pa intervallet [t,1,], s& pa [ty, 3] og
s& videre, og konkludere med at y, og y, er identiske
pa hele [a, b]. O



Det er relativt enkelt & utvide teoremet over til &
gjelde for initialverdiproblemer av typen

y(t) = f(t,y(t))

Hvis du studerer beviset, vil du se at det vi trenger for
teoremet skal vaere sant, er at det finnes en konstant

A slik at
’f(t,y) —f(t,2)
y—

yla) =c.

< A
z

I dette tilfellet sier vi at f er lipschitzkontinuerlig i
det andre argumentet.

Andre ordens lineare diffe-
rensiallikninger

Na& skal vi behandle linesere andreordens differensial-
likninger med konstante koeffisienter:

y" + a1y +agy = f(t)

Det er vanlig & kreve at y € €2, altsa at y har to kon-
tinuerlige deriverte. P4 denne méten kan man sikre
at likningen faktisk gir mening. Det finnes mange si-
tuasjoner der dette kravet kan slakkes noe, men det
er pensum i M4.

Hvor kommer andre ordens differensiallik-
ninger fra?

En Kkloss sklir friksjonsfritt pa underlaget, og er festet
til veggen med en fjeer. Hookes fjeerlov sier at

Fjeer l

|
MW\~

der y er hvor langt fjeeren er strukket eller kompri-
mert, k er en konstant som avhenger av fjeerens stiv-
het, og F(y) er kraften fra fjeeren pa klossen. Dersom
y(t) er klossens posisjon, er klossens akselerasjon gitt
ved y”(t), og Newtons andre lov blir

—ky = my”,

der m er klossens masse. Dette er en differensiallik-
ning. Vi skriver vanligvis

my” + ky = 0.

Vi kan komplisere det litt til. La oss innfgre luftmot-
stand. Luftmotstand avhenger kvadratisk av farten:

F(y') =b(y")%
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der b er en proporsjonalitetskonstant som sier noe om
luftmotstanden. Den totale kraften blir

Fly,y') = —ky+b(y')?,
slik at Newtons andre lov gir
my” —b(y')? + ky = 0.

Denne likningen har et problematisk ledd, b(y’)2.
Men vi kan gjgre en forenkling. Dersom klossen ligger
i en tyktflytende vaeske, blir motstanden proporsjo-
nal med farten istedet for kvadratet av farten, og vi
far likningen

my” —cy +ky =0,

som er mye enklere a lgse.

N4 skal vi komplisere det enda litt. La klossen henge
fra taket. I tillegg til fjeerkraften og luftmotstanden,

vil nd ogsa gravitasjonen pavirke bevegelsen. Gravi-
tasjonskraften er en konstant kraft mg nedover. Den
totale kraften er

F(y,y') = —ky + by’ —myg,
og Newtons andre lov gir differensiallikningen

my” — by’ + ky = mg.

Noen smating

Vi skal behandle andre ordens differensiallikninger
med konstante koeffisienter:

agy” (t) + a9’ (t) + agy(t) = f(t)

Det er vanlig & sette a, = 1, for a forenkle analysen.
Vi slipper & ha med a, i alle formler og utledninger,
og vi slipper a luke ut a, = 0 hver gang vi skal sette
opp et teorem. Dersom a, skulle slumpe til & veere
noe annet enn 1, kan du dele den ut av likningen for
du setter igang.

Det er tradisjonelt og praktisk & sortere likninger i to
kategorier, de homogene:

Yy () +ayy'(t) + agy(t) = 0
og de inhomogene:

y'(t) + ary'(t) + agy(t) = f(1)



Lgsningsteknikk for homogene likninger

Vi kaller gjerne lgsningen av

y'(t) + ary'(t) + agy(t) =0

for y,,, der h-en star for homogen. Det fgrste man
kan merke seg, er at vi har allerede leert & lgse denne
typen likning i forrige kapittel. Dersom vi innfgrer
de nye variablene v; = y og v, = y’, kan likningen
skrives om til systemet

0 1 v | v ’
[_ao —al] L}J B L’J
Vi vet derfor at vi kan forvente to linezert uavhengige
Igsninger. Det karakteristiske polynomet til matrisen
er:
A2+ a A+ ag.

Egenvektoren til A er:

[

Den karakteristiske likningen kjenner du forhapent-
ligvis igjen fra gymnaset, der du lserte a lgse disse
likningene. Den gang sa de noe sant som at alle lgs-
ninger var pa formen Ce* eller Acost + Bsint, og
s& satte de dette uttrykket inn i differensiallikningen
for & utlede den karakteristiske likningen.

Vi kan bruke analysen fra forrige oppgave til & liste
opp lgsningen til den homogene likningen for forskjel-
lige typer egenverdier. Merk at vi er i utgangspunktet
kun interessert i v,, og derfor ikke har bruk for egen-
vektorene nar vi skal skrive opp homogene lgsninger.

Dersom A; # A, er reelle, kan vi plukke ut forstekom-
ponenten av den generelle lgsningen av systemet, og
fa

Y () = creMt + cpetat,

Dersom A = a + f1, slik at

0g
-1
b, Bl’

Y, (t) = dye® cos Bt + dye® sin Bt.

far vi

Dersom A; = A, = A, kan vi stokke litt om pa verdi-
ene til ¢; og ¢y, og fa

yp, (1) = cpet + cotert.
Eksempel 5.30. Lgsningen til
Yy —y=0

er
y(t) = cet + cyet. A

Eksempel 5.31. Lgsningen til
Yy +y=0

er
y(t) = ¢q cost + cysint. A

Eksempel 5.32. Lgsningen til
y' =2y +y=0
er
y(t) = cyet + cqtel. A
Lagsningsteknikk for inhomogene likninger

Tilsvarende kalles vi lgsningen til

y' (1) + ary'(t) + agy(t) = f(1)

for y,,, der p star for partikuleer. La y;, = y; +ys,, der
Y1 0g Y, er to linesert uavhengige homogene lgsnin-
ger. P& samme maéate som i kapittelet om systemer av
differensiallikninger, finnes det en formel for a finne
Igsningene til inhomogene systemer. Ved & sette inn
de homogene lgsningene i den, vil du fa at partiku-
leerlgsningen kan beregnes pa fglgende mate:

_ t Y (
%“”‘”Aa%@w5$—yﬂ$%@>

_ ! Y2(5)f(s) s
“lwa@—%@WQ”

Selve utledningen av formelen er ikke s interessant,
sa vi overlater det til spesielt interesserte.

Eksempel 5.33. Den homogene lgsningen til

y// —y = th
er
Yp(t) = cre + coe™ = 1y (1) + c1ys(1),
slik at
y1 (1) f ()
b 2] (s (t) — ya(t)yi(t)
Yo () f (1)
Y (0ws(t) — ya(t)y] (L)
B ot o2t
=¢€ t/ et t o tet dt
e te?t 1
N et/ —ete~t — e tet dt = §e2t7
0og

1
Y=yp Ty, =cre’ +cpet + 56%- A
Eksempel 5.34. Den homogene lgsningen til
Yy —y=¢

er

yp(t) = cret + coe



slik at
€t€t
_
Yp(t) = e / “ole—t — o—tel dt
e tet 1
t _ t

e /m‘“—i“—”e’

og

1
y=cet +cget + §(t —1)et.

Eksempel 5.35. Den homogene lgsningen til

y” +y =sint
er
yp(t) = cq cost + ¢y sint,
slik at
costsint
t) =sint | —————— dt
U () /cos2t—|—sin2t
sin? ¢

—00515/7_2 dt
cos2t +sin®t

:sint/costsintdt—cost/sithdt

1 . t 1 .
1 sint cos 2t — cost (5 1 sm2t>
1 .
= —itcost—smt.

Merk at den homogene lgsningen y; = sina dukket
opp i prosessen. Dette skjer av og til, men gjor in-
genting. Vi har

AN

1
Yy =cycost+cysint — itcost.

Med litt trening vil du merke at du ikke alltid trenger
a bruke den store formelen for & finne den partiku-
leere lgsningen. Med litt erfaring kan man gjette hva
den er. En grundig diskusjon av dette er imidlertid
kjedelig og langdryg, og det krever mye trening a se
hva lgsningen er i noen tilfeller. I andre tilfeller gar
det ikke an a gjette pa partikuleerlgsningen, og ogséa
disse tilfellene krever mye erfaring a se med det blotte
gye.

Eksempel 5.36. Det trengs ikke serlig rutine for &
se at den inhomogene lgsningen til
y// + 2y -1

ma apenbart veere en konstant funksjon f(z) = K.
Innsetting gir

0+2K =1,
slik at K = 1/2. A

Eksempel 5.37. Det trengs heller ikke szerlig rutine
for & se at den inhomogene lgsningen til

y// + y — et
er Ket. Innsetting gir K pé samme mate som i forri-
ge eksempel. Det trengs derimot endel erfaring for a
gjette at partikuleerlgsningen til
y” +y =sint

er pa formen Ktcost. Dette er fordi sint er en ho-
mogen lgsning. A
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Initialverdiproblem

Til slutt kan vi registrere at den generelle lgsningen
til
agy” (1) + ary’(t) + agy(t) = f(¢)
er
y(8) = yn(t) + y, (2).

Merk at det finnes to ubestemte koeffisienter i y,,,
sé et initialverdiproblem trenger to betingelser - den
vanligste formen er

Yy (ty) = b.

Eksempel 5.38. Lgsningen til initialverdiproblemet

y(tO) = a,

y// —y= e2t
med betingelser
y(0)=1, ¥'(0)=0
er 5 )
Y= ge’t + —e?t. A

Det ikkediagonaliserbare tilfellet

Dersom a? = 4ay, slik at likningen
AN+ ad+a;=0

kun har en lgsning, er vi i det ikkediagonaliserbare
tilfellet fra forrige kapittel. Men i dette kapitlet finnes
det et triks.

Eksempel 5.39. Vi ser pa likningen
Yy +2y+y=0.
Den karakteristiske likningen er
AM+20+1=0
som kun har lgsningen A = —1. Merk na at
(ye")" =€ (y" +2y +y) =0.

Dersom vi integrerer denne likningen to ganger, far
vi

Yy= 67t (clt + CO) )
slik som i avsnittet om generaliserte egenvektorer i
forrige kapittel. A

Teknikken over fungerer generelt. La oss anta at den
karakteristiske likningen

AN +a A +ag=0
kun har en rot. I sa fall er
a? —4ay =0
slik at den karakteristiske likningen kan skrives

2 a%
)\ +0J1)\+Z:O

Den doble roten er A = —%. Prov selv.

Numeriske metoder for andre ordens differensiallik-
ninger venter vi litt med. Det er mer praktisk & ta
nar vi har leert om systemer av differensiallikninger.



Kapittel 6

Laplacetransform

Laplacetransform er en snedig teknikk for & lgse or-
dineere differensiallikninger. La x : [0,00) — C veaere
en funksjon.

Laplacetransformen til = er

der s = 0 + iw.

Det er klart at laplacetransformen er en linesropera-
tor. Fgrst kan man spgrre seg hvilke funksjoner det
er naturlig a finne laplacetransformen til. Vi noterer
oss at £(x) er definert ved et uegentlig integral, og
at dette bgr konvergere.

Hva kan du putte inn?

La z en stykkvis kontinuerlig funksjon, og la
a og M > 0 veere reelle tall slik at

|z(t)] < Medt

/ x(t)e st dt.
0

konvergerer absolutt dersom o > a.

for ¢>0.

Integralet

Dette er ikke sa vanskelig a tro pa:

/ x(t)e st dt
0

(o) o0
M/ eMe st dt < M/ ela=slt gy = —
0 0

g/ |z(t)]|e st dt <
0

s—a

Eksempel 6.1. Vi kan ikke beregne
£L(et”) :/ et* st d,
0
for et vokser for fort. Siden
lim ¢’ =
t—o0
kan integralet ikke konvergere. A

Eksempel 6.2. Sa lenge s > a, kan vi fint beregne

1

s—a

A

L(e) = / ela=s)t gt =
0

7

Eksempel 6.3. Vi kan ogsa beregne

£(0) = / Oc—5t dt = 0. A
0

Heretter skal vi alltid anta at s er valgt slik at in-
tegralet konvergerer. Vi skal ogsa anta x er stykkvis
kontinuerlig og tilfredsstilller |z| < Me®. Stykkvis
kontinurelig betyr at x kan ha maksimalt et endelig
antall sprang.

Eksempel 6.4. La x(t) = cost.
L(r) = / e st cost dt
0

_ !

o0 . .
— / (ezt + efzt) efst dt
0

2
1 /Oo (i—s)t —(i+s)t
= - e +e dt
2 Jo
1 ( 1 n 1 ) s
S 2\s—i s+i) 241
Her har vi brukt en omskrivning av Eulers formel:
it | it
cost = € e VAN
2
Eksempel 6.5. Og né z(t) = cosht.
t ot
L(z) = £ (e te )
2
1 t —t
= S (&) +£(e ™))
1 1 1 s
2(5—1+s+1) s2—1

La o > 0. Vi beregner

Dersom s > 0 og |#(t)| < Me® er stykkvis
kontinuerlig, er




Eksempel 6.6.

L(sinht) = s£(cosht) + cosh(0)

s
= — ]_ = . A
Y21 * s24+1
Eksempel 6.7. Vi beregner fgrst
o 1
anz/ st b= 1,
b s
La néd z(t) = t™. Den n-te deriverte av x er:
() = n!
og siden f¥(0) = 0 uansett k, far vi
nlL(1) = s"L(t"),
slik at
n n!
L") = sy A

Vi kan lage en regneregel for motsatt vei ogsa. La
o > 0. Vi beregner

5@%=/m9@k*tﬁ
0

o0

La g(t) = fot f(u) du. Dersom g tilfredsstiller
vekstkravet, har vi:

Eksempel 6.8.

zwpm»:/ S(t—a)estdt = a5 A
0
Eksempel 6.9.
. 1
L(sint) = —L(cost)
s
1 s 1
== A
ss2+1 s241
Eksempel 6.10.
L ((t2 — 1)€_t2/2) =3s2L (e_tz/Q) —s
s
= —8— 1 = —
1 + s2+1 A

La g(t) = tx(t) og £L(z) = F. Anta at x er
deriverbar. Da har vi:

L(g) = —&
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Dersom z er stykkvis kontinuerlig og tilfredsstiller
vekstkravet, gjelder dette ogsa for g. Vi beregner

o0 o0 d
L(g) = / to(t)e st dt = / ——ax(t)e st dt
o b ds
d oo
= A z(t)e st dt = —i.
Eksempel 6.11.

d 1 2s

L(tsint) = TRl RS

A

En regel til II

La g(t) = ta(t), la £L(z) = F, og G(s) =
j:o F(u) du. Da har vi:

L(g) =G

Vi beregner

L(g) = /OO %ac(t)e’s75 dt
0

= —/ / z(t)e st dt ds = G.
s 0

Dersom z(t) er stykkvis kontinuerlig og tilfredsstiller
vekstkravet, gjelder dette ogsa for ez (t), slik at

L(g) = /00 eYx(t)e st dt
0

/ x(t)e® st dt

0

/ z(t)e 59t dt = F(s —a).
0

Dette kalles ’s-skift’.

En skifteregel

Eksempel 6.12.

L (eat sin(t)) = m
L (eat COS(t)) = ﬁ VAN

To viktige funksjoner

Husk at heavisidefunksjonen er gitt ved

u(t)_{o fort <0

1 fort¢t>0.

Man kan tenke pa denne som en funksjon som slar
noe pa ved t = 0.



>t
Eksempel 6.13.
0 fort<O
u(t)et _ ort <
et fort>0
Vi kan sla pa ved tiden ¢t = a istedet:
0 fort
u(t _a)— { ort<a
1 fort>a,
u(t —a)

Vi kan ogsa sla pa ved t = a og av igjen ved t = b:

0 fort<a
uwt—a)—ut—>b)=<1 fora<t<b
0 fort>b.

u(t —a) —u(t —b)

>t
a b
Eksempel 6.14.
0 fort<a
(u(t—a)—u(t—">b))et =<ce fora<t<b
fort >b
Eksempel 6.15. La z(t) = u(t — a).
o0 6—5&
L(x) = / e st dt = .
a

Folgende teorem kalles ¢-skift.

En skifterege til

A

Lag(t) = f(t—a)u(t—a), £(z) = Fog £(g) =
G. Vi har
G(s) = e *F(s).
Derfor:

oo

:/ u(t —a)f(t —a)e st dt
0
:/ ft—a)e st dt
/oof —s(v+a dv
0

= /00 fv)e ¥ dv=e"*F(s).
0
Eksempel 6.16. La
x(t) = u(t — 1) sin(t — 1)

_Jo fort <1
~sin(t—1) fort>1

Vi beregner

La

1/k fora<t<a+k
gut—a) =4
0 ellers

Slik ser de ut:

<

Vi definerer
oo fort=a
o(t) =1 =
(t) = kIE(IJ 9i(t) = {O ellers

Deltafunksjonen brukes til & modellere impuls, altsa
energitilfgrsler der den patrykte kraften er ekstremt
hgy og ekstremt kortvarig, for eksempel hammerslag.
Man kan ogsa tenke pa den som noe som plukker ut
funksjonsverdier:

1 at+k
/ f)o(t—a) dt—hmk f(t) dt = f(a).
Eksempel 6.17.

L(5(t—a)) = /00 St—a)estdt=e A
0

Deltafunksjonen er strengt tatt ikke noe funksjon i
ordets rette forstand, og heavisidefunksjonen er ikke
deriverbar. Det kan allikevel veaere fruktbart & tenke
pa deltafunksjonen som et forsgk pa & sette opp den
deriverte til heavisidefunksjonen.



Konvolusjon og laplacetransform

En konvolusjon mellom = og g, er et integral pa for-
men

f*gz/}@ma—pwm

For laplacetransfrom bruker vi konvolusjonen

[*g =/ f(p)g(t —p) dp
0

Nar vi lgser differensiallikninger med laplacetrans-
form, kan vi stgte pa produkter av laplacetransfor-
mer. Fglgende teorem, som kalles konvolusjonsteore-
met, forteller oss hvordan vi skal ngste opp i et slikt
produkt.

Konvolusjonsteoremet

Anta at bade £(fxg), £(z) og £(g) eksisterer.
Da er

L(f*g)=L(x) L(g).

Vi laplacetransformerer f % g og bytter integrasjons-
variable, slik som i M2. Hjelpefiguren under kan vaere
grei a ha i bakhodet.

t

A

t=0p

A fot dp dt

Regneeksempler

Oppskriften for & lgse differensiallikninger med
laplacetransform, er alltid & laplacetransformere hele
differensiallikningen, bruke regnereglene, lgse for
laplacetransformen til den ukjente, og inverstransfor-
mere. Vi begynner med to elementzere eksempler.

Eksempel 6.18.
y+y=0 y0)=1
Vi laplacetransformerer likningen. Venstresiden blir
Ly +y)=Ly)+ L(y)
=sL(y) =1+ L(y)
=(s+1)L(y)—1.
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Merk bruken av initialbetingelsen y(0) = 1. Hgyresi-
den blir
£(0) =0.

Etter laplacetransformering star vi igjen med den al-
gebraiske likningen

(s+1)<L(y)—1=0,
slik at )
L(y) = .
) s+1

Dette er en laplacetransform vi har beregnet tidlige-
re:

y(t) =et. A
Eksempel 6.19. Vi lgser likningen
y"+y=0 y(0)=1y(0)=0.
Vi laplacetransformerer likningen
L(y") + £(y) = s2L(y) — s+ L(y) =0,

slik at

og

y(t) = cost. A

Folgende eksempel illustrerer derivasjonsregelen [6]
Eksempel 6.20. Vi lgser initialverdiproblemet
ty —2y=0 y(0)=0
Vi laplacetransformerer likningen
L(ty') —24L(y) =0,
og lar Y = £(y). Ferst kan vi skrive

d

’ _ d _ 7
— (L) =~ (V) = =Y — sV,

Setter vi denne inn i likningen, far vi

L(ty') =

Y —-sY' —-Y =—-5Y"—-3Y =0.
eller
sY’+3Y =0.

Dette er en differensialliking for Y. Integrerende fak-
tor er s2, slik at

(s3Y) = 0.

C

V=2

Vi inverstransformerer og endrer litt pa konstanten:
y = Ct?
og bruker initialverdibetingelsen for andre gang:

y:tQ, A

De tre foregaende eksemplene lgses enklere med me-
todene du kan fra fgr. Men disse teknikkene kommer

til kort i eksemplene vi skal ta na. Her er et par gamle
eksamensoppgaver.



Eksempel 6.21. Vi lgser
Yy +y=90(t—a)—96(t—0)

med initialbetingelser

y(0)=y'(0)=0
Vi far
(s24+1)L(y) = e —e7bs,
slik at .
e*aS 67 S
L(y) = - .
() (s2+1) (s2+1)

Vi bruker t-skift, og far
y(t) = sin(t — a)u(t — a) — sin(t — b)u(t — b).

Ligningens venstreside beskriver en kloss og en fjaer
pa friksjonsfritt underlag. Ved tiden ¢ = 0 er systemet
iro. Ved tiden t = a blir klossen dengt av en hammer
fra venstre, som gir opphav til svingningen sin(t—a).
Ved tiden ¢t = b blir klossen dengt av en hammer fra
hgyre. Dette slaget gir en ny svingning sin(¢t —b) som
legges oppa den gamle svingningen. VAN

A

@vv\f\\/\.
o5t O
I N I

Noen ganger kan det veere komplisert & inverstrans-
formere. I det neste eksemplet ma man bruke bade
t-skift og s-skift.

Eksempel 6.22.
Y +2y +y=0(t—1)
Vi transformerer ligningen til
s2L(y) + 2sL(y) + L(y) = £(3(t — 1))

slik at
675

L(y) = .
W= Grip
Her lukter det s-skift pa grunn av (s + 1), og t-skift

pa grunn av e °. Formelen for s-skift gir

1
(s+1)%

L(te™t) =

Vi bruker i tillegg t-skift, slik at

y=(t—1)e T Vu(t—1).
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Elektrofolk er forresten veldig glade i laplacetrans-
form. Det er nok fordi de trenger spenning som kan
slas av og pa. Heavisidefunksjonen gir dem en mu-
lighet for dette, og laplacetransform takler heaviside-
funksjonen med letthet.

Eksempel 6.23. Strgmmen i(¢) i kretsen under til-
fredsstiller integro-differensialligningen

M@+m@+é/%ﬂw=m—m
0

der R=2,L=1,C =0.5 og J er Diracs deltafunk-
sjon. Vi setter i(0) = 0 og finner strgmmen 4(t).

Vi laplacetransformerer likningen, og far
, L2 _
sL(i) +2L(i) + —L(i) = e %,
s

og lgser vi for £(i), far vi

se”*®

£0i) = 52 4+25s+2°

Her er det enklest & fullfgre kvadratet s2 + 25+ 2 =
(s+1)% +1, og s& skrive

(s+1)e® es
+12+1 (s+12+1

£(i) =

Formelen for s-skift gir

s+1
L(eteost) = ——5——
(e cost) PESEE
og
L(etsint) = ——5——.
(e7sint) = T gy

Inverstransformerer vi

(s+1)e® _ e s
(s+1)2+1 (s+1)2+1

£(i) =

med t-skift, far vi altsa

i(t) =

Dette eksemplet modellerer en fugl som ved tiden
t = 1 setter seg pa en hgyspentledning. Merk at
strommen er null frem til ¢ = 1. I ¢ = 1 opplever
fuglen en voldsom patrykt spenning i det den setter
seg pa hgyspenten. Den faller umiddelbart av, slik at
spenningsgkningen bare varer et kort gyeblikk. For
t > 1 beskriver i stremmen i fuglens kropp mens den
daler ned mot bakken. Se figuren under.

e~ Vy(t — 1) (cos(t — 1) — sin(t — 1)) .



I denne oppgaven kunne vi ogsa brukt delbrgksopp-
spaltning:

s s
$2+25+2  (s—1—i)(s—1+1)

men regningen blir noe svineri.

06
04t

02f \

02f

04l

Na tar vi to eksempler der vi bruker konvolusjon.
Eksempel 6.24. Vi lgser initialverdiproblemet
y+txy =t y(0)=0

Vi laplacetransformerer

Lly) +L(Exy) = 5

og bruker konvolusjonsteoremet

Ly)+ L)Ly =

eller

SL(y)+ L) =

Herfra er regningen standard, og vi far

111

W= G D s s

slik at
y=1—e"t. A

Eksempel 6.25. La oss lgse initialverdiproblemet
y” +y =sint

Vi laplacetransformerer alt, og far

1
2
(2 + DLW) = 5
eller )
L(y) = L(si
) = e = (CGn)
som gir at

¢
y(t) = / sin(t — u) sinwu du
0
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Dette siste integralet kan vi lgse ved & bruke relasjo-
nen
eiu —iu

. —e
sinu =

24
og integrere i vei

¢
y(t) = / sin(t — ) sinu du
0

1 [t , ,
— _7/ (6 i(t—u) _ —1(t u))(ezu_e—lu) du

t

ezt i(t—2u)

_ emilt=2u) 4 =it gy,

1\9\>—~ »Jk\'—'

cost — cos(t — 2u) du

i)
3/

=3 (blnt —tcost)

Dette eksemplet beskriver for eksempel en kloss og
en fjeer, der den patrykte kraften sint har samme
frekvens som systemets naturlige svingefrekvens. Da
oppstar det resonans. Resonansen kommer til uttrykk
gjennom leddet ¢sint, som vokser mot uendelig nar
t — oo. Nar dette skjer i et PA-anlegg, kalles det
feedback, og alle ma holde seg for grene. VAN

1 N o

Eksemplet over viser at selv om det er litt regning
med laplacetransform, er det en penere lgsningsme-
tode enn a dele opp i homogen og partikuleer lgsning,
og sa gjette i vei. Eksemplet illustrerer ogsé en tek-
nikk vi far bruk for nar vi skal lgse varmelikningen
pé hele z-aksen i kapittel 5.

Fouriertransform er egentlig et spesialtilfelle av
laplacetransform, men vi kommer ikke til & komme s&
langt at vi ser det. Fourierrekker og fouriertransform
er ogsa to spesialtilfeller av en mer generell konstruk-
sjon, men vi kommer ikke til & se det heller.

Vi skal senere bruke fouriertransform til a lgse dif-
ferensiallikninger pa akkurat samme méate som vi
gjorde med laplacetransform, men fouriertransform
er teknisk vanskeligere & handtere, og vi skal lgse lik-
ninger som er mer kompliserte. I dette kapitlet skal vi

ga gjennom fouriertransformens grunnleggende egen-
skaper.



Kapittel 7

Abstrakt lineaeralgebra

I forrige semester leerte vi & lgse linesere likningssyste-
mer pa en systematisk mate. Men det er ikke ngdven-
digvis prosessen med a lgse likningssystemene som er
viktigst. Dette kan en datamaskin gjgre pa hundre-
vis av forskjellige mater. Det som er viktig for oss,
er selve vektorregningen. Vektorrom er en algebraisk
struktur som er oppfunnet med tanke pa systema-
tisering av vektorregning. Det er nemlig mange ting
som ikke ser ut som vektorregning ved fgrste gyekast,
men som oppfgrer seg slik allikevel.

Motivasjon

La oss begynne med

Det forste store spgrsmalet

Hva er en vektor?

Svaret pa dette spgrsmalet avhenger av hvem du
spor. Noen vil si at det er en pil med lengde og ret-
ning som kan brukes til & beskrive for eksempel fart.
Noen vil si at det er en liste med tall. En matemati-
ker vil si at det er noe som tilfredsstiller aksiomene
for vektorrom, mens en ingenigr vil kanskje si at det
er noe du ikke trenger bry deg szerlig med sa lenge
du forstar superposisjonsprinsippet. Alle har rett.

Vektorromskonseptet har som formél & binde sam-
men ting som ser forskjellig ut, men som oppforer seg
veldig likt pa noen mater. Her kommer et eksempel.
La oss ta folgende vektor i R?:

X = ( 1)
Lo
og skrive den slik:

x=a (o) +2 ()

Du kan tenke pa R? som alle linezerkombinasjoner av
disse to vektorene. Lgsningene til

t4+x=0
er likeledes alle lineserkombinasjoner pa formen
z(t) = ¢y cost + ¢y sint.

Disse to mengdene likner i den forstand at begge be-
star av alle lineserkombinasjoner av to ting.
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Den folkelige definisjonen

Et vektorrom er alle linezerkombinasjoner av
en linezert uavhengig vektormengde.

La oss ta et spgrsmaél til.

Det andre store spgrsmalet

Hva er en koordinat?

Det er ingenting spesielt med titallssystemet. Vi har
valgt det fordi vi har ti fingre, men det er ingenting
feil med andre tallsystemer. En moderne datamaskin
er for eksempel utenkelig uten totallssystemet, siden
all informasjon lagres med sma brytere som star en-
ten av eller pa. Det vi tenker pa som 7 heter 111 i
totallssystemet, men det er bare navnet som er for-
skjellig. Syv epler er syv epler.

For vektorer finnes en tilsvarende problemstilling. La

Koordinatene til x er (1,2), for

et (1) (0).

Men vi kunne like gjerne basert alt pa

() = ()

siden alle vektorer i R? ogsa kan skrives som en en-
tydig lineserkombinasjon av disse to:

s )+ )

Forskjellen er at det punktet vi prater om, altsa det
punktet du til vanlig tenker pa som

()

har koordinater enten (1,2) eller (2,—1), alt etter
hvilke to vektorer vi baserer alt pa. Men det er fort-
satt det samme punktet, vi har bare skrevet det som
to forskjellige linezerkombinasjoner. og vektene i den-
ne linezerkombinasjonen er det vi tenker pa som ko-
ordinatene til punktet.



Den samme situasjonen stgter vi pa for differensial-
likningen
4z =0.

Lgsningene er alle lineserkombinasjoner péa formen
x(t) = ¢y cost + ¢y sint,

men vi kan jo like gjerne skrive dem som lineserkom-
binasjoner pa formen

2(t) = dye't + dye .
En av lgsningene, for eksempel
z(t) = 2cost + 2sint,
er den samme som
z(t) = (1 —i)e + (1 +i)e ¥,

de er bare skrevet pa litt forskjellig mate. Hvis vi
har lyst til & veere skikkelig profesjonelle, kan vi bru-
ke initialverdiene fra et eventuelt initialverdiproblem
som koordinater, og skrive

x(t) = zy cost + vy sint,

der x(0) = x, og #(0) = vy, altsd startposisjon og
startfart.

P& samme mate som totallssystemet i noen tilfeller er
vesentlig bedre enn titallssystemet, er det i noen si-
tuasjoner koordinatsystemer som er bedre enn andre.
Vi har allerede sett at det er lettere a regne med kom-
plekse eksponensialfunksjoner en sinus og cosinus, og
at man for eller siden ma forholde seg til forskjelli-
ge koordinatsystemer, er ikke noe & lure pa. Det er
fremtiden, og dette vil du oppdage i lopet studiet. S&
la oss si at vi lgsriver oss fra koordinatsystemet vi
er vant til. I sa fall ser det ut som om koordinatbe-
grepet henger sammen med konseptet lineserkombi-
nasjon, siden koordinater ser ut til & veere det samme
som vektene i en lineserkombinasjon.

Det tredje store spgrsmalet

Finnes det et matematisk konsept som binder
sammen disse greiene?

Svaret er ja. Det heter vektorrom. Noen elsker det og
noen hater det. En funksjon kan tenkes pa som en
vektor. Fglg med i neste bolk.

De ti bud

Anta at vi har to vektorer v og w, og to skalarer a
og b. Lineserkombinasjonen av v og w med vekter a
og b, er

av + bw.

Denne er satt sammen av vektoraddisjon
vV+w
og skalarmultiplikasjon

av.
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Disse to operasjonene har du jobbet med siden vi-
deregéende skole, og er sentrale for vektorrom.

La V veere en (ikke tom) mengde med vekto-
rer som kan adderes og skalarmultipliseres, og
K en kropp. Vi sier at mengden V er et vek-
torrom over K dersom fglgende er tilfredsstilt:

Tre aksiomer om vektorrommets inn-

hold:

For alle v,w € Vma
v+weV.
For alle ve Vma a € K ma
avelV.

Det skal finnes en vektor, kalt 0, slik
at
v+0=v

for alle v e V.

Syv aksiomatiske regneregler:

For alle u,v,w € V, a,b € K: Addisjo-
nen skal veere assosiativ

(u+v)+w=u+ (v+w)
og kommutativ
ut+v=v-+u
Skalarmultiplikasjonen skal vaere asso-
siativ
a(bv) = (ab)v

og distributiv bade med hensyn pa ad-
disjon av skalarer

(a+b)v=av+bv
og vektorer
a(v+w)=av+aw.
Vi ma ogsa kreve at
lv=v

og at
Ov =0.

De tre forste budene forteller oss noe om hva et vek-
torrom ma inneholde, mens de resterende syv gar pa
egenskapene til vektoraddisjon og skalarmultiplika-
sjon. Vi kommer bare til & trenge K = R eller K = C.

Eksempel 7.1. Vi kan bruke aksiomene til & vise at
v og (—1)v summerer til nullvektoren:

0=0v=(1—-1)v=v+(-1)v


https://en.wikipedia.org/wiki/Field_(mathematics)

Det er vanlig & skrive —v istedet for (—1)v. Det er
kanskje mest vanlig & sette krav om existens av ele-
mentet —v som et aksiom, og sa utlede at 0 = Ov,
men da blir aksiomene litt vanskeligere a huske. Jeg
liker best a gjore det slik som vi gjor, for det gjor
Hanche, og han er ganske smart. AN

Eksempel 7.2. Det gar an & vise at nullvektoren er
entydig, i den forstand at det ikke finnes en annen
vektor som tilfredsstiller

V+W=V

for alle v. La oss anta at en slik w finnes. Hvis vi
velger v = 0 i likningen over, ser vi at

0+w=0.
Men né kan vi bruke aksiomene, og se at
0=0+w=0w+1lw=(0+1)w=w.
Altsa er w = 0.
Eksempel 7.3. Vi kan bevise at
a0 =0.
Vi vet at
av =a(v+0)=av+ a0,

men i forrige eksempel viste vi at nullvektoren er den
eneste vektoren med denne egenskapen. Altsa ma a0
veere nettopp denne nullvektoren. A

Eksempel 7.4. Det gar na an & vise at dersom
av=20

ma enten a = 0 eller v = 0. Dersom a = 0, har vi jo
et aksiom som sier at 0v = 0, sa det er greit. Dersom
a+0,er

1

1
v=1lv=—-av=-0=0.
a a

A

Na gar det an a fortsette pa denne méten, og bevise
alt mellom himmel og jord. Vel, faktisk ikke alt: Et
av Godels teoremer sier noe sant som at i alle ak-
siomatiske systemer finnes det utsagn som er sanne,
men som ikke lar seg bevise med aksiomene man har
til radighet. Godel var veldig skarp, men sultet ihjel
etter at han ble enkemann, fordi han nektet & spise
annen mat enn den kona lagde til ham.

Arketypen pa vektorrom er R™. Dette er mengden av
alle vektorer péa formen

der alle komponentene er reelle tall. A vise at R™ er
et vektorrom er trivielt, for aksiomene er avledet fra
regnereglene for R™ du laerte allerede pa gymnaset.
Styrken i vektorromsabstraksjonen er at det er mange
ting som ved forste gyekast ikke ser ut som R™, men
som oppferer seg som R™ allikevel.
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Vi skriver C" for vektorrommet der vektorene er
sgylevektorer med komplekse komponenter

a; + byt A
a2 + b27z o 22
a, +b,1 Zp

Du kjenner til mange vektorrom. Vi har bare ikke
kalt det vektorrom fgr. Her er noen enkle eksempler.

Eksempel 7.5. La v vaere en vektor, for eksempel
(1
v=1{,]-
Mengden av alle reelle eller komplekse skalarmultip-

ler
1
2

utgjgr et vektorrom. Dette er relativt enkelt & sjek-
ke, for aksiomene for vektorrom er jo avledet fra de

vanlige reglene for vektorregning. A
Eksempel 7.6. Alle linezerkombinasjoner av
1 3
(2) = ()
utgjor ogsa et vektorrom. Se gvingsoppegget. A

Eksempel 7.7. La T : V — Vvere en lineseravbild-
ning. En egenvektor med egenverdi A er en vektor
v # 0 slik at

Tv = Av.

Som du sa i Qysteins notat, er det vanlig a starte
showet med & kreve at en egenvektor ikke kan veere
nullvektoren, slik at ikke alle skalarer skal passere
nalgyet som egenverdier, og sa reintrodusere nullvek-
toren som egenvektoren til en gitt egenverdi, slik at
egenvektorene til denne egenverdien danner et rom.
Dette er selvfglgelig et vektorrom, og kalles egenrom-
met til . VAN

Eksempel 7.8. Lgsningene til differensiallikningen
g(t) +y(t) =0

er
y(t) = acost + bsint.

Disse utgjor et vektorrom. Det hgres sikkert snodig
ut, men dette er faktisk akkurat det samme vektor-
rommet som det i forrige eksempel. AN

Eksempel 7.9. Alle polynomer pé formen
plx) =bx+c

utgjgr et vektorrom. Dette er ogsd det samme vek-
torrommet som i de to foregdende eksemplene. A

Eksempel 7.10. La V vare mengden av alle ska-
larmutlipler av v, altsa alle vektorer pa formen

wesf)



Dette er et vektorrom. La oss sjekke alle aksiomene.
Vektoraddisjonen v + w tar vi som vanlig vektor-
addisjon, slik vi leerte pa skolen, og tilsvarende valg
gjores for skalarmultiplikasjon. Vi ma na sjekke alle
aksiomene.

La oss begynne med nullvektoren. Vektoren

(o)

er med i V, siden den er en skalarmultippel av v:

(0)=(2)
o ()

v+0=v

La oss definere

Vi har na at

for alle v e V, og at

0-v=0.

Siden
av +bv =bv + av

ser vi at kommutativitet for vektoraddisjon holder.
Assosiativitet sjekkes pa samme vis. Det samme gjel-
der regnereglene for skalarmultiplikasjon, altsa asso-
siativitet, distributivitet, og at 1v = v.

Vima til slutt & sjekke at V er lukket under vektorad-
disjon. Dette folger av at summen av to skalarmultip-
ler av en og samme vektor, ogsa er en skalarmultippel
av den samme vektoren:

av+bv = (a+b)v.

A sjekke at V er lukket under skalarmultiplikasjon,
er sant per definisjon, siden vi har definert V som
alle skalarmultipler av vektoren v. AN

Eksempel 7.11. La oss sjekke at alle lineserkombi-

nasjoner av
(1 (3
v=1, g w=|,

utgjgr et vektorrom. Vi ma jo egentlig sjekke alle
aksiomene her, Men jobben med & sjekke aksiomene
som gar pa regneregler, er identisk med jobben som
ble gjort i forrige oppgave, s& vi ma tenke over hva
som er nytt.

Det som er annerledes, er egentlig bare spgrsmalet
om hvorvidt V er lukket under de to regneoperasjone.
Anta x og y er vektorer i V. Er x +y ogsd i V7 La
oss skrive x = av + bw og y = ¢v + dw. Men da er

x+y=avt+bw+cv+dw=(a+c)v+ (b+d)w,

som er en lineserkombinasjon av v og w, sd X +y er
altsa med i V. Tilsvarende ser vi at

ex = eav + ebw

slik at ex er en lineserkombinasjon av v og w, og
folgelig med i V. A
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Eksempel 7.12. Mengden av alle vektorer pa for-

- 5

utgjer ikke et vektorrom, ihvertfall ikke dersom vi
bruker den vanlige vektoraddisjonen og skalarmulti-
plikasjonen som regneoperasjoner. Det forste aksio-
met som mangler, er det om nullvektoren. Det finnes
ingen vektor w som har den egenskap at

V+W=1vV.

For det andre er ikke denne mengden lukket under
vanlig vektoraddisjon, siden

() ()= (1) G)

For det tredje er den ikke lukket under den vanlige
skalarmultiplikasjonen, siden

-6

sa lenge b #+ 1.
Det finnes ogsa ting som ved forste gyekast kan se ut
som vektorrrom, men som ikke er det.

A

Eksempel 7.13. Mengden av alle vektorer pa for-

- 5

utgjor ikke et vektorrom, ihvertfall ikke dersom vi
bruker den vanlige vektoraddisjonen og skalarmulti-
plikasjonen som regneoperasjoner. Kan du se hvilke
aksiomer som ikke er tilfredsstilt? VAN

En delmengde av et vektorrom som i seg selv
er et vektorrom, kalles et underrom.

Det er relativt enkelt & avgjgre om en delmengde av
et vektorrom er et vektorrom. La U veere en delmeng-
de av et vektorrom V. De syv aksiomene som gar pa
regnereglene er ikke ngdvendig & sjekke, for det ligger
i sakens natur at vektorene i U tilfredsstiller de sam-
me regnereglene som de i V, siden vektorer i U ogsa
er i V. Med andre ord er det bare ngdvendig a sjekke
de tre aksiomene som gar pa innhold. Men sjekker vi
at

vwelU—v+welU
veU—cevelU

kommer nullvektoren med i U av seg selv siden
Ov=0.

A sjekke om noe er et underrom

En delmengde U av vektorrommet Ver et un-
derrom hvis og bare hvis

vvwelU—v+welU
veU—cvelU




Eksempel 7.14. Alle skalarmultipler av

9

er et underrom av vektorrommet av alle lineserkom-

binasjoner av
1 3
2) %% \4)-

Eksempel 7.15. Alle konstante funksjoner er et un-
derrom av vektorrommet av alle polynomer pa for-
men

A

p(x) = bx + c. AN

Dimensjon

Vi sier at vektorer v, v, ... v,, er linesert uavhengige
dersom
vy +cegve +-+c, v, =0

impliserer at
cp=c==c¢c,=0.

Merk at en linezert uavhengig vektormengde ikke kan
inneholde nullvektoren.

Linezer uavhengighet er praktisk

Dersom en vektor w kan skrives som en li-
nezrkombinasjon av de linesert uavhengige
vektorene v, v, ... v, kan dette kun gjgres
pa én mate.

Bewvis. Anta at vi kan skrive bade
W =V +CVy+-+c, v,

0og
w=d,; v, +dyvy + - +d,v,.
I sa fall er
O=w—w
= (¢ —dy)vy + (g —dy)vy + -+ (¢, —d,,)V,,.

Men vy, v, ... v,, er linezert uavhengige, sa likningen
over impliserer at ¢;, = d,, for alle k. O

Dersom alle w € V kan skrives som en lineserkombi-
nasjon av en linesert uavhengig vektormengde vy, v,
.. v, sier vi at vy, v, ... v, spenner ut V.

En vektormengde som spenner ut vektorrom-
met V, kalles en basis for V.

Basis er et sentralt verktgy.

Et vektorrom har en basis

Et vektorrom har enten en endelig basis, eller
en uendelig folge av linesert uavhengige vek-
torer.
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Bewis. Se her. O

Hanche kaller det neste teoremet for plassmangelteo-
remet, for det forteller noen om hvor mange linesert
uavhengige vektorer det er plass til i et vektorrom.

Plassmangelteoremet

La vy, vy ... v, veere en basis for V, og la wy,
Wy ... W, veere en linesert uavhengig vektor-
mengde i V. Da er m < n.

Bevis. Anta m > n. Siden vy, v, ...
for V, kan vi skrive

v,, er en basis

W, =V +CVy + -+ ¢, V,.

Siden w; # 0, ma minst en av koeffisientene c;, veere
ulik 0. La oss anta at ¢; # 0. (Hvis ikke dette er
tilfelle, bytter vi bare litt pa rekkefglgen i v, v, ...
v,,.) Men i sa fall kan vi skrive

Cy c

_ n
Vl_W1_7V2_“'_7

n?
€1 1

og dette betyr at wy, v4 ... v,, er en basis for V, for
et vilkarlig element u € V vil alltid kunne skrives

-

+dyvy + -+ d, v,

—d,w, + <d2 - dlz‘f) Vo et (dn - di’;) v,.

u=d;vy +dyvy +--+d,v,

c c
=d, (W, — 2vy— - — 2
G =

Vi fortsetter pa samme mate. Det er na klart at vi
kan skrive (med nye koeffisienter d; og ¢;,)

Wy =d; Wy + vy + -+, vV,

Her m& minst en av koeffisientene ¢;, veere ulik null,
for w, er ikke en skalarmultippel av w;. La oss anta
at ¢y # 0, hvis ikke, bytt rekkefplge pa vy, v4 ... v
N4 kan vi skrive

ne

d, c c
Vo = ——W; + Wy — — .
Cy Cy =)
og det samme argumentet som ovenfor forteller oss

at w;, Wy, V5 ... v, er en basis for V.

Vi tar en runde til. Vi kan skrive (nok en gang med
nye koeffisienter)
W3 =d;W) + dyWy + C3Vg + -+ ¢,V

og her ma minst en ¢, veere ulik null, for w;, w, og
wy er jo linesert uavhengige. Samme prosess gir nok
en gang at w;, Wy, Wy v, ... v, er en basis for V, og
gjentar vi dette igjen og igjen, vil konklusjonen veere
at w;, w, ... w,, er en basis for V.

Men dersom dette er sant, kan vi skrive
Wil = W1 + CoWo + -+ ¢, W,

og dette gar pa tverke med den linezere uavhengighe-
ten til w,, wy ... w,,,. Altsd kan ikke m > n. O


https://folk.ntnu.no/hanche/notes/vrom/vrom.pdf
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Na kan vi snart definere dimensjon dere!

To endelige basiser for ett og samme vektor-
rom ma besta av samme antall vektorer.

Bewvis. Anta at vi har to basiser v, v, ... n,, og w,
Wy ... W,,. Siden badde n < m og m < n, ma vi ha
n=nm. O

NA kan vi definere dimensjon!

Dersom et vektorrom har en endelig basis,
sier vi at vektorrommet er endeligdimensjo-
nalt. To forskjellige basiser for et og samme
endeligdimensjonale vektorrom ma inneholde
det samme antall vektorer. Dette antallet kal-
les vektorrommets dimensjon.

Eksempel 7.16. R™ et n-dimensjonalt vektorrom
over R. En basis er de n vektorene

/0 0
o A
0/ \o 1

Eksempel 7.17. Standardbasisen for R™ er ogsa en
basis for C™. Det er lett a se at alle elementer i C"”
kan skrives som en entydig lineserkombinasjon av ele-
mentene i basisen:

a; + byt 2z
ag+byi | _ | 2
anJ.rbni Z,
1 0 0
=2z O + 29 1 +...t2, O A
0 0 1

Eksempel 7.18. Man kan ogsa se pa C” som et
vektorrom over R, men da er ikke standardbasisen
for R™ en basis for C™. En basis er

1 0 0

(:) + 1 + ...+ 0

0

i 0
T S R . R

0 O i

og dimensjonen er 2n istedet for n. En tilfeldig vektor
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z i C™ kan skrives

a/l +b12
_ 012 +b22
a, +b,1
1 0 0
0 1 0
=a +ay | .| +...ta,
0 0 1
i 0 0
7 0
+ b, . + b, I e +b, | . AN
0 0 )

Eksempel 7.19. Q" et vektorrom over Q. Selv om
vi har sagt at vi har gjort lineser algebra pa R™ til
né, har vi i praksis operert pd Q". Ikke et eneste
matriseeksempel har involvert V2. A

Eksempel 7.20. De hele tallene Z er ikke en kropp,
s& Z"™ er ikke et vektorrom. A

Eksempel 7.21. Alle polynomer pa formen
p(x) = ax?® +br +c

utgjer et vektorrom med dimensjon 3. En basis er 1,
x, 2. Hvordan st vi det? Det er klart at alle polyno-
mer pa formen

ar?® +bx +c

kan skrives som en linezerkombinasjon av 1, z, z2.

(Du har jo brukt denne basisen til & definere hva du
mener med et andregradspolynom siden fgrste klas-
se pa gymnaset.) De tre elementene er ogsa linesert
uavhengige, for om vi krever

ar? +br+c=0 forallet

ma a = b = ¢ = 0. En annen basis er de tre fgrste
Legendrepolynomene 1, z og 3(3z% — 1). Det er litt
mer regning 4 vise, men grunnstegene er de samme.

A
Eksempel 7.22. Lgsningene til differensiallikningen

y+y=0

utgjgr et vektorrom over C med dimensjon 2. En basis

er sint, cost, og en annen er e, ¢~ AN

Eksempel 7.23. Alle matriser pa formen

(¢ 3)

utgjer et vektorrom med dimensjon 4. En pen basis
er de fire matrisene

o) G o) (o)) e

Eksempel 7.24. Alle kontinuerlige funksjoner, alle
deriverbare funksjoner, alle analytiske funksjoner, og
sa videre, er eksempler pa vektorrom med uendelig
mange dimensjoner. Husk at en funksjon er noe som
pa en entydig mate tilordner et element i en mengde
til et element i en annen mengde. Derfor kan du tenke
pa en funksjon som en uendelig lang sgylevektor der
komponentene er funksjonsverdiene til funksjonen pa
alle punktene i R. A



Koordinater

I forrige avsnitt var rekkefslgen pa basiselementene
litt ad hoc. Fra na av skal vi skrive basiselementene
i en bestemt rekkefglge, for da kan basisen brukes til
a definere koordinater.

Na kan vi definere koordinater!

La (v, Vg, ...
rom, og la

,V,,) veere en basis for et vektor-

W = (V] +CVy+--+cC,V,.

Vi sier at skalarene (¢, ¢y, ..., ¢,,) er koordina-
tene til w i basisen (vq, vy, ..., v,,).

Eksempel 7.25. Vi skriver jo at z;, z,,...2,, er ko-
ordinatene til z fordi

“1
z= |2
2
1 0 0
:zl.—i—zQ%—&——i—zn? A
0 0 1

Eksempel 7.26. Koordinatene til

plx) =22 +2x+1
i basisen (22, x,1) er (1,2,1). Koordinatene i basisen

1

(5(?&2 —1),x, 1)

er (2/3,2,4/3), siden
, 21, 1

plz)=2+2c+1= 3 5(3:3 —1) +2x—|—§. A
Eksempel 7.27. Koordinatene til vektoren

a b
c d
i vektorrommet av 2 x 2-matriser, er (a, b, c,d), siden
a b\
c d)
1 0 0 1 0 0 0
a(o 0)+b(0 0>—|—c(1 0)+d(0
Lineaeravbildninger

Den vanligste funksjonen mellom vektorrom kalles li-
nezravbildning. Vanlige synonymer er linesertrans-
formasjon og lineaeroperator.

Superposisjonsprinsippet pa matematikerma-

ten

La V og W vaere vektorrom. En linezeravbild-
ning er en funksjon 7' : V' — W slik at
T(x+y)=T(x)+T(y)
T(cx) = cT'(x)

Y.
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Arketypen pa en linesravbildning, er matrise-

vektorproduktet.

Eksempel 7.28. La A vaere en n X m-matrise, og x
og y m x l-vektorer. Vi vet jo fra forrige semester at

A(x+y)=Ax+ Ay

og at
A(cx) = cAx.

En lineseravbildning er bare en generalisering av den-
ne operasjonen, og vi kan definere 7' : R™ — R" ved

T(x) = Ax. A

Eksempel 7.29. En digital-til-analog-konverter be-
star av en krets som ser slik ut:

Vs

: 2R
V

s

1

Kretsen fungerer slik at spenningsnividene Vi, V,
og V5 definerer en binezerkode ved at de har enten
hgy (5V) eller lav (0V) spenning, og sd far man
ut en spenning V pa mellom 0 og 5 volt. La oss
representere V,V,V; som en vektor med nullere og
enere. Tabellen blir noe slikt:

ViVVy V
000 0
001 0.625
010 1.25
011 1.875
100 2.5
101 3.125
110 3.75
111 4.375

Na er det slik at siden denne typen resistiv krets
modelleres av lineaeralgebra, er superposisjonsprin-
sippet implisert av lineszeralgebramodellen. Siden si-
den matrise-vektorproduktet er en lineseravbildning,
vil ogsé kretsen oppfare seg som en lineseravbildning.
La for eksempel

x = (0,1,0)

og
y = (1,0,1).



Da er

T(x+y) =T(x)+T(y)
=1T(0,1,0) + T(1,0,1) =
T(1,1,1) = 4.375.

Til slutt méa vi veere litt forsiktige her, for det er noen
tilleggsregler som gjelder fordi dette er elektronikk i
praksis. Man vil aldri legge sammen for eksempel vek-
torene (0,1,0) og (0,1, 1), for dette korresponderer til
a sette V5 til 10V, og det gjor man ikke. VAN

Eksempel 7.30. Egenskapen
T(x+y)=T(x)+T(y)

er sentral for superposisjonsprinsippet, men en van-
lig kilde til misforstaelse. I noen fagfelt, for eksempel
statistikk, bruker man ordet ’lineser’ om en funksjon
som beskriver en rett linje, altsd funksjoner pa for-
men p(z) = ax + b. For denne funksjonen gjelder jo
ikke at

p(x+y) =p(x) +py)

med mindre b = 0, s& ordet lineser har for dem en
helt annen betydning. Dette er greit & vite om. A

Eksempel 7.31. Venstresiden i differensiallikningen
y+y=0
er en lineseravbildning

T(y) =i +y.

Dette er matematikerens mate & si at superposisjons-
prinsippet gjelder. Nar du sa likningen fgrste gang,
brukte laereren din egenskapene til lineseravbildnin-
ger, og sa antagelig noe slikt som at 'cost er jo selvfgl-
gelig en lgsning, men det er sin ¢ ogsa, og sa er det slik
at da er faktisk acost+ bsint en lgsning’. Nar det er
snakk om differensiallikninger, bruker man ofte ordet
lineseroperator. A

Eksempel 7.32. Setter man ¢ =0 i
T(cv) = cT(v),

ser man at for en vilkarlig linesertransformasjon 7T :
V — W, ma
T(0) =0.

Her er det underforstatt at 0 pa venstre side er null-
vektoren i V, mens 0 pa hgyre side er nullvektoren i
w. VAN

Noe litt tekniske greier

En lineseravbildning 7" : V' — W er surjektiv
dersom det for enhver w € W finnes en v € V
slik at T'(v) = w.

En lineseravbildning 7' : V' — W som er bade injektiv
og surjektiv, kalles en isomorfi. Dersom det finnes
en isomorfi mellom V og W, sier vi at V og W er
isomorfe. Dette betyr at det i bunn og grunn er snakk
om samme vektorrom. To isomorfe vektorrom kan se
veldig forskjellige ut. Vektorrom er isomorfe dersom
de har samme dimensjon.
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Eksempel 7.33. Vektorrommet av lgsninger til
y+y=0

er isomorft med bade R2. En isomorfi er for eksempel
. a
T(acost + bsint) = (b) .

Disse vektorrommene er ogsa isomorfe med C2, alle
polynomer pa formen ax + b, og C, dersom du ser pa
det som et todimensjonalt vektorrom over R. VAN

To viktige vektorrom

La T : V — W veare en linezravbildning.
Mengden av alle v € Vslik at Tv = 0, kal-
les kjernen til 7. Mengden av alle w € W slik
at Tv = w, kalles bildet til 7.

Kjernen og bildet gir opphav til to viktige vektorrom.

De er faktisk vektorrom

Kjernen til T': V' — W er et underrom av V,
og bildet er et underrom av W.

Eksempel 7.34. Dersom T er gitt ved et matrise-
vektor-produkt Ax = y, er kjernen til T noe som
kalles nullrommet til A. Dette er alle vektorer slik at

Ax =0,

og man finner en basis for dette rommet ved a finne
alle lgsninger av dette linesere likningssystemet.

Bildet til T kalles sgylerommet, og er alle vektorer pa
formen

Ax,

altsa alle mulige lineserkombinasjoner av matrisens
sgyler. En basis for sgylerommet kan man fa ved rad-
reduksjon. Hvis man plukker ut sgyleindeksene til de
sgylene som ender opp med & ha pivotelementer etter
radreduksjonen, vil de sgylene med samme indeks i
A veere en basis for sgylerommet. Se gvingsoppleg-
get. AN

Eksempel 7.35. Dersom T : V — W er gitt ved
en operasjon som gjor et eller annet, sa finnes det
alltid en matrise som gjor det samme med vektorer
fra R™ til R™, der n er dimensjonen til V) og m er
dimensjonen til W. La for eksempel

T(y)=i+vy,

og la bade Vog W vare vektorrommet av polynomer
pa formen p(z) = ax? + bx + c. Dette rommet er
isomorft med R3, og derfor finnes det en 3 x 3-matrise
som gjor det samme med vektorer i R® som T gjor
med andre ordens polynomer. Hvis vi anvender T pa
ax? + bx + ¢, far vi

T(az? + bx + ¢) =aT'(x?) + bT(z) + cT(1)
=a(2+2%) +bx+c
=ar?® + bx + 2a + c.



En matrise som gjgr det samme mellom vektorer i

R3, er
1 0 0
A= (0 1 0) ,
2 0 1

()0

Matrisen A kalles linezravbildningens standardma-
trise, og kan enkelt finnes ved & se pa hva lineser-
avbildningen gjgr med vektorene i basisen man har
valgt for V. T dette tilfellet er basisen (z2,z,1). La
oss begynne med 2. Siden T'(z?) = 2% + 2, onsker vi

en matrise A slik at
1
01,
2

1
AlO| =
0
og dette impliserer at den fgrste sgylen i A ma vaere

nettopp
1
(O> .
2

Fortsetter man med T'(x) og T(1), detter de andre
soylene ut. A

siden

Eksempel 7.36. Vi kan finne standardmatrisen til
linezeravbildningen 7' som speiler punkter om z-aksen
i R2. Speilingen er definert av at

(o) =)

og

slik at matrisen blir

1 0
(0 _1) | A
Eksempel 7.37. Standardmatrisen til lineseravbild-
ningen som roterer punkter vinkelen 6 mot klokken,
er gitt ved

cosf) —sinf
Ay = (sin@ cos )
siden
1 cos
Ag <0> - (sin 6’)
og

a0 (1) = (o)
Indreprodukt

Vektorrom kan, i tillegg til vektoraddisjon og skalar-
multiplikasjon, ha forskjellige typer produkt mellom
vektorer. Et indreprodukt er noe der du putter inn
to vektorer og far ut et tall. Dersom dette tallet er
reellt, sier vi at indreproduktet er reelt. Indrepro-
duktet kan ogsé vaere komplekst, men dette venter vi
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litt med. Indreproduktet er en generalisering av ska-
larproduktet du leerte om pa videregaende skole. Vi
skriver gjerne

(v, w)

og felgende aksiomer skal gjelde.

Reelt indreprodukt

La V veere et vektorrom over R, la u, v og w
veere vektorer, og a og b reelle tall. Indrepro-
duktet skal veere symmetrisk

(v,w) = (w,v),
linezert i andre argument
(u,av +bw) = a(u,v) + b(u, w)
og positivt definitt
(v,v) >0 dersom v #0.

Et vektorrom med et indreprodukt kalles et
indreproduktrom.

\. y

Eksempel 7.38. Indreproduktet er lineszert ogsa i
forste argument:

(av 4+ bw,u) = (u,av + bw)
=a(u,v) + b(u,w)
=a(v,u) + b(w,u)
Siden det reelle indreproduktet er linezert i begge ar-
gumenter, sier vi gjerne at det er bilinesert. Det gér
like greit & sette opp som aksiom at indreproduktet
er linezert i forste faktor, og sa utlede at det er li-
nezrt i andre faktor. Vvilken vei man gjgr det har
ingenting a si for reelle indreprodukt, men det har
litt & si for komplekse indreprodukt som vi skal se pa
lenger ned. A
Eksempel 7.39.
(v,0) = (v,0v) =0(v,v) =0. AN

Eksempel 7.40. Fra videregaende skole husker du
forhépentligvis skalarproduktet

VW

mellom vektorer i R2. Dette er et indreprodukt. Det
finnes to formler for & beregne dette. Den ene ser slik
ut:

v-w = |v][w]cosd =
\/v%—i—v% \/wf + w3 cosf

der 0 er vinkelen mellom v og w, og den andre slik:

VW = VW + VW,

At disse to uttrykkene gir det samme tallet, folger
av cosinussetningen, se gvingsopplegget. At uttryk-
ket definerer et indreprodukt, er ogsa lett & sjekke
fra den siste formelen, for det er egenskapene til det-
te uttrykket som har gitt opphav til aksiomene for
indreprodukt. A



Eksempel 7.41. I R™ kan vi bruke matriseregnings-

regler, og skrive skalarproduktet mellom to sgylevek-
T

tOI’eI‘VOgWSOI’HV'W:V W
Uy wy wyq
v w w
2 2 2
. R - [Ul 1]2 /UTJ .
v w w

n

= VWq + Vywy + - + v, W,,.

Hvis du for eksempel er sa gammel at du bruker kon-
tanter, kan du bruke prikkprodukt til & regne ut hvor
mange penger du har. Dersom du har tre hundrelap-
per, fire tohundrelapper og en femhundrelapp, har

du
100

3 4 1] [200] = 1600
500

kroner.

Ortogonalitet mellom vektorer

Vi sier at to vektorer v og w er ortogonale
dersom
(v,w) = 0.

Merk at nullvektoren star ortogonalt pa alle vekto-
rer. Merk ogsa at dersom (v,w) = 0, gir det forste
aksiomet at (w,v) = 0.

Eksempel 7.42. I R? er v og w ortogonale dersom

vinkelen mellom dem er 7/2. A
Eksempel 7.43. Vektorene
1 0
1 1
-1 %% 1
0 1
er ortogonale. A

Eksempel 7.44. La V veere vektorrommet av kon-
tinuerlige funksjoner f : [—m, 7] — R. Dette rommet
kalles gjerne C[—m, 7). Vi definerer indreproduktet

(f.9)= /7T f(z)g(z) dz.

Vi sjekker at aksiomene holder. Dette indreproduktet
er symmetrisk, siden

o= | " f(a)g(a) do = / " g(@) f(x) dz = (9. f),

—T

og linezert i andre faktor

(Fag+om) = [ " (x) (ag(z) + bh(x)) da

a/;r f(x)g(z) dz + b/;r f(z)h(z) dz

=a(f,g9) +b(f h).

Siden f? > 0, ser vi ogsé at

(f,f):/WfQ(x) dz >0
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dersom f ikke er nullfunksjonen. Vi har tidligere sett
at funksjonene sin nt og cosnt er ortogonale pa dette
vektorrommet. VAN

Lengden til en vektor v er gitt ved |v|| =

(v, v).

Eksempel 7.45. Vektoren v = ﬁ har lengde 1 for
alle w # 0. For eksempel er

cosnt 1 [7
H:f/ cos?ntdt=1
T T,

A

for alle n.

Pytagoras’ teorem om rettvinklede trekanter i R?
gjelder ogsa for indreproduktrom.

Pytagoras

Vektorene v og w er ortogonale hvis og bare
hvis
[v+wi? = [v]* + [w]?.

Bevis. Vi beregner

[v+w|?=(v+w,v+w)
=(v,v)+ (v,w) + (w,v) + (w, w)
= [VI? + (v, w) + (w,v) + [w]
= [v[? +2(v, w) + [w]>.

Dersom (v,w) = 0, er det klart at
[v—wl[? = [v]* + [w]?.

Dersom

[v—w[* = [v]* +w]?,

kan vi trekke denne fra likningen over, og se at

2(v,w) =0,
som betyr at v og w er ortogonale. O
Vi sier at vektorene vy, vy,---, v, er innbyrdes orto-
gonale dersom

(v Vj) =0

for alle i og j. Dersom i tillegg ||v,| = 1 for alle j, sier
vi at vektorene er ortonormale. Det er lett & se at en
innbyrdes ortogonal vektormengde mé veere linesert
uavhengig. Hvis vi tar indreproduktet mellom v, og
begge sider av likningen

vy +cgvg +-+c, v, =0

ser vi at ¢, = 0 for alle k.



Projeksjon

I dette avsnittet skal vi ta for oss en viktig lineser-
avbildning, nemlig projeksjon. La oss begynne med &
se pa dette i R2.

Et viktig spgrsmal

Hvordan kan vi skrive vektoren u i figuren
under?

Hva er projeksjon?

Svaret:

Vi kan begynne med & utlede en formel for
lengden:
vl v-w

+—||w cos @ =
v

B
Lengden |lu| kalles w sin skalarprojeksjon pa

v. Vi kan sa bruke denne skalarprojeksjonen
til & skrive

] = w] cos 6 =
vl

vV-W VW
=-——V=—V.
vz~ v-v

Vektoren u kalles gjerne w sin komponent i
retningen til v, eller vektorprojeksjonen av w
pa v. Komponenten til w ortogonalt pa v er

og
W —u.

Eksempel 7.46. Vektoren

o

sin komponent i retningen gitt av

er:

Komponenten ortogonalt pa v er

RIS
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Ortogonal projeksjon

La Vvere et vektorrom med et indreprodukt.
Inspirert av de geometriske betraktningene
over, definerer vi for v # 0 en lineseravbild-
ning

v,

kalt ortogonal projeksjon pa v.

A se at dette er en linezeravbildning, er ikke s& vans-
kelig, se gvingsopplegg. Man kan tenke at P,(w) er
skyggen w kaster pa v dersom man lyser p4 w med
en lommelykt, og lommelykten star uendelig langt
borte, rett over w, og vinkelrett pa v.

Noen vanskelige teoremer

La oss ta en ny titt pa Pytagoras. Dersom v # 0 og w
er vektorer i et indreproduktrom, er v og w — P, (w)
ortogonale:

Ww&m»—@m WW>)

AN

(v, w)

= (V,W) - (Va V)

Vi V)
— (v, v) = (v, ) =0
Siden P, (w) er parallell med v, og
w— P, (w)+ P, (w) =w,
gir pytagoras at
[w — Py (w)|* + | Py (w)]* = [lw|.

Siden |w — P,(w)| > 0, ma

[Py (W)I? < flwl?.

Men
1Py (w)[? = (P, (W), Py (w))
w? L ew? (w?
(v,v)2 (v,v) vl
slik at
VvV, W 2
T <

Dersom vi ganger opp med |v||? og tar det positive
rotutdraget, far vi

Cauchy-Schwarz’ ulikhet

La v og w veaere vektorer i et indreprodukt-
rom. Da gjelder at

(v, w)| < [[o]e]

Det ble riktignok antatt at v # 0 i resonnementet
over, men ulikheten er trivielt sann dersom v = 0.



Vi kan spinne litt videre, og beregne at

v+ w|? = (v+w,v+w)
= [vI* + (v, w) + (w, v) + w]?
< o + (v, w)| + [(w, v)| + [w]?
< [0l + 2[vf Jw] + [w]? =

2
(Iol* + ),

som gir

La v og w veere vektorer i et indreprodukt-
rom. Da gjelder at

v+ wl < ol + [lwl

Dersom man har et vektorrom med indreprodukt, er
det noen basiser som er bedre enn andre.

Et endeligdimensjonalt vektorrom har en or-
togonal basis.

Bewvis. La V vaere vektorrommet, og la v, vy, ...,v,,
veere en basis for V. Vi skal lage oss en ortogonal
basis u;, us,--,u, for V. Prosedyren kalles Gram-
Schmidts metode, og gar som fglger.

Husk at ingen av vektorene v, vy, ,Vv, kan vaere
null. Vi begynner med & definere

u; = vy.

Vektoren u; ikke ngdvendigvis ortogonal pa v, men
det er lett & sjekke at vektoren

(uy,vy)

Mo =V P Ve = Ve T

o

(u17u1)
=0

Det er ogsa lett & se at u, ikke er nullvektoren. Der-
som sa var tilfelle, impliserer

(ug,vy)

(ul ) 111)
at u; og vy er linesert avhengige, noe som ikke er
sant. Siden u; og u, er ortognonale, og ingen av dem
nullvektoren, er de linesert uavhengige. De spenner
ut det samme rommet som v; og v,, for dersom w
kan skrives som en linezerkombinasjon av v, og v,
kan w ogsa skrives som en lineserkombinasjon av uy

0g Uuy:
W = (V] + CyVy

(uy,vy)

=cuy + G (u2—|— ()
1“1
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P& samme vis kan vi sjekke at vektoren
u; =vy— P, vg— P, v3

. (112, V3>
(112,112)

(ul’v?))
(ul’ul)

2

ikke er nullvektoren, star ortogonalt pa bade u; og
u,, og sammen med u; og u, spenner ut det samme
rommet som v, vy og V5. Vi kan né fortsette slik,
og definere rekursivt

k-1
U = Vg — E Py v

<.
Il
-

og sa sjekke ved induksjon at vi far en ortogonal basis
for V. O

Dersom en ortogonal mengde u,, u,, ...,u,, spenner
ut et rom V] sier vi at mengden er en ortogonal basis
for V. Hvis vi har en ortogonal basis for et rom, er
det veldig lett & finne en vektors kordinater i dette
rommet. La oss si at vi gnsker & finne vektoren v
sine komponenter i basisen (u;, u,, -, u,,). Vektoren
skrives
vV =cu; + Uy + ...+ cu,
og komponentene er (cq,cq, -, ¢, ). Tar vi indrepro-
duktet av begge sidene av likningen med u,, far vi
en haug med kanselleringer, og det eneste som star
igjen, er
(g, v) = cp(uy, u),

eller
_ (uk7v>

(uka uk)

Det er sa lett!

La u;, uy, ...,u, veere en ortogonal basis for
V,oglaveV. Daer

vV = Clul + 021].2 + s + C,nun

der
_ (uk7 V)

(uka uk) .

Dersom basisen er ortonormal, blir teoremet enda
enklere, og pytagoras gir en ekstra fun fact.

Pytagoras 1T

La u;, u,, ...,u,, veere en ortonormal basis for
V,oglaveV. Daer

vV =cu; +cyuy + -+ c,u,

der
Cp, = (uka V),

og

n
VP = lewl.
k=1




Bevis. Dersom basisen er ortonormal, blir
(up,uy) =1
for alle k. Tar man indreproduktet av
vV =cu; +cuy + -+ cu,

med seg selv og gjor alle kanselleringer, detter

n
V1% = lel.
k=1

ut. Jeg har skrevet absoluttverditegn for at det skal
vaere tydelig hvordan teoremet ser ut for komplekse
indreprodukt, se lenger ned. O

Det er ikke uvanlig & kalle

(ukv V)

Cp. =
g (uka uk)

for fourierkoeffisientene. Dette vil bli klart litt lenger
ned. Det faktum at

n

IVIZ = lexl.

k=1

kalles gjerne Parsevals teorem, ihvertfall dersom n =
00.

Eksempel 7.47. Dersom du gnsker a lgse et linegert
likningssystem
Ux = b,

der sgylene i matrisen er reelle og ortogonale vektorer
u;, Uy, ...,u,, er det bare & gange pa begge sider med
UT:

UTUx = U™

For siden kolonnene til U er ortogonale, blir den kvad-
ratiske matrisen UZU diagonal:

ulu, 0 0 0

0 ulu, 0 0

vtu=1 0 0 ulu; .. 0
0 0 0 v ulu,

Lgsningen av systemet UTUx = U”b bare & skrive
rett opp uten gausselimiasjon:

T T T
u; b
1 2 n
= uy + ...+
T. 1t T. 2 T n
uj;u; u;uy = ) I

Vi sier at U er en ortogonal matrise dersom sgylene i
U er ortogonale. A

Dersom v ¢ V, har uttrykket

(u17v) u

(112, V) (lln, V) u
(uy,uy)

U, + ... +
(g, 1) 2

allikevel en artig egenskap: Dette er vektoren i V' som
er neermest v, malt i lengden gitt av indreproduktet.
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Kortest avstand

La u;, uy, ...,u, veere en ortogonal basis for
V, og la v ¢ V. Punktet

/
V' =cu; +cuy +...+c,u,

der
_ (uk7v)
Ck = —C
(ukv uk)
er det punktet i V som har kortest avstand til
v:

lv—v[ = min [|v — w]|
weV

Bewvis. Vima fgrst bevise at v—v’ star ortogonalt pa
V. Rommet Ver utspent av u;, u,, ...,u,,. Vi sjekker
at v — v’ star ortogonalt pa hver uy;:

<V -V, uk) = (V’ uk) - (V,’ uk)

= (Vv uk) - (Vv uk) =0

Dersom w € V, ligger ogsd w — v’ 1 V] og da star
w — v’ og v— v’ ortogonalt pa hverande. Pytagoras’
teorem gir
v—wl? =|v—v —(w—v)|
= v =V +[w—v[* > v V|2
for alle w € V] slik at
lv—wl = |v—vI,

og
[v—v'| = min|v —w]|. O
weV

Komplekse indreprodukt

Dersom Ver et vektorrom over C, er det mest natur-
lig & kreve at indreproduktet blir et komplekst tall.
Reglene blir litt annerledes, og folgende aksiomer skal
gjelde.

Komplekse indreprodukt

La V veere et vektorrom over C, la u, v og w
veere vektorer, og a og b komplekse tall. Indre-
produktet skal veere konjugert symmetrisk

(v, w) = (w,v),
og positivt definitt
(v,v) >0 dersom v #0,

og linezert enten forste eller andre faktor.

Linearitet i den ene faktoren, impliserer antilinearitet
i den andre faktoren. Dersom det komplekse indre-
produktet er linesert i andre faktor,

(u,av +bw) = a(u,v) + b(u, w)
blir det antilinesert i forste faktor:

(au+ bv,w) = a(u,w) + b(v, w)



Dersom det er linezert i fgrste faktor,
(au+bv,w) = a(u,w) + b(v,w)
blir det antilinesert i andre faktor:
(u,av + bw) = @(u,v) + b(u, w)

Forskjellige fagfelt foretrekker forskjellig versjon, sa
det er greit & vite om at dette kan gjgres pa to ma-
ter. Vi skal ha mest bruk for den varianten som er
linezer i fgrste faktor, for det er denne som er vanlig i
fourieranalyse. Relle indreprodukt er linezre i begge
faktorer, s& da faller problemstillingen bort.

Eksempel 7.48. La V vaere et vektorrom av inte-
grerbare funksjoner f : [—7w, 7] — C. Uttrykket

(ﬂg%:/wf@ﬁﬂﬁdm

—Tr

definerer et komplekst indreprodukt pa V, og funksjo-
nene '™ er ortogonale med hensyn pa dette indre-
produktet. Dette indreproduktet er linezert i forste

faktor. A
Eksempel 7.49. La

apy  Gpg A1p
A= | %1 G2 Q2n
A1 A2 Amn

veere en kompleks m xn-matrise. Hvis vi transponerer
A og komplekskonjugerer komponentene, far vi den
adjungerte matrisen

ap;  ay

A1
A = | Q12 @22 A2
A1n Qo Qmn

La v og w vare sgylevektorer i C". Indreproduktet
mellom dem er som regel definert som:

(V,W) = V'W = Tyw; + Tywy + -+ + 0,w,,

Merk at (v,v) bestar av de kvadrerte absoluttverdi-
ene til komponentene til v, slik at at vi far et fornuftig
mal pa lengden til v. (Dersom n = 1, klapper dette
sammen til & bli modulus til et komplekst tall.)

Dette indreproduktet er linesert i andre faktor, som
antagelig springer ut fra tradisjonen med & fokusere
pa sgylevektorer. Skulle vi hatt et indreprodukt som
var linegert i forste faktor, hadde det veert mer natur-
lig & si at v og w var radvektorer i C", og definere

(v, W) = vW" =0, W) + VoW + -+ + v, Wy,

men dette er altsd ikke denne varianten som er van-
ligst i bruk. A

Akkurat som for reelle indreprodukt, har vi at
(w,v) = 0 dersom (v,w) = 0. De fleste teoreme-
ne vi beviste for reelle indreproduktrom, gjelder for
komplekse indreproduktrom, men unntaket er Pyta-
goras’ teorem, som blir litt annerledes; implikasjonen
gar bare en vei nar indreproduktet er komplekst.

Pytagoras 11T

Dersom vektorene v og w er ortogonale, er

Iv + wi* = |v[* + [ w]?.

Bewvis. Vi vet at
v+ w|* = (v+w,v+w)
=V, v) +(v,w) + (W, V) + (W, W)
= |vI? + (v, w) + (w,v) + [w]?
= |vI* + |w|?

siden (v,w) = (w,v) = 0. O

Eksempel 7.50. I den komplekse varianten av Py-
tagoras’ teorem er det kun enveis implikasjon. Det er
nemlig ikke ngdvendigvis sant at (v,w) = 0 dersom

[v—wi? = [v[* + [ w]?,

for uttrykket
(v,w) + (w,v)

kan kansellere pa andre mater enn at begge indre-
produkt er null. Se gvingsopplegg. A

Eksempel 7.51. Vektorene

1 1
il %
er ortogonale. A

Den ortogonale projeksjonen ma defineres som

P = (2,
eller
Puiw) = (220,

alt etter om man opererer med et indreprodukt som
er linezert i fgrste eller andre faktor. En lineseravbild-
ning skal jo veere lineser, ikke antilinezer!

Eksempel 7.52. La oss projisere vektoren

—5i
w= |0
21

béde pa og normalt pa

Vi beregner:
(v,v)=3-34i-(—i)+4-4=26

og
(v,w) =3 (=5i) +i-0+4-2=—Ti

slik at




og
vV, W
WPV(W)—W((VV))
—5H1 .3 —109:
71 1
=lo|-Ll-il==| 7 |&
[%] 26 L} %ISOJ

Eksempel 7.53. Partialsummen til en fourierrekke

N
Sy(t) = Z c, et
n=—N

der

1 i )
Cp = 7/ f(t)eilnt dta
2 )

er en ortogonal projeksjon av f ned i vektorrom-
met utspent av funksjonene e for —N < n < N.
Dersom N — oo, utgjor disse funksjonene en ba-
sis for et uendeligdimensjonalt vektorrom som heter
L?(—m,7), og for alle fi dette rommet er det riktig

a skrive at -
f(t) = Z c, et
n=—oo

Dette kan ikke vi vise, for det er ganske kompliert,
og man ma fgrst gjennom et komplisert kurs i noe
som heter funksjonalanalyse. Men det er greit a vite
at fourierrekker egentlig bare er linesralgebra. Ma-
tematikkens styrke er at mange ting som ser helt for-
skjellige ut, oppferer seg temmelig likt. Man ma bare
studere oppfgrselen ngye, litt som en etolog som stu-
derer sjimpanser)} gorillaer, orangutanger eller [fjellba-

A

vianer.

Minste kvadraters metode

Dette er en teknikk for & finne tilnsermede lgsninger
til linesere systemer med flere likninger enn ukjen-
te. Teoremet om kortest avstand forteller hvordan vi
kan gjgre dette pa en fornuftig mate om vi har en
ortogonal basis for sgylerommet til matrisen. Minste
kvadraters metode er en teknikk som finner den sam-
me lgsningen, men som ikke avhenger av at vi har en
ortogonal basis for sgylerommet.

La oss si at A er en m x n-matrise, at x og b er
kolonnevektorer i C", og at vi gnsker & betrakte sys-
temet

Ax=Db

for m > n. Dette systemet vil ikke ha noen lgsning
med mindre b tilfeldigvis ligger i kolonnerommet til
A, sa vi gnsker istedet & finne den x som minimerer
avstanden fra Ax til b. Hvis vi krever at vektoren
Ax —b star ortogonalt pa kolonnerommet til A, opp-
nar vi dette. Altsd ma vi ha

A*(Ax—b) =0

eller
A*Ax = A*b.

Dette er et n x n-system som kalles normallikninge-
ne. Lgsningen av systemet gir den x som minimerer
avstanden fra Ax til b.
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Eksempel 7.54. Vi gnsker & bruke minste kvadrats
metode pa systemet med totalmatrise

0 1 |1—2
1 1 | 1414
0 4 t

Vi ganger matrisen pa venstre side av likningssyste-
met med sin adjungerte

og far

K

Vi ganger hgyresiden med den adjungerte av venstre-

siden, og far
1—i
(1
J llz“] - [3—22}

Lgsningen av systemet med totalmatrise

(1 a]aza)
s

Dette betyr at vektoren

—i —i/
AR

er det punktet i kolonnerommet til matrisen

0 1
T 9
0 =1

som minimerer avstanden til punktet

1—14
141

0 — 0
1 — -

er

7

Regresjon

Hvis du har n + 1 punkter (z;,y;) i R?, der x; er
forskjellig for alle punktene, vil det alltid veere mulig
& finne et reelt polynom

p(r) = a,2" +a, 12" 1 + ... +ayz +ag

hvis graf gar gjennom alle disse punktene, altsa at

p(z;) =y,

for alle 1 < i < n+ 1. Dette kalles interpolasjon. Lik-
ningene over utgjgr et (n+1) x (n+1)-likningssystem
for koeffisientene a;, med totalmatrise

n n—1 1

xy xy X Ty i
n n—
x5 x4 e Do 1] yy
zn 7l T 1
n+1 n+1 n+1 Yn+1


https://www.youtube.com/watch?v=YVQN3rkD5UU
https://www.youtube.com/watch?v=NeaAZ1On-w8
https://www.youtube.com/watch?v=IFACrIx5SZ0
https://www.youtube.com/watch?v=Bm1q-V2b1Sc
https://www.youtube.com/watch?v=Bm1q-V2b1Sc

Vi vet jo fra Lagrangeinterpolasjon at dette liknings-
systemet ma ha en entydig lgsning siden det finnes et
entydig interpolasjonspolynom sa lenge z; # z for

J#k

Eksempel 7.55. Vi prgver & finne et annengrads-
polyom som gér gjennom punktene

f-b] = [

Et annengradspolynom skrives p(x) = az? + bx + c,
s& likningssystemet blir

c=1
a+b+c=0
4da+2b+c=1

Lgsningen er a = 1 , b = —2 og ¢ = 1, slik at poly-
nomet blir p(z) = 22 — 2z +1 = (x — 1)%. Det er lett
a sjekke at polynomet tar de rette verdiene i x = 0,
r=1o0gz=2. A

Dersom man prgver a gjgre den samme prosessen
med et polynom som har orden m < n , vil man
fa det overbestemte (n + 1) x (m + 1)systemet

m n—1
x7] 7 Lo T, 1|
m n—
x5 x5 O 1| yy
m n—1
Ty Tpir o e Tpp 1| Y

Bruker man sa minste kvadrats metode pa dette sys-
temet, far man et polynom som passer ganske bra
til punktene uten at grafen gar gjennom hvert enkelt
punkt - dette kalles regresjon.

Eksempel 7.56. Vi prgver a finne et annengrads-
polyom som gér gjennom punktene

R

Likningssystemet blir na

c=1
a+b+c=0
da+2b+c =1
9a + 3b+c =2

Dette systemet har ingen lgsning, men vi kan bruke
minste kvadrats metode til & finne et polynom som
passer ganske bra. Matrisen er:

0 0 1
1 1 1
A= 4 2 1|’
9 3 1
mens hgyresiden b er:

1
0
b= 1
2
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Den adjungerte A* er:

0 1 4 9
A*=10 1 2 3].
1

1

0 1 4 9 (1)(1)1 98 36 14
aa=10 1 2 3|, o (=136 1 6
O 1 N ] I VR
og
-
0 1 4 91 [] e
ab=|o 1 2 3| |} =8
111, 4

Vi ma lgse systemet A*A = A*b, altsa systemet med

totalmatrise
98 36 14 | 22
36 14 6 8 .
14 6 4 4

Lg@sningen er

1/2 7
—11/10
9/10 |
slik at polynomet blir

A

Eksempel 7.57. Nar statistikere snakker om regre-
sjonslinje, snakker de om et fgrste ordens polynom
som pregver & reise gjennom en punktmengde med litt
for mange punkter, der minste kvadraters metode er
brukt for & finne noen koeffisienter som far linjen til
& passe ganske bra til punktene. La oss gjore dette
for punktmengden i eksemplet over:

o] B B

ax + b, sa lik-

Regresjonslinjen er gitt ved p(x)
ningssystemet blir

b=1
a+b=0
2a+0b=1
3a+0b=2

Dette systemet har ingen lgsning. Vi bruker minste
kvadrats metode, og beregner

0 1
o 1 2 371 1| [14 6
AA_[1 11 1}21_[6 4}
301
og
1
W o1 2 3700 [8
Ab_[l 11 1}1_{4}
2

|



Lgsningen til A*A = A*b blir
112
5 |2

slik at regresjonslinjen blir

p(m)z%(m—f—l).

99



Kapittel 8

Fourieranalyse

Tradisjonelt sett har fourierrekker veert pen-
sum i TMA4120/25/30/35 pa Glgshaugen. Se
pa gamle eksamener i 4K her for et rikholdig
utvalg av regneeksempler. Se ogsa

e Adams kap. 9.9
o Kreyszig kap. 11
e Rudin kap. 8

\.

Joseph Fourier| ble satt i fengsel under den franske
revolusjon, dro til Egypt med Napoleon Bonaparte,
og regnes som oppdageren av drivhuseffekten. Han
oppfant ogsa fourierrekker. De satte opp en statue
av ham i hjembyen Auxerre i 1849, men den ble visst
rekvirert av staten og smeltet om under andre ver-
denskrig.

Ka e problemet?

Du har leert at mange glatte funksjoner kan skrives
som en potensrekke. For eksempel er

e’} $2n+1
e = (0" g, )

for alle x. Joseph Fourier stgtte pa et annet problem
da han prgvde a lgse varmelikningen tidlig pa 1800-
tallet. Han matte

PROBLEMET

skrive en gitt funksjon f : [0,7] — R som en
uendelig rekke av sinusfunksjoner:

f@) = i b,, sinnt
n=1

.

Hvis du har fiklet litt med indreproduktrom, gar det
an a gjette pa hvordan det skal gjgres.. Det er nem-
lig slik at sinusfunksjoner med forskjellige heltalls-
multipler av en grunnfrekvens er ortogonale:

T . w/2 forn=m
sin nt sinmt dt =
o 0 for n #m

Fourier benyttet seg av dette omtrent som fglger. Han
ganget likningen

f) = Z b,, sinnt,
n=1

100

med sinmt og integrerte:

o0

/ f(t)sinmt dt :/ an sin nt sin mt dt
0 0

n=1

Sa byttet han plass pa integraltegnet og summen, og
fikk

s o0 ™
/ f(t)sinmt dt = Z b, / sinnt sinmt dt
0 n=1 0
Siden sinusfunksjonene er ortogonale, blir det na en
haug med kanselleringer, slik at

g b
/ f(t)sinmt dt = m
b 2

eller

2 s
b, = 7/ f(t)sinmt dt.

T Jo
Dette kjenner du forhapentligvis igjen som projeksjo-
nen av f pa sinmt, og vi gjorde bunn og grunn den
samme beregningen i kapitlet om indreproduktrom,
men da i et endelig antall dimensjoner. Det at vi nd
har fatt uendelig mange dimensjoner, gjgr alt mer
komplisert, men det viser seg at veldig mange funk-
sjoner kan skrives som uendelige summer av sinus-
eller cosinusfunksjoner.

Joseph Fouriers ideer ble til dels avskrevet av samti-
dige matematikere, men eksemplene han oppdrev pa
at en funksjon med knekkpunkt kan skrives som en
uendelig rekke av glatte sinusfunksjoner var banebry-
tende.

Periodiske funksjoner

Néar man skal forsta fourierrekker er det ikke mulig &
komme utenom periodiske funksjoner.

En funksjon sies & ha periode p > 0 dersom
ft+p) = f(t)

for alle t i definisjonsmengden til f. Den mins-
te p slik at likningen holder for alle ¢, kalles
fundamentalperioden til f.



https://wiki.math.ntnu.no/tma4120/2020h/eksamensoppgaver
https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier
https://en.wikipedia.org/wiki/Napoleon

Eksempel 8.1. Funksjonen
f(t) =sint

har perioder 2n7 for alle n € N. Fundamentalpe-
rioden er 27. VAN

Dersom f har periode p, og g(t) = f(kt), har g peri-
ode p/k, for

f(kt) = f(kt +p)
f(k(t+p/k)) =g(t+p/k).

g(t)

Eksempel 8.2. Funksjonen

f(t) = sin(3t)

har perioder 2nm/3 for alle n € N. Fundamentalpe-
rioden er 27/3. Under er plot av funksjonene sint,

sin 2t og sin 3t. AN
1 L
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Eksempel 8.3. Den komplekse eksponensialfunk-
sjonen e* = cost + isint har fundamentalperiode

2m. A
Eksempel 8.4. La vi k = 27/T og sammenlikner
med forrige eksempel, ser vi at den komplekse ekspo-

nensialfunksjonen e27**/T har fundamentalperiode 7.
Det er vanlig & skrive w = 27/T. A

Hvis man tar en funksjon
fi[-mm) =R

og kopierer funksjonen slik at den ser identisk ut pa
[m,37), [3m,57) og s& videre, fir man noe som kalles
den periodiske utvidelsen til f:

NI NI

/

L L
! I

-

Tr
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Eksempel 8.5. Den 2m-periodiske utvidelsen av
funksjonen f : [—m,m) — R gitt ved

_Jo t<o
)1 t>o0

kalles en firkantbglge.

f(t)

A

Eksempel 8.6. Den 2m-periodiske utvidelsen av
funksjonen f : [—m,m) — R gitt ved

T+t t<O0
T—t t>0

kalles en trekantbglge.

f)

A

Eksempel 8.7. Den 2m-periodiske utvidelsen av
funksjonen f : [—m,m) — R gitt ved

fl) =t

kalles en sagtannbglge. AN

Av og til slurver vi litt og omtaler den periodiske
utvidelsen til en funksjon f : [—m, 7] — R. Det er da
underforstatt at funksjonsverdiene i endepunktene er
irrelevanwte.

Fourierrekker pa kompleks
form

Det vakreste

En fourierrekke er en rekke

h(t) = i c, et
n=—o00

der
1

" 2

/_ i ft)e ™t dt

kalt fourierkoeffisientene.

\.

Dette er en geometrisk rekke med multiplikasjonsfak-
tor €', og den er en periodisk funksjon med funda-
mentalperiode 2. E| Av og til er det mer praktisk &
skrive

oo
h(t) =ag + Z a,, cosnt + b, sinnt.

n=1
eller

h(t) =dy + i d,, cos(nt + ¢,,).
n=1

Folgende teorem skal vi bevise nederst i kapitlet:

1Vi skal sette opp fourierrekker med andre perioder enn
27, men formlene blir mer grisete, sa det er lurt & laere seg 27
forst.



Det pene konvergensteoremet

La f: R — R veere en kontinuerlig deriverbar
2m-periodisk funksjon, og la

1 4 .
== t)e "t dt.
e L

Da er -
f&) =" cpe™
n=—oo

for alle t.

.

Na skal vi gjore noe som er ganske vanlig i ingeni-
grmatematikk. Vi skriver opp et presist teorem med
strenge betingelser pa f fordi dette er greit a bevi-
se, men nar vi skal regne eksempler, gar vi friskt pa
med funksjoner ikke tilfredsstiller disse betingelsene,
og dette gar irriterende nok stort sett bra. Det gér
selvfplgelig an & si noe om hva som skjer under sva-
kere forutsetninger pa f, men da blir bevisene mye
vanskeligere, og ingenigrer har andre ting & gjgre enn
& lese lange bevis. Rapporter skal jo skrives.

Dersom f er stykkvis kontinuerlig, og den venstre- og
hgyrederiverte eksisterer i eventuelle bruddpunkter,
er

ft)y=">" c,em

n=—oo
dersom f er kontinuerlig i ¢, og
o0

int
E Cp€

n=—oo

i JE—R A+ fE+h)
h—0* 2

dersom f ikke er kontinuerlig i ¢t. f ikke er det. Vi
skriver

ft)~ > cpe

dersom fourierrekken ikke konvergerer til f for alle ¢.
(Det gar fint & beregne fourierrekken s& lenge f er
riemannintegrerbar.)

Dersom f : [—m, 7] — R er kontinuerlig deriverbar,
blir fourierrekken omtrent lik den 2m-periodiske ut-
videlsen til f. Det er ofte denne ingenigrer er interes-
serte i, siden de bruker fourierrekker til & analysere
signaler som er periodiske i tid, for eksempel pipetone
eller vekselspenning.

Det store spgrsmalet

Hvorfor er fourierkoeflisientene gitt ved

1 (7 ,
B, = —/ fye it de 7
27 )

Fourierkoeflisientene ¢, er ortogonale projeksjoner,
og de komplekse eksponensialfunksjonene

er innbyrdes ortogonale pé [—, 7]:

s ™
/ eintW dt :/ einte—imt dt =

—T —T

/ Giln—mt g _ {277 forn=m

0 forn#m

Ved forste gyekast kan man bli forledet til & tro at
alt dette kun funker for harmoniske svingebevegel-
ser, og dette trodde de fleste matematikere helt frem
til 1700-tallet eller sa. E| Det viser seg imidlertid at
veldig mange funksjoner kan skrives som trigonomet-
riske rekker. Fourier klarte ikke bevise dette, men
Dirichlet fant ut av det i 1829, og oppfant en konver-
gentstest i samme slengen. Det finnes noen bergmte
eksempler pa kontinuerlige funksjoner der fourierrek-
ken ikke konvergerer til funksjonen, men deriverbar-
het gjor susen.

Eksempel 8.8. Vi finner fourierrekken til f : R — R
gitt ved f(t) = t. Fourierkoeffisientene blir:

1 s
— tdt=20
27r/_7r

. i /7\' te_int dt = _L(e—inw + einﬂ')
" om ) 2in

Co

(_1)n+1
= ——COSNm = ———.
m m

Siden f er glatt pa intervallet (—m, 7), kan vi skrive

1
=y EUT e
mn
n=—o00
n+0
1 1
— - ( 1)n+ eint _ i (_1)n+ efznt
— mn — n
n=1 n=1
o] —1 n+1
=2 Z (=1) sin nt
n=1
pa (—m, 7). I t = 7w og t = —7 konvergerer rekken til

0. Fourierrekken er 2m-periodisk, utenfor intervallet
(—m, ) konvergerer den ikke til f. A

La oss merke oss et par ting fra eksemplet over.

o Fourierrekken er reell siden f er det, selv om den
er en sum av komplekse eksponensialfunksjoner

o Fourierrekken er lik den 27-periodiske utvidelsen
til funksjonen g : [—7, ) gitt ved

t forte (—m,m)
t =
9) {O fort=—n
Uttrykket
N .
Sn(t) = Z c,em
n=—N

’https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series
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kalles den N-te partialsummen til fourierrekken. Un-
der er et plot av tre av partialsummene til sagtann-
bglgen. Den bla er Sy, den gule er S,; og grgnne
erSsg00- Merk hvordan det er umulig & se forskjell pa
Sso00 0g f unntatt i endepunktene.

Fourierrekker pa reell form

Dersom f er reell, blir fourierrekken ogsa reell. Dette
folger av formelen for koeflisientene c,,. Dersom f er
reell, kan vi skrive:

_ 1 " —int
=5 | fear

1 (7 —_—
7/ f(t)emt dt
2m )

1 g .
—/ ft)ent dt =¢,
2

—1Tr

Derfor blir

c znt_|_c e~int — o pint +m

?’L n n n
blir en reell funksjon, og fglgelig er hele fourierrekken
reell. Vi kan fint sette opp fourierrekken direkte med
sinus- og cosinusfunksjoner. I noen tilfeller gir dette
enklere regning, og noen tilfeller vanskeligere.

Fourierrekker pa reell form

En annen variant er

o0
f~ag +Zancosnt+bnsinnt

n=1

med koeffisienter:

_iﬂ/:f(t) dt an:%/:f(t)cosntdt

/7r f(t)sinnt dt

—T

b =

1
"o

.

Det er vanlig a kalle alt dette 'reell fourierrekke’, men
det er litt misvisende, siden en fourierrekke kan veere
reell selv om den er skrevet ned med komplekse eks-
ponensialfunksjoner.
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Eksempel 8.9. Vi finner enhetssprangfunksjonen

>
u(t):{l fort >0

0 fort<O.

sin reelle fourierrekke pa (—m, 7). Vi beregner

2 ) 2 2
1 [ 1
a, = — (t) cosnt dt = — cosnt dt =0
m ) T
1 1 [7
bn:f/ smntdt:f/ sinnt dt
m ) T Jy
B nl for n oddetall
10 for n partall.
Her kan vi bare skrive
L (2 1)t
5 - Z sm n — 1)t,

for fourierrekken konvergerer til w pa intervallene
(—m,0) og (0,7), men til 1/2 1t =0 ogt = +m.
Partialsummene er gitt ved

2 N
+;Z

n=1

sm 2n — 1)t.

M\H

2n —

Under er plot av partialsummer for n = 1, n = 2,
n = 5, og n = 10. Jeg har plottet pa intervallet
[—27, 27] for & illustrere hvordan fourierrekken oppf@-
rer seg utenfor intervallet [—m, 7]. Merk den lille over-
og underskytningen partialsummene gjor pa hver side
av spranget. Denne er alltid pa rundt 9% av spran-
gets hgyde, og oppforelen kalles Gibbs fenomen, til
tross for at det forst ble oppdaget av en som het
Wilbraham. Spranget forsvinner pa mystisk vis nar
n — oo. VAN
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Vi kan utlede formler for overgangen mellom fourier-
rekker pa reell og kompleks form:

_ % ( [ : F(#)e-int dt + [ : F()eint dt)
= % (/: f(t) (e7™ +et) dt)

/ f(t) cosnt dt = a,,

Cp—C_p = % (/ﬂ ft)e it dt — /7T ft)eint dt)

_ % ( [ : F(t) (et — eint) dt)

S— / f(t)sinnt dt = —ib,
0 —1T

Cn + C_n

3=

Overgang mellom reell og kompleks

Andre

[_777 7T]

intervaller enn

A utlede formler for fourierrekker pa andre intervaller
enn [—, 1| er ikke vanskelig, men formlene blir mer
grisete og vanskeligere a huske.

Fourierrekker pa generelt intervall

For intervallet [—L, L] skriver man

oo
f(t) ~ Z c, et (8.1)
n=—oo
eller
f~a —|—ia cosn—m—i—b sinn—m
0 o n T n i3 .

Koeffisientene er gitt ved

1 [F -
Cn:i/_Lf(we_zL dt,

og
1 L
aOZE/Lf(t)dt
1 [F nmt
a, = E/_L f(t)COST dt
1 [t t
b, = Z/_L f(t)m% dt
henholdsvis.




Utledning er identisk med utledning pa intervallet
[—7, 7]. P4 samme méte kan man sette opp fourier-
rekker pa intervallet [a,b], men det dropper vi.

Eksempel 8.10. Vi beregner den komplekse fourier-
rekken til heavisidefunksjonen pa [—1, 1]. Koeffisien-
tene blir

I
cn:f/ F(t)e " dt
2/,

1 % for n=20
1 ot
= 5/ eV dt =4 - for odde n
0 0 for jevne n,
slik at
1 1 > 1 .
t) ~ — _ - (2n71)mt'
W)~ gt 2 2n—1)°
n=—o0
n+0
Merk nok en gang at
c 6n7rit +ec efn'm't — l sin nt
" - nmw ’
slik at
1 1 >, 1 .
t) ~ = - (2n—1)mit
wt)~ gt 2 2n—1)°
n = —oo
n+0
1 2 1 .
:§+;Z2n_1sm(2n—1)ﬂ't. A

Odde og jevne funksjoner

Vi sier at en funksjon er odde dersom

f(=t) =—=f(t)

og jevn dersom

f(=t) = f(1).
for alle ¢ i definisjonsmengden til f. Grafen til en
odde funksjon blir identisk dersom du dreier den 7
radianer om origo, mens grafen til en jevn funksjon
blir identisk dersom du speiler den om y-aksen. En
rask kikk pa figur viser at

/.

) dt=0

for odde funksjoner, og

L L
/L F(t) dt = 2/0 F(¢) dt

for jevne funksjoner.

N

%) ) x

f(x)

f(x)

Jevn Odde

105

Dersom f(—t) = —f(t), og g(—t) = g(t), ser vi at

f(=t)g(=t) = —f(t)g(t),

altsd er fg en odde funksjon dersom f er odde og g
er jevn. Dersom bade f og g er enten jevne eller odde
blir fg jevn.

Dersom f er odde, blir a,, = 0 for alle n, og dersom
f er jevn, blir b,, = 0 for alle n. Fourierrekken til
en odde funksjon inneholder derfor kun sinusfunksjo-
ner, mens fourierrekken til jevne funksjoner innehol-
der kun cosinusfunksjoner.

For f : [0, L] — R kan vi definere den odde utvidelsen

for0<t<L
for— L<t<0

f(t)

‘ﬁ:{ﬂw

og den jevne utvidelsen

for0<t<L
for —L<t<O0

f(t)

@:{ﬂt)

Siden bade f, og f; er identiske med f pa [0, L], vil
fourierrekkene deres konvergere til f pa [0, L]. Man
kan séledes velge mellom sinus eller cosinus nar man
skal fourierutvikle f. Disse kalles henholdsvis sinus-
og cosinusrekkene til f pa [0, L]. For fourierutviklin-
gen til f, er

1 [E t
bn:L/_Lfo(t)sinnz dt

2 [F t

_L/o f(t)sinn% dt.

og for fourierutviklingen til f; er

1 [t nmt
a, = L/_L f7(t)COST dt

2 [ t
L/O f(t)cosn%dt

L L
a0:21L/L £5(0) dt:i/o £(t) at.

Eksempel 8.11. Vi beregner cosinusrekken til
f(t) =t pa (0, 7). Koeffisientene blir

1 U
aozf/ tdt=m/2
T Jo
0og

for odde n

a, =

92 [T —4
/ tcosnt dt = { ™
o 0

T for for jevne n.

slik at

———cos(2n — 1)t

— (2n—1)?

pa intervallet (0, 7). Under er et plot af f(t) =t og
cosinusrekken pa et litt storre intervall enn [0, 7]. A
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Parsevals teorem

En uendeligdimensjonal variant av pytagoras, kalles
Parsevals teorem.

Parsevals teorem

Anta f er riemannintegrerbar, og at

1 /L o0
5 | ) dt= lenl?
2L —L nzz—:oo
2 1 = 2 2
= Gy + 5 Zan + bn
n=1

Eksempel 8.12. Vi kan bruke fourierrekken til
heavisidefunksjonen til & finne summen til rekken

Siden

1 oo
BITE o

og u er glatt i t = 7/2, ser vi at

sm (2n—1)t

1 2 1
:u(w/2):§+;T;2nilsm(2n—1)
1 2 (—1)n

=3t Rl

Dette betyr at

> (—1
y U

n=1

A

Eksempel 8.13. Vi kan bruke Parsevals identitet til
a finne summen til den kjente og kjeere rekken

1 1 =~ 1
14+ g = =,
AR R
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Siden

sin nt,

oo -1 n+1
2y (G Vi
n=1 n

gir Parsevals identitet at

2 1 [7 > =1
== trdt=) b=4) —
eller ) -
s 1
b &

Vanskelig teori

Hvis du slar opp i et kapittel om fourierrekker i en
vanlig leerebok i matematikk, begynner de gjerne med
noe slikt:

Anta at vi har en funksjon f : [—m, 7] = R som vi

har lyst til a skrive

o0
t) = Z b,, sinnt.
n=1

Ok, s& hva ma koeffisientene vaere? La oss gange hele
greia med sinmt og integrere alt sammen:

/f t)sinmt dt = /Zb sin nt sin mt dt

—T n=

Det neste steget er & bytte plass pa integraltegnet og
summen, slik at vi far

/ f(t)sinmt dt = Z b, / sin nt sin mt dt
- n=1 —m

og sa bruke at

s
/ sinntsinmt dt =

—Tr

m forn=m

0 forn#m
for & se at det blir en haug med kanselleringer pa
hgyresiden, og at vi derfor far

/ f(t)sinmt dt = 7b,,.

Men denne ’'utledningen’ gir en litt falsk fglelse av
forstaelse. Det er et problem her, som er illustrert av
et eksempel fra kapittel 7 i Rudin. Problemet ligger
i likningen

m oQ
/ Z b, sinntsinmt dt =
—m n=1
oo T
Z b, / sinntsinmt dt
n=1 -7

Folgende eksempel viser at det & bytte om pa inte-
grasjon og uendelig sum kan veere farlig. La

fult) =nt (1—12)"
Fra rekketeorien ser vi enkelt at

lim f,(t) = lim nt(1—¢*)" =0

n—oo n—0o0



dersom 0 <t < 1, slik at

[

lim f,

m
n—oo

() dt = 0.

Men

Det ligger altsa ingen ngdvendighet i at det gar greit
a bytte om pa uendelig sum og integral:

1 1
TS e AT
0 0

Folgende strategi er derfor & foretrekke. Strategien er
litt teknisk, men leder frem mot riktig resultat uten
alt for mange vanskeligheter. En generell fourierrekke
er et uttrykk pa formen

> et (t).
n=1

Vi skal na utlede litt teori om disse. La f og g veere
komplekse funksjoner av en reell variabel pa interval-

let [a,b]. Husk at
b
[ 19

er et indreprodukt og at f og g er ortogonale pa [a, b]

dersom
b
[ 1a=0

Alle lineserkombinasjoner av en endelig mengde med
innbyrdes ortogonale funksjoner ¢,, er et vektorrom,
og {¢,,} er en basis for dette vektorrommet. Dersom

b 1 forn=m
/a¢"¢m {O for n #m

sier vi at familien er ortonormal.

Eksempel 8.14. Funksjonene

er et ortonormalt system pa intervallet [—m, 7).

Eksempel 8.15. La m,n > 1. Siden
7w forn=m
0 forn+#m

w forn=m
0 forn#m

T
/ cosnt cosmt dt =

—T

e
/ sinnt sinmt dt =

—Tr

og

U
/ cosntsinmt dt =0

—T
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utgjer {sinnt,cosmt} ogsd et ortogonalt system pa
[—7,7]. Vi tar cosinusfunksjonene. Fgrst skriver vi
om litt:

™
/ cosntcosmt;dt =

—T

1 s
3 / cos(n + m)t + cos(n —m)t dt

—T

Det siste integralet er lett & beregne. Det forsvinner
for alle verdier av m og n, unntatt nar m = n, for da

er e .
5/ cos(n—m)tdt:/ dt =,

—T

slik at

s
/ cosnt cosmt; dt =

—Tr

w forn=m
0 forn=#m

De to andre formlene bevises pa samme maéte.

A

Eksempel 8.16. Legendrepolynomene er en familie
av polynomer gitt ved rekursjonen

Py(t)
Py (1)
(n+1)P, () =

=1

t
(2n+ 1)tP,(t) —nP,_4(t).

Disse er et ortogonalt system pa intervallet [—1,1].
De forste fem polynomene er:

Py(t) =

P1 (t) =

Py(t) = 3312~ 1)

P;(t) = =(5t3 — 3t)

Py(t) = é(35t4 — 30t% 4 3)

Disse dukker opp mange steder i anvendelser, for ek-
sempel i interpolasjon, numerisk integrasjon, samt
Schrgdingers likning for hydrogenatomet. A

Dersom en funksjon kan skrives som en lineserkom-
binasjon av ortonormale funksjoner:

N
F6) =3 .0,
n=1

vet vi fra kapitlet om indreproduktrom at fourierko-
effisientene kan skrives

b
e = / B0 dt
og at

N b
2= A1) dt.
> e / (1)

Dersom f ikke kan skrives som en lineserkombinasjon
av funksjonene ¢,,, har allikevel uttrykket

N
>t
n=1



noen gunstige egenskaper. Lineserkombinasjonen
med fourierkoeffisientene som vekter er en god ap-
proksimasjonen til f.

Teorem 8.17. Dersom

N
=Z%%®

med

09

lbﬂw

|2dt</\f (t)|? dt

Bevis. Denne beregningen er litt harete, men du fin-
ner nok ut av det med penn og papir:

/|f (1) dt =
!/u Pﬁ—/f D) dt

Det siste uttrykket er helt klart minimert dersom
man velger d,, = c,. O

Det neste teoremet kalles gjerne Bessels wulikhet,
ihvertfall dersom n — oo.

Teorem 8.18. Dersom

N
h(t) =) cadn(t)

b
%:/f®¢®ﬁ

N b
}]%Fg/vwFﬁ
n=1 a

med

er

Bewvis. Fra forrige bevis vet vi at

b b N
/‘uuw—hwvdh:/\ﬂﬁvdr—Ej%a;
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Siden

(t)|> dt >0,

/v

b N
[ lsor =3 O

n=1

Merk til slutt at dersom vi har uendelig mange funk-
sjoner ¢,,, impliserer Bessels ulikhet at

0o
> leal?
n=1

er en konvergent rekke, og at lim

Uttrykket

n—00 ‘Cn| =0.

N N
t) = Z et =1 +22(:osnt
n=—N n=1

kalles dirichletkjernen. Under er et plot av dirichlet-
kjernen for N = 10.

20 -

Vi kan ogsa lage en enda penere formel. Fgrst ut-
nytter vi at en trigonometrisk rekke er en geometrisk
rekke med faktor e, og skriver

N
e'LNt E emt
n=—N

s& lenge e # 1. Siden

ei@N+1)t

Z eint — — ,

efi(N+1/2)t
eiNt =1
efit/Q
kan vi beregne
N e {N+1/2)t N N
nt __ 1Nt int
2 M= ) e
n=— n=—N
i(N+1/2)t e N+ /2)t
e t#0
2N +1 t =2km
sm N+ )
— sin t ¢ :/é 0
2N +1 t =2km



Vi kan bruke dirichletkjernen til & skrive partialsum-
men til en fourierrekke som noe som kalles en konvo-
lusjon.

N
27 E c et
n=—N

N

2

=—N

/ i Z et dy

=/_Wf(y)D (t -

Konvolusjonsbegrepet er ekstremt viktig i signalbe-
handling, men vi skal vente til neste semesteret med
& se ngye pa dette.

/ f(y)e—z’ny dy eint

y)dy=f*D,.

Teorem 8.19. La [ wvere en 2mw-periodisk
funksjon slik at f_T; f? konvergerer. Dersom
f er deriverbar i t, er

N

lim int

c,€
N—oo =N

= f®).

Beuis. Dette er et pent bevis laget av en kar som he-
ter Paul Chernoff. Formlene i beviset blir litt enklere
a skrive opp dersom vi antar t = 0 og at f(0) = 0.
Hvis ikke er dette er tilfelle, kan vi flytte hele pro-
blemet slik at ¢ ligger pa origo, noe som er helt greit
siden f er 2m-periodisk, og si subtrahere f(0) fra f,
som ogsa er greit siden f(xz)— f(0) ogsa tilfredsstiller
betingelsene i teoremet. Vi ma vise at

N
I _ _
AL SVO) = i, 2, 6 =0
=N
>ea=> 5[
¢, = —/ f(t)e it dt
n=—N n=—N 2 -
1 ™ N
=— t —int dt
S U
1 /7 GiN+L/2)t _ —i(N+1/2)t
= — , dt
o eit/2 _ 677.25/2
1 /7 Qi N+1)t _ ,—iNt
— t)————— dt
2m f( ) ett —1
L™ f®) e gy
o et —1
L™ f) ine
— : N dt
+ 2m | et — 1°

De to siste integralene er fourierkoeffisienter til funk-
sjonen
f(t)

et —1°

g(t) =

og ma derfor ga mot null ndr N — oo dersom L 7; g°
konvergerer. Siden f er deriverbar og f(0) = 0, er
g begrenset i omradet rundt 0, og folgelig ma |’ 7; g°

konvergere siden |’ : 12 gjor det. O
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Fouriertransform

Dette er noe som har en spesiell plass i elektroinge-
nigrens hjerte. I dette kapitlet skal vi g& gjennom
fouriertransformens grunnleggende egenskaper.

Fouriertransform

Fouriertransformen til f er

X(w)=F{z(t)} = /00 x(t)e ™t dt.

—00

der w er en reell variabel.

Siden

1 o0
X(0)=— / t) dt
0=y5 ) 10
ser vi at det gir ingen mening a stappe inn en funk-
sjon som ikke lar seg integrere pa hele t-aksen. Det
er vanlig & kreve at x er absolutt integrerbar, altsa

at
/ |z(t)| dt < oo.

Det er mulig a slakke noe pa dette kravet, med
det skal ikke vi gjgre. Funksjonen ¢! = coswz —
isinwx er en parametrisering av enhetssirkelen, med

le~t =1 for alle w og .

Inngangsbillett til fouriertansform

Dersom « er absolutt integrerbar, konvergerer
integralet
o0
/ x(t)e ™t dt.
—00
absolutt.

Bevis. Dersom w og x er reelle, er [e”™!| = 1, slik at

/ |z(t)e | dt = /

- /: |z(t)] dt < oc.

|z (t)] - le"| dt

Eksempel 8.20. La a > 0. Vi beregner

/ ealel g—iwz g,
0
= /.
([ mﬁmw+/ i) )
o A

(a—i—zw a—zw)

7(1\9(:\
Fle \F

e T —wm dl‘—|— e(we—iwm dl‘)

@;a

2 a
Vor a2 + w2 N \/;aQ + w?

Vi har tilgang pa en formel for den inverse transfor-
men, men det er for vanskelig & bevise for oss.



Invers fouriertransform

Dersom X (w) er absolutt integrerbar, har vi

z(t) = %/ X(w)e™t dw.

For & fa en magefglelse for hvorfor inversformelen er
som den er, kan vi ta en titt pa fourierrekker. Man
kan tenke at fouriertransform er en slags fourierrekke
der [—L, L] strekkes til & bli hele z-aksen. La f veere
en kontinuerlig og absolutt integrerbar funksjon. Vi
setter opp fourierrekken til f pa intervallet (—L, L),
og gjor en omskrivning:

nwt

(oo}

Z c, et
>, 1
> (5

n=—oo

1 & r nat
=— E/ z(s)e s ds | eI
27 Lj,

(t)

n=—oo

Det siste uttrykket kan tolkes som en riemannsum pa

aksen der n telles fra —oo til co. Gitteravstanden er

7, og punktene er gitt ved “*. Hvis vi lar L — oo,

vifter vi det vi kan med armer og bein og far

1 o0 o0 . .
—/ (/ x(s)e s ds) et duw.
2 oo W

Vi kjenner igjen det innerste integralet som fourier-
transformen til x:

1 [ ,
= —/ X (w)e it
27
—00

Det ytterste integralet kalles den inverse fouriertrans-
formen, og med noen strenge krav pa signalet x, er
det riktig a skrive at

1 o0 )
o / X(w)e™tdw
—00

Teorem 8.21. Huis f er glatt, og alle deri-
verte synker fryktelig raskt ndr |z| — oo, er

det riktig at
1 e )
o /_Oo X(w)etdw

Hva betyr det at alle deriverte synker raskt nok nar
t — oo? Det er vanlig & kreve at

z(t) =

x(t) =

x(t) =

sup [¢]+

teR ‘ "’ ’

for alle k og n, for da er det ikke sa vanskelig & bevi-
se at inversformelen gjelder (det er fremdeles litt for
vanskelig for oss). Funksjoner som tilfredsstiller dette
kravet, utgjor et vektorrom som kalles Schwartzrom-
met. Det gar an a slakke pa dette kravet, men da ma
alt baseres pa en mye mer komplisert integrasjons-
teori oppfunnet av Henri Lebesgue. Ingenigrer ma jo
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stadig vekk fouriertransformere funksjoner som ikke
tilhgrer Schwartzrommet, s& det er bare & knipe igjen
gynene og hape pa det beste som vi pleier.

Eksempel 8.22. La a > 0. Vi beregner

‘f]f(e—a\t\) \/L/OO —alt\e—iwt dt
\/j (/0 7at 7uut dt-i—/ eatefiwt dt>
- —ac(a+zw dt+/ :c(a—iw) dt)
"l
\/ﬂ (a + Zw a— zw)
) ) \/5 ; R
o \/ﬂaz—ﬁ—uﬂ TV a2 4 w?
Regneregler

Den fgrste er grei. Siden integralet er en en lineser-
operator, er ogsa fouriertransformen det.

Fouriertransform er en lineseroperator

Dersom a og b er tall og f og g funksjoner, er

F{azx + by} = aT {z} +bT {y}.

Husk at lim, ,,  2(t) = 0 siden z er absolutt kon-
vergent.

1 > )
F (i) =—— it gy
0= [ a0
— e+ [T apei
=V TR
=iwF (x)
slik at

Derivasjonsregelen

La 2’ veere absolutt integrerbar pa x-aksen,
og anta at x(t) — 0 nar x — +o00. Da er

F{i} =iwF {x}

Eksempel 8.23. Vi beregner

F (€7t2 —t% g—iwt Iy

V2T /
Dette er litt jobb. Derivasjonsregelen over gir

F(=2te™) = iwF (e ).



Men vi kan ogsa observere at

F(=2e ) = / —2te" et i

oo 5 .
/ —ite Vet dt
o0

—t2 % dwt dt
/Oo et e

d 1 i 2
=—2i—— e et gt
dw V2T /oo

. d g
—22%5‘"(6 ).

|
b 5

5

—24

5

Vi mangler litt vanskelig teori for & vaere helt sikker
pa den siste beregningen, men vi lar den passere al-
likevel. Hvis vi setter disse uttrykkene lik hverandre,
far vi differensiallikningen

—2ii5"(e_t2)

iwF (et) = 0

eller J
42 w 2\
—dw?(e )—&-*23‘(6 )=0

for  (e**). Integrerende faktor er

w?/4
e/t

slik at

% (e“’2/45”(e’t2)) =0

eller
Fle ) = Ce /4,

Senere i semesteret skal vi se at

~ 1 R 1 1
0) = — eV dt = —\r=—,
7o) ,%/m —VF=
som gir
Flet) = e/t

Dersom a > 0, kan vi gjgre den samme beregningen
og fa

L2
ew/4a.

V2a

Fle ) = AN

Flere regneregler

Tidsskift
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Konvolusjon

Konvolusjon er et litt merkelig produkt som dukker
opp her og der, og er definert ved

- / T 2Oyt —6) do. (8.2)

Det finnes forskjellige typer konvolusjoner, og det er
stort sett forskjellige integrasjonsgrenser som skiller
dem. Hvilken type integrasjonsgrenser som er mest
relevant, kommer litt an pa anvendelsen, men vi be-
gynner med den her.

Konvolusjon kan fremstd som noe umotivert, men
har fryktelig mange bruksomrader. Mange artige ting
er basert pa konvolusjon. Noen eksempler er reverb-
knappen pa gitarforsterkeren din, bakgrunnsuskarp-
heten i det vakre konfirmasjonsbildet ditt, eller auto-
fokusfunksjonen péa speilreflekskameraet du fikk til
ovennevnte konfirmasjon. Sannsynlighetstettheten til
summen av to stokastiske variable er konvolusjonen
mellom tetthetene til hver variabel.

Eksempel 8.24. Anta at du har to uavhengige sto-
kastiske variable X og Y, med sannsynlighetstetthe-
ter f(z) og g(y). Hva er sannsynlighetstettheten til
X+

Dersom X tar verdien v og Y tar verdien z — v, tar
X 4 Yverdien z. For a finne sannsynlighetstettheten
til X + Y ma vi derfor summere opp bidraget fra
alle sannsynligheter pa formen f(v)g(z —v), slik at
sannsynlighetstettheten h(z) til X + Y blir

Viktig regel

Det er lett a vise at konvolusjonsoperatoren
er kommutativ:

TRY=Y*T

Konvolusjonsteoremet

2(t) * y(t) & X (@)Y (),

eller pa norsk: “Konvolusjon i tidsdomenet til-
svarer multiplikajon i frekvensdomenet.”

Bevis. Vi bruker varablelskiftet u =z — v, v = v, og



beregner
F{xt)xyt)} = /OO x(v)y(z —v) dv et dt
/00 x(v)y(z —v) e ™ dv dt

/
/
_ [ (0)y(u) e+ dy du
/
/

Vi skal lgse differensiallikninger med fouriertrans-
form, og da vil vi f& bruk for & inverstransformere
produkter av fouriertransformer. Konvolusjonsteore-
met forteller oss ngyaktig hvordan vi inverstransfor-
merer et slikt produkt.
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Kapittel 9

Funksjoner fra R til R"

En vektorfunksjon er en vektor der komponentene er
funksjoner. Vi skal begynne med & studere vektor-
funksjoner der definisjonsmengden R eller en bit av
denne, og verdimengden er R? eller C. Grafen til en
vektorfunksjon kan man tenke pa som trajektorien
til en flue som surrer rundt i rommet en varm som-
merdag. Mengden av alle vektorfunksjoner utgjgr et
vektorrom med uendelig mange dimensjoner.

Parametriseringer

Du kjenner allerede mange vektorfunksjoner.

Eksempel 9.1. Funksjonen x : R — R2 gitt ved

(1) =) )

beskriver en rett linje. Disse var i min tid pensum pa
videregaende skole. A

x(t)

Eksempel 9.2. Funksjonen x : R — R2 gitt ved

(142t (1 2
<0=(157)= () ++(()
beskriver den samme rette linjen som i forrige eksem-

pel, men fluen flyr her med dobbel fart. A

Eksempel 9.3. Funksjonen y : [0, 27r] — R? gitt ved

cost
y(t) = (sint)
beskriver enhetssirkelen. Jeg vet ikke om denne vek-
torfunksjonen er pensum pa videregaende skole, men

det er definitivt pensum & vite at (cost,sint) er et
punkt pa enhetssirkelen for alle ¢. A

Eksempel 9.4. Funksjonen z : [0, 7] — C gitt ved
2(t) = e = cost +isint

beskriver ogsa enhetssirkelen, men na i det komplekse
planet. A

Eksempel 9.5. Dersom f : R — R er en vanlig
envariabel funksjon, vil

x(t) = (f(tw)

tegne den samme grafen i R2.
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Eksemplene over illustrerer at mange forskjellige vek-
torfunksjoner kan representere det samme grafiske
objektet, i den forstand at to forskjellige vektorfunk-
sjoner kan ha ngyaktig den samme grafen, selv om
funksjonsuttrykkene er forskjellige. Funksjonsuttryk-
ket x(t) kalles gjerne en parametrisering for kurven
det er snakk om.

Tangentvektoren

For envariable funksjoner definerer man stigningstall,
og sa bruker man dette til & skrive opp en likning
for tangenten. For vektorfunksjoner definerer vi bare
tangent pa direkten.

Fartsvektoren

Tangenten til vektorfunksjonen x(t) er

x(t) = }1113% M

Dersom tangenten eksisterer, sier vi at x er deriver-
bar. Definisjonen impliserer at dersom

o= (200)

er

Eksempel 9.6. Enhetssirkelfunksjonen

o= (o)

har tangentvektor gitt ved

o= (o)



Her er det viktig & holde styr pa den geometriske
betydningen av y(¢) og y(t). Den fgrste kan du tenke
pa som et punkt i planet. Den andre kan du tenke pa
som kursen til partikkelen. A

Her er en haug med derivasjonsregler.

Noen regneregler

Dersom x, y og A er deriverbare, er

9 x(t) +y(t) = () + y(t)

dt
L (0x(0) = Mox(t) + A1)
L (x(t) - y(1)) = %(1) - y{0) + (1) - 91
D () x (1)) = (1) x y(t) +x(0) x 30
L x(M(1) = A)x(t)

Hvis man tenker at fluen har speedometer, er ||%(¢)|
farten som vises pa speedometeret ved tiden t.

Speedometerets hemmelighet

Banefarten til vektorfunksjonen x(t) er

u(t) = %@

Eksempel 9.7. Enhetssirkelfunksjonen

o= (32)

konstant fart:

ly ()l = v/(—sint) + (cost)?

= Vsin?t + cos?2t =1

En av de store forskjellene mellom vektorfunksjoner
og vanlige funksjoner, er dette med glattheten.

A

Eksempel 9.8. Funksjonen

(0= (j2)

ser slik ut:
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Komponentfunksjonene t3 og t? er deriverbare funk-
sjoner, men grafen til x er allikevel ikke en glatt kur-

ve. A

Det vi trenger for a luke ut slik patologisk oppfgrsel,
er enhetstangentvektoren.

Enhetstangentvektoren

Enhetstangentvektoren til vektorfunksjonen
x(t) er

x(t) _ x@l

TO= ROl = w0

Eksempel 9.9. La oss beregne enhetstangentvekto-

ren til
43
v = (j2).
Den er
. 32
T - IO _ (\/7)
FO] I .

Hva skjer i t = 07 La oss regne ut noen grenseverdier.
Fgrstekomponenten er grei nok, siden
. 3t? . 3t?
lim ——== lim ——==0
=0t /Ot 442 2—07 /94 4 442
Men i andrekomponenten far vi
2t

2
lim ——— =
20 /91T 1 412

t
Iim ———=1
—0* |t] /912 + 4
0og
I 2t
m —— =
@=0" /914 4 4¢2

Dette betyr at

2
N

()

Jmg T() = (—01>

slik at lim,_,, T(¢) ikke eksisterer.

. t
lim —
x—0~ |t|

lim T(t) =

z—0F

mens

VAN

Enhetstangentvektoren har alltid lengde en. Dette
betyr at endringen til enhetsvektoren kun sier noe om
hvordan kurven dreier, og dersom lim, ,, T(¢) ikke
eksisterer, vil kurven ha en knekk eller noe slikt i
t=a.

Glatt som et olja lyn

Vi sier at kurven til x(¢) er glatt dersom x er
kontinuerlig og v(t) # 0.




Normalvektoren

La oss kikke litt pa enhetstangentvektoren. Merk at

siden T er en enhetsvektor. Hvis vi deriverer hver
side av likningen, far vi

2T(t) - T(t) = 0

som sier at den deriverte av enhetstangentvektoren
star normalt pa enhetstangentvektoren.

Enhetsnormalvektoren

Dersom T(t) # 0, er enhetsnormalvektoren
til kurven gitt ved

T(t)

N0 = 1Fw)]

Eksempel 9.10. En rett linje har ikke noen definert
enhetsnormalvektor. VAN

La oss anta T(t) # 0. Vi kan na utlede at

y(t) = v()T(t),

og at
()T (t) + v(t)T(t)

O(8)T(t) + v(®)|T(E)[N().

y(t)

Av dette ser vi at akselerasjonen til en partikkel som
dreier har to komponenter, Den ene komponenten
tangentiell til banen med stgrrelse v(t), og den andre
star normalt pa banen med storrelse v(t)||T(¢)[. Den
siste kalles sentripetalakselerasjonen.

En sving pa en bilvei trenger ikke vaere en sirkulaer
bane, men ingenigrer i Vegvesenet snakker allikevel
om svingens krumningsradius. Dette er fornuftig mal
pa hvor krapp svingen er. Vi tenker at det ligger en
sirkel som tangerer kurven i x(t), med sentrum i et
sted pa linjen spent ut av normalvektoren N(t) og ra-
dius R(t). Dersom en partikkel reiser gjennom x(t),
kan vi stille oss spgrsmalet hvilken radius som vil-
le gitt den samme sentripetalakselerasjonen dersom
partikkelen hadde gatt i en sirkuleer bane med samme
banefart v(t). For en sirkuleer bane er sentripetalak-
selerasjonen er gitt ved v?/R, og setter vi denne lik
den faktiske sentripetalakselerasjonen til partikkelen,

v*(t)
R(t)

v T()] =

kan vi regne ut

v(t)

B0 =i

Sirkelen kalles oskulasjonssirkelen, og R(t) kalles kur-
vens krumningsradius. Akkurat som at stigningstall
er stigningstallet til en rett linje vi assosierer med
hvert punkt pa kurven, er krumningsradien radien i
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en sirkel assosiert med hvert punkt pa kurven. Krum-
ningsradien kan ogsa skrives

_ v (t)
B |21 ()9 (t) — $1(t>$2<t)|7

men & vise dette er ganske harete, se gvingsopplegg
neste semester.

R(t)

Eksempel 9.11. Enhetssirkelfunksjonen

o= (5

har enhetsnormalvektor gitt ved

No = (Z5)-

Merk at dersom kurven faktisk er en sirkel, vil en-
hetsnormalen peke inn mot sirkelens sentrum. A



Kapittel 10

Funksjoner fra R” til R

N4 skal vi studere funksjoner fra R? til R. Slike funk-
sjoner kalles skalarfelt, og er ofte gitt ved et funk-
sjonsuttrykk i to variable:

z = f(z,y) zy = f(x,25) = f(%x)

eller

Nivakurver

Du bgr til & begynne med tenke pa z og y (eller x4
og x,) som koordinater, og z (eller x4) som den kor-
responderende hgyden over havet. Funksjonen f an-
gir terrenget, og den positive y-aksen (eller z,-aksen)
peker mot nord. Siden vi n& ma visualisere i tre di-
mensjoner (z, y og z eller x, x5 og x4) blir livet mer
komplisert, og dette tar som regel litt tid & venne seg
til.

P& et kart forteller ekvidistanselinjene noe om hgy-
den over havet; dersom du fglger en ekvidistanselin-
je, gar du hverken opp eller ned. Den matematiske
ekvivalenten til ekvidistanselinjene kalles nivakurve.
Disse er gitt ved

c=f(z,y),
og forskjellige ¢ gir forskjellige hgyder over zy-planet.

Eksempel 10.1. Nivakurvene til

flz,y) =x+2y
A

blir rette linjer pa formen ¢ = x + 2y.

Akkurat som pa kart, kan man bruke avstanden mel-
lom ekvidistanselinjene til & indikere hvor bratt funk-
sjonen stiger.

Eksempel 10.2. Nivakurvene til

gz, y) = (x4 2y)?
A

er de samme rette linjene som i forrige eksempel.

Et polynom i to variable er gitt ved
p(@,y) =ty ety
k,m

Dersom k+m < n og k 4+ m = n for minst en kom-
binasjon av k og m, sier vi at polynomet har orden
n. For eksempel er et generelt forsteordens polynom
gitt ved

p(z,y) = azx + by + c.
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Grafen til denne blir alltid et plan i R?. Et generelt
andreordens polynom er gitt ved

p(z,y) = ax? + bxy + cy? +dr +ey + f

Nivakurvene til andreordens polynomer er de bergm-
te kjeglesnittene:
https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section
Parabelen og sirkelen kjenner du fra fgr. For en ge-
nerasjon siden matte sivingstudenter kunne alle disse
pa fingrene, men idag fokuserer vi mer pa andre ting.
Kjeglesnittene kan veere nyttige & kjenne til en gang
i blant.

Eksempel 10.3. Finn og skisser nivakurvene til fla-
ten gitt ved z = 422 4 8x + 5y% — 10y + 9. A

Derivasjon

Vi har na to uavhengige variable, og det er interessant
& vite hvordan f endres med hensyn pa begge. Derfor
finnes det to deriverte. De skrives

ox h—0 h
— = 11im
Oy  h—0 h
eller
ﬁ = lim f(l‘l + h7$2) _ f(xlax2>
0x, h—0 h
ﬁ = lim f($1,$2 + h’) - f(xlax2)
0x2 h—0 h

og uttales henholdsvis “f derivert med hensyn pa x
og y (eller z; og x,)”.

A partiellderivere er enkelt: Man finner % ved a be-

trakte y som en konstant, og sa derivere i vei med
hensyn pa z. Samme for y.

Eksempel 10.4. 5 Finn de partiellderiverte til
flay) =2 +ay+y* + o +y. A

Det er vanlig & sette opp der partiellderiverte i en
vektor, kalt gradientvektoren:

of 8f}

V= [%’a@


https://en.wikipedia.org/wiki/Conic_section

Vi kan fortsette a derivere. Det finnes fire andrederi-
verte, hvorav to er rene:

af? af?
227 %% 9y
og to er blandede:
or . o
0xdy & Oyox’

De to siste er identiske dersom de er kontinuerlige,
men det finnes patologiske eksempler der de ikke er
like. Dette skal vi se pa senere, na skal vi bare fa til
a derivere.

Eksempel 10.5. Finn gradientvektoren til f(z,y) =
x2+zy+y2+x+y.

Eksempel
g(z,y) = sinzsiny.

10.6. 7 Finn gradientvektoren til
A

Tangentplanet til f i punktet (zg,y,) er gitt ved

z=(x—xy) +by—yo) + f(x0,Y0)

der

Eksempel 10.7. 8 Finn tangentplanet til f(z,y) =

P tay+y?Fatyi(l,2). A
Eksempel 10.8. 9 Finn tangentplanet til
g(z,y) =sinzsiny i (7/2,7/2). A

De partiellderiverte forteller noe om stigningen til
funksjonen. Tenk at f er et fjell, og at du gar pa
ski. Dersom du peker skiene i enhetsretningen v, er
stigningen i denne retningen gitt ved

v-Vf

der prikken - betegner skalarproduktet du leerte pa
videregéende.

Eksempel 10.9. 10 Finn stigningen pa fjellsiden
flx,y) = 2% + 2y + y? + x + y nédr du star i punktet
(1,2) og skiene peker rett nordvest. A

Eksempel 10.10. 11 Hvilken vei ma du peke ski-
ene dersom du vil gd langs med en ekvidistanselin-
je pa fjellet g(x,y) =sinzsiny, og stdr i punktet
(w/4,7/4)? A

Eksempel 10.11. 12 Hva om du vil kjgre rett utfor
s& bratt som mulig?

A

Dobbeltintegral

Tenk pé f som taket i et hus eller ladningstettheten
pa en plate. Integralet

//D f(x) dx
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kan du tenke pa som volumet av huset eller den totale
ladningen pa platen. Grunnflaten i huset er gitt ved
D e R2

Dersom D er et rektangel blir dette ikke noe vanske-
ligere enn i envariabel kalkulus. La oss finne volumet
under flaten gitt ved x5 = f(xy,x5) = x4 pa kvad-
ratet avgrenset av 0 < z; < 1og 0 <z, < 1. Vi
uttrykker vare folelser for dette kvadratet ved & skri-
ve

D=

[0,1] x [0, 1]

som kalles et kartesisk produkt. Integralet blir (vi
bytter til z og y for lesbarhetens skyld):

//Df(x)dx—/ol/olscydxdy_/ol (/Olzyda:>dy

Dette kalles et iterert integral, for det er et integral
inni et annet integral. Fgrst tar vi det innerste inte-
gralet. Det er med hensyn pa x, fordi dx star innerst.
Vi gar fremad med samme taktikk som ved partiell-
derivasjon; man integrerer med hensyn pa x, og later
som om ¥y er en konstant:

[[([ros)an [ Ta]
e
/Oly

Funksjonen ¢(y) = %y gir arealet av tverrsnittet av
volumet vi beregner. (Tenk at du for hver y-verdi har
saget volumet i to med en motorsag, parallelt med
z-aksen). Hvis du skjgnte riemannsumtankegangen i
forrige semester, skjgnte du forhépentligvis at der-
som man har en funksjon som beskriver arealet av
tverrsnittet av et volum, finner man volumet ved &
integrere tverrsnittsfunksjonen:

1 1 1,1 1
- d:,2} ———
2/Oyy [4‘” , 4

Det som kan gjore dobbeltintegraler litt knotete, er
at integrasjonsomradet D kan veere noe mer kompli-
sert enn et rektangel. La oss prgve trekanten avgren-
set av x =0, y = 0, og linjen x = 1 — y. Men na blir
det litt mer komplisert, for vi far et funksjonsuttrykk
i en integrasjonsgrense i det innerste integralet:

//Df(x,y) dA:/ol (/Ol_yxydx) dy

Akkurat som isted, angir det innerste integralet area-
let av tverrsnittet til volumet vi beregner, men na
skal vi bare integrere ut til linjen x = 1 —y, ikke helt
ut til x = 1. Vi integrerer:

y—f 02-y>dy

l\D\»—to\

dy



1 1—y 1 1 r=1-y
/ (/ Ty dx) dy :/ (fx2y> dy
0 0 b \2 =0
1 1
=3 / (1—y)?ydy
0

Vi integrerer na tverrsnittsfunksjonen:

1
/ y—2y* +y° dy
0

1, 2, 1 4)1/—1 1
SYUT Yty =1
(2 3 47 )

Linjeintegraler

En av de tingene som gjgr funksjoner av flere variab-
le (inn og ut) komplisert, er at det blir et forvirrende
antall forskjellige integraltyper & holde styr pa. Na
skal vi se pd en annen mate & integrere funksjoner
fra R? til R. La oss n4 si at en brugde svgmmer langs
med en trajektorie gitt ved z, og at planktontetthe-
ten i vannet langs kurven er gitt ved f(x,y). Hvis du
tenker riemannsummer, er det kanskje ikke s& vans-
kelig & se at det brugden spiser pa en infinitesimal
del av kurven er gitt ved

fla(t),y(t) v a(t) + g2 (t)dt,

og derfor er brugdens totale méaltid gitt ved

b
[ rds= [ stat.ue) VED + R0 dr
N a

Dette kalles linjeintegralet til f over I'. Du kan ogséa
tenke pa linjeintegralet som arealet til en vegg i et
hus. Veggen fglger kurven I' sett ovenfra, og husets
tak er gitt av f.

By Greg Skomal / NOAA Fisheries Service

Newtons metode

Anta at vi har to funksjoner f(x,y) og g(z,y). Vi
leter etter et punkt (a,b) slik at bade

fla,b) =0 og g¢g(a,b)=0.

likningene

flz,y) =0 og g(x,y) =0
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angir nivakurver for funksjonene f og g. Punktet
(a,b) ma ligge pa skjeeringspunktet mellom disse.

f(x’y) =0

Anta at du har en iterasjon (z,,,v,). Vi setter opp
tangentplanene til fog g1i (z,,y,)

Hvis vi krever at z = 0, far vi likninger for skjeerings-
linjene mellom disse tangentplanene og (x, y)-planet

Iterasjonen (x,,q,¥,.1) defineres som skjeeringen
mellom disse linjene.

° <$n7 yn)

(mn+17 yn+1)

Altsa er

fx(xnvyn)(wn-kl - 'T’n) + fy(xn’ yn)(yn+1 - yn)

_g(mnvyn) =
gz(xnvyn)(anrl - xn) + gy(mn’ yn)(yn+1 - yn)?

et linezert likningssystem som definerer (z,,,1,%,,1)-
Matrisen er

( fo(@n,y)

9:(Tps U

fy(@nsyn) )

gy(xn’ Yn)



Tn Yn
1.000000000000000  1.000000000000000

0.785714285714286  0.714285714285714
0.756493506493507  0.657142857142857
0.755929156680230  0.654658385093168
0.755928946018484  0.654653670724952
0.755928946018454  0.654653670707977
0.755928946018455  0.654653670707977

og vi skriver

(-
(fx(xn,yn) fy(wmyn)> (wnﬂ —ﬂfn).

gm(x'rwyn) gy(xnvyn) Yn+1 — Yn

OOl W N3

Na kan vi gange med

<fx(fvmyn) fy(xmyn)>1

9o (s ) 9y (0 ) Maskinpresisjon etter syv iterasjoner. Bra greier det

her. VAN
fra venstre, legge til (z,,,y,) pa begge sider, og fa
Newtons metode for systemer

()= ()
_(mn,yn) fy<xmyn>>1 (f(xn,zm)_

92Ty Un)  9y(T0s Yy) (T, Yp)
Jeg gadd ikke skrive ut hva

( fo@nsyn)  fy(@nsyy) )

92 (T Yn) 9y (T4, Y)

-1

er, men du kan regne det ut ved & huske fra lineser-
algebraen at

a b\ 1 d —b
c d T ad—be\—c a )’

Eksempel 10.12. Vi leter etter lgsninger til syste-
met

33‘2 + y2 =1

2

x

2% =1

P

Som du husker fra M2 er den fgrste likningen for
enhetssirkelen, mens den andre er likningen for en el-
lipse med halvakser 2 og % Trekker man to ganger
den forste fra den andre, kan man regne ut at skjee-
ringspunktet mellom disse kurvene i fgrste kvadrant
er

2 3
( ) ~ (0.755928946018454, 0.654653670707977).

VTV T

La oss se om Newtons metode finner dette punktet.
Siden

flz.y) =2 +y* —1
og

22

g(w,y) = +2y* — 1

blir

(fx(xn,yn) fy(wmyn)) _ (23; 2y)

92 (T Yn) 9y (T, ) 5 4y

som har invers

L 2
Tey \—5 2% )
Metoden blir

yn+1 Yn 7-T'y _% 2x g('rna yn) ’
og starter vii (1,1), far vi:
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Kapittel 11

Funksjoner fra R™ til R”

Na skal vi studere funksjoner fra R™ til R™. En slik
funksjon kalles et vektorfelt, og er en kolennevektor i
med n komponenter der komponentene er funksjons-
uttrykk i m variable:

Fl(X Fl(x172;ca"'7xm)
F Fy(zy,2,,,2,,
F(X) _ 2.(X _ 2( 1 )
Fn(X) Fn($172za"'7$m)

I forrige kapittel skrev jeg gradientvektoren V f som
radvektor. Dette var ikke tilfeldig. Nar man skal laere
funksjoner fra R til R™ er det lurt & vaere litt sys-
tematisk med rader og kolonner, for da kan man ut-
nytte at man kan matrisemultiplikasjon.

Eksempel 11.1. Det eksemplet du er godt kjent
med fra fgr, er funksjonen

F(x) = Ax

der A er en m X n-matrise og x er en en vektor i

R™. YAN

Det er antagelig lurt & tenke pa x € R™ som en sgyle-
vektor, samt skrive F som en kolonnevektor, for det
er dette vi er vant med fra lineseralgebraen, og Ax er
en av de mest elementeare funksjonene vi har fra R™
til R™.

Eksempel 11.2. Hvis vi regner ut de partiellderi-
verte til F(x) = Ax, ser vi at de m partiellderiver-
te til hver komponent er det samme som radene i
A. Det er derfor ikke helt tilfeldig at vi skriver gra-
dientvektoren som en radvektor nar F skrives som
kolonnevektor. A

De partiellderiverte til F organiseres i en jacobima-
trisen til F:

OF, OF, OF,
\V4 Fl oz, 0xy ox,,
OF, OF, OF,
VE. 2 oz, Oxq ox,,
D,F = =
VE, oF,  OF, oF,
oz, Oy ox,,

Til syvende og sist har nok denne konvensjonen & gjg-
re med at vi skriver fra venstre mot hgyre. Vi skriver
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jo likningsssystemer slik:

221 +3x9 +4x3 =4
4z, + 525 + 6253 =06

og derfor skriver vi matriser pa en slik mate at ra-
dene er koeffisientene i hver likning, mens hgyresiden
er en kolonnevektor. Det er kanskje ikke fullt sa inn-
lysende hvorfor vi ogsa skriver variabelen x som en
kolonnevektor.

Uansett er det na praktisk a gjore det slik vi gjgr, for
kjerneregelen blir lett a skrive opp:

Kjerneregelen i flere variable

LaF :R* - RPog G: R” — R”, og la
H : R™ — RP vaere gitt ved H = F(G). Da
er DH gitt ved matriseproduktet mellom DF
og DG:

DH = DFDG




Kapittel 12

Systemer av differensiallikninger

I dette kapitlet skal vi bruke det vi har leert om lineser
algebra til & studere systemer av differensiallikninger.

Fundamentalsystemer

I dette kapiitlet ma vi veere litt ngye pa forskjel-
len mellom vektorfunksjonen x, som er et element i
et uendeligdimensjonalt vektorrom av vektorfunksjo-
ner, og funksjonsverdien x(t), som er en sgylevektor
i R™ eller C™.

Eksempel 12.1. La

Merk at

og at

For alle andre verdier av ¢ er x(t) og y(t) ikke paral-
lelle. Med andre ord: x(t) og y(¢) er linesert avhengige
for t =0 og t =1, men ikke for andre verdier av t.
Som vektorfunksjoner er x og y linesert uavhengige,
siden

cx+cy=0
impliserer ¢; = ¢y = 0.
Eksempel 12.2. La

) )

4
og z(t)=t|5H
6
I et tidligere kapittel fant vi at

)=+ ()-©)

og i dette eksemplet er det lett & se at

x(t)

x—2y+z=0.

Dette betyr at x, y og z er linesert avhengige som
vektorfunksjoner. A
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Eksempel 12.3. La na

2 3 4
x(t) =t (3) , y(t)=t (4) og z(t)=¢ (5)
4 ) 6

De tre vektorene x(t), y(t) og z(t) er linesert avhen-
gige for hver ¢, for vi kan alltid finne ¢, ¢, og c;, ikke
alle lik null, slik at

1X(t) + ey (t) + c3z(t) = 0.

Men ¢;, ¢y 0g c3 ma endres for hver ¢, for det er ikke
mulig & finne ett enkelt valg slik at likningen

X+ ey +c3z=0

alltid er sann. Derfor er x, y og z linesert uavhengige
som vektorfunksjoner. A

La oss anta at vi har en mengde

YIa YQ7 "'7yn

med vektorfunksjoner. Det er vanlig & sette funksjo-
nene opp som kolonner i en n x n-matrise Y, kalt
fundamentalmatrisen. Dersom det Y(t) # 0 for alle
t, er funksjonsverdiene til mengden en basis for R™
for hver ¢, og vi kaller mengden et fundamentalsys-
tem.

Eksempel 12.4. Vi kan sette sammen

2 3 4
x(t) = e (3) , yt)=¢ (4) og z(t)=¢ (5)
4 ) 7

til
2 3 4
Y(t)=et |3 4 5|,
4 5 7

og siden det Y (t) = —et # 0 for alle ¢, utgjor x, y og
z et fundamentalsystem. A

Eksempel 12.5. La

x(t):t(g), og y(t) = e (;)

Funksjonene x og y er linesert uavhengige siden det
ikke finnes konstanter ¢; og ¢, slik at

X+ cy =0.

Men funksjonsverdiene x(t) og y(t) er parallelle vek-
torer for alle ¢, og derfor utgjer disse funksjonene ikke
et fundamentalsystem. A



Systemer av differensiallik-
ninger

I dette kapitlet skal

aji; Q2 A1p
A= | %1 G2 Gan
An1 A2 Aoy

alltid veere en reell matrise. Det blir mer enn kompli-
sert nok. Et forsteordens lineert og homogent system
av differensiallikninger med konstante koeffisienter er
et sett med n likninger og n ukjente

??1 (t) aji; Q2 Q1p Y1 (1)
Yo (1) Qg1 Qg2 QAop Ya(2)
yn (t) An1 Q2 Ay Yn (t>

P& kortform skriver vi enkelt og greit
y = Ay.
og forkorter den lange tittelen til system.

For man i det hele tatt begynner & lgse systemet over,
kan man fa en ide om hvordan lgsningskurvene kom-
mer til & oppfore seg, ved & skissere systemets vek-
torfelt. Dette far man ved & evaluere hgyresiden i lik-
ningssystemet for forskjellige verdier av y, slik at man
far ut stigningstallet til en eventuell lgsningskurve i
dette punktet, og sa tegne disse i et koordinatsystem.

En konstant funksjon som Igser systemet y = Ay,
kalles en likevektslgsning. Dette er en lgsning som
star stille i rommet. Merk at dette er alle vektorer i
nullrommet til A. Denne klassen av lgsninger sitter
inni en mer interessant klasse av lgsninger, som er
beskrevet i neste teorem.

Det er enkelt & finne lgsninger

La x veere en vektor i R™, og la
y(t) = vert.
Funksjonen y er en lgsning av systemet
y = Ay

hvis og bare hvis A er en egenverdi, og v den
korresponderende egenvektor, til matrisen A.

Bevis. Siden (husk at e er en skalar)
Ay = AveM = \ve
og
y = Aver

er y en lgsning av systemet. Omvendt kan vi se at
dersom ve* skal vaere en lgsning av systemet, ma

Aver = = (ver) = Aver,
og hvis vi deler ut e # 0 far vi
Av = \v,

som sier at v er en egenvektor med egenverdi A\. [
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Eksempel 12.6. Vi lgser systemet

der

Egenvektorer er som kjent

() ()

med egenverdier —1 og 3, henholdsvis. Derfor er to
Igsninger av likningssystemet

1\ _ 1
Yi=46 <1> e’ og yy=c (_1) . A

Eksempel 12.7. Matrisen

1 2 2
A=12 6 2
2 2 6

har egenvektorer

()6 = (1)

med egenverdier henholdsvis 4, 9 og 0. Lgsningene av
y = Ay er

0 1 —4
e | —1]e*, cy|2]e” og c5| 1.
1 2 1

Merk at den siste er en likevektslgsning.

Et vanskelig teorem eller ikke

For systemet

y = Ay
kan vi alltid finne n kontinuerlig deriverbare
Igsninger som utgjgr et fundamentalsystem.

Det generelle beviset er litt for hardt for oss, men det
er lett a se at det ma vaere sant dersom A er diagonali-
serbar. Finnes det n linezrt uavhengige egenvektorer,
finnes det ogsd n lgsninger pa formen

y(t) = eMv,

og siden eksponensialfunksjonen aldri er null, er det
lett & se at disse lgsningene utgjor et fundamental-
system.

Teoremet er imidlertid sant ogsa for ikkediagonaliser-
bare matriser, men dette er mer jobb a vise, se Xavier
Raynauds notatl Trikset er & sette opp et fundamen-
talsystem av lgsninger pa formen

y(t) = eMv(t),

der v(t) er en polynomisk vektorfunksjon basert pa
noe som kalles generaliserte egenvektorer. Dette er
viktig i automatisering og regulering.


https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf
https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf

Siden bade venstre- og hgyresiden av systemet y =
Ay folger superposisjonsprinsippet (begge sider av
likningen er lineszroperatorer) er det lett & se at
mengden av lgsninger danner et vektorrom. Vi skal
na se at dette rommet har ngyaktig n dimensjoner.

Det blir et vektorrom!

Alle lgsninger av
y = Ay

utgjgr et vektorrom av dimensjon n.

Bevis. Vi lar Y veere et fundamentalsystem av lgs-
ninger. Vi at dette finnes. (Dersom A er diagonaliser-
bar, er det lett & finne et fundamentalsystem. Dersom
A ikke er diagonaliserbar, er det vanskeligere, men
alltid mulig.) Husk at kolonnene i Y(¢) alltid er li-
neeert uavhengige, slik at Y(¢) kan inverteres for alle
t.

La z veere en lgsning. Siden kolonnene i Y (¢) utgjor
en basis for R™ for alle ¢, kan vi for hver verdi av ¢
skrive

z(t) = Y (t)c(¥).
og siden Y (¢) er inverterbar for alle ¢, kan vi skrive
Y (t)z(t) = c(t),

som viser at ogsa c er kontinuerlig deriverbar. Vi kan
derfor trygt derivere

z(t)

og siden bade

Y (t)c(t) + Y(t)e(t),

a(t) = Az(t)

0g
Y(t)c(t) = AY (t)c(t) = Az(t),

kansellerer disse mot hverandre, og vi star igjen med
0=Y(t)e(t).

Siden kolonnene i Y(¢) er linesert uavhengige, impli-
serer denne likningen at ¢(t) = 0, og folgelig er c(t)
en konstant vektor. Men dette betyr at

og denne likningen sier at funksjonen z er en (kon-
stant) lineserkombinasjon av lgsningene i fundamen-
talsystemet. Disse lgsningene utgjor dermed en basis
for lgsningsrommet, og folgelig er lgsningsrommet n-
dimensjonalt. O

Fra né av skal vi studere systemer der matrisen A er
diagonaliserbar, slik at lgsningen kan skrives

y(t) = c;vieMt 4 cyvpetet + L+ ¢, v, et

der v, er egenvektorene til A, med korresponderende
egenverdier \,. Dette kalles den generelle lgsningen.
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Eksempel 12.8. Den generelle lgsningen til syste-
met

der

er

A

Eksempel 12.9. Den generelle lgsningen til syste-
met med matrise

1 2 2
A=12 6 2
2 2 6
er
0 1 —4
yt)=c | —1]et+ey |24y 1 |. A
1 2 1

I noen tilfeller er det naturlig & spesifisere et punkt
R™ der lgsningskurven skal starte.

Initialverdiproblem

Et initialverdiproblem er et likningssystem
y = Ay
med initialbetingelse
¥(to) = Yo

der y, € R". En kontinuerlig deriverbar lgs-
ning som tilfredsstiller dette kravet, kalles en
spesiell lgsning.

Det er ikke sa vanskelig & se at et initialverdiproblem
har entydig lgsning. Lgsningen

y(t) =Y ()Y ' (ty)yo
tilfredsstiller helt klart initialbetingelsen y(t,) = y,-
Anta at det finnes en annen lgsning z. Vi vet at z

tilfredsstiller

z(t)

der c er en konstant. Men siden z(t,) = y,, ma
c =Y (ty)y,, slik at

z(t)

Dette er sapass viktig at vi skriver det opp som et
teorem.

Y(t)c,

Y)Y Htg)y, = y(t).

Det finnes bare en lgsning og bra er det

Et initalverdiproblem

har entydig lgsning.




Eksempel 12.10. Den spesielle lgsningen

0 1 —4
- (o]
1 2 1

til systemet i forrige eksempel, starter i punktet
-3
2
4

Noen lgsninger i planet

ved t = 0.

Lgsninger av diagonaliserbare 2 x 2-systemer kan
klassifiseres ganske greit. Vi skal ogsa ta med et tilfel-
le der A ikke er diagonaliserbar, for & gi en smakebit
pa den generelle teorien. Det er gunstig a dele inn i
forskjellige tilfeller basert pa egenverdiene til A, se pa
hva som skjer nar t — 0o, og plotte noen lgsninger i
et fasediagram.

Reelle og distinkte egenverdier

Lgsningen er
y(t) = c;x ettt + cpxqett

der bade ¢;, ¢y, X;, X5 08 A F Ay er relle. Vi illust-
rerer hva som kan skje med fire eksempler.

Eksempel 12.11. La

slik at

1 1
y=¢ (1> e3t + ¢y (_1) el

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢y vi
har (sa lenge ikke begge er 0), vil alle lgsninger reise
mot uendelig nar ¢ — oo, altsd vekk fra den enes-
te likevektslgsningen y = 0. Vi sier derfor at y er
en ustabil likevektslgsning. Nedenfor er plot av lgs-
ningskurver for et par tusen tilfeldige verdier av ¢
0g Cy. A

Eksempel 12.12. La

slik at

1 1
y=c (1) e 3+ ¢y (_1> et

Uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢, vi har, vil
alle lgsninger sgke mot origo nar ¢ — oo, slik at y er
en sakalt stabil likevektslgsning. VAN

Eksempel 12.13. La
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slik at

1 1
y=¢ <1> e3t + ¢y (_1) et

Dersom ¢; # 0, vil alle lgsninger ga mot uendelig nar
t — o0, altsd inn mot likevektslgsningen y = 0. Men
dersom ¢; = 0 og ¢, # 0, vil lgsningen sgke mot origo.

Likevektslgsningen y = 0 kalles en ustabil sadel. /\

-30 -20 20 30

Eksempel

Eksempel 12.14. La

A:

BN E
2\3 3

1 1
y=c¢ (1) e 3 +cy (_1> )

Sé lenge ¢q # 0, vil alle lgsninger sgke mot likevekts-

Igsningen
1
y=c|_4)-

og ingen mot y = 0 nar ¢ — oco. Denne har et litt

slik at

kjedelig faseplott. VAN
Eksempel 12.15. La
1/(3 0
A="3 (0 3)
slik at
1 0
e o) 1) e



Eksempel

Komplekse egenverdier

Vi har i gvingsopplegget vist at dersom en reell ma-

trise har komplekse egenverdier, opptrer disse i kom-

plekskonjugerte par. Du har kanskje lagt merke til at

dette ogsa gjelder for de egenvektorene, siden
Ax = x < AX=)X

Dette skal vi benytte oss av for & plukke ut relle lgs-

ninger. La A = a + i ha egenvektor

() =G )
T2 A by
og husk at e*™#" = e®(cos 8 + isin ), slik at

y(t) = c;eMx + cettx

= c et < <a1> +1 (b1>> (cos Bt + isin Bt)
Qg by
+cyet < (Z;) —1 (z;) ) (cos Bt — isin ft).

Denne lgsningen er pen pa papiret, men vi gnsker &
kunne visualisere litt, og da hadde det veert praktisk
& finne en lgsning som var reell istedet.

Siden e*x og eMx er linesert uavhengige for alle ¢,
utgjsr de en basis for C2. La oss sgke en reell basis
istedet. Vi kaller den nye basisen v, og v,. Velg forst
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Cp =Cy = %, og sett

o a . b
v, = e (cosﬁt <a;> — sin Bt (é)) )

Sa velger vi ¢; = —cy = %, og setter

vy = e (COS Bt <Zl> + sin St (Zl>> )
2 2

Na kan vi skrive

y(t) = dyvy +dyvy

=d,e™ (cos Bt (Zl> — sin At (21))
2 2
+ dye (cos Bt (Z;) + sin Bt (Z;)) .

Merk at siden y; og y, er linesert uavhengige, og
forholdet mellom disse og v, og v, er gitt ved

1

(y2 ¥2) (1 _Z-i>=2(Vz Vi),

er ogsa v, og v, linesert uavhengige for alle ¢. Forde-
len med den nye basisen er at vi na enkelt kan skille
ut alle reelle lgsninger ved & holde oss til relle d; og
d2-

Eksempel 12.16. La

som har egenverdier 4+i og egenvektorer

1 o 1
i) %% \-i)-
Den generelle lgsningen til systemet blir
1 . 0
d, (cost (O) —sint (1))
0 . 1
+ dy (cost <1> +sint (0>>

cost

sint cost sint) (d;
) (— sin t) +dy (cos t) (— sint  cos t> <d2> '

. . . d
Vi ser at denne Igsningen starter i punktet ( dl) ved
2

y(t)

t = 0, og kjorer deretter i en pen sirkulser bane om
origo. Merk at kurven er traversert med klokken. A

Eksempel 12.17. La
1 1
=4
som har egenverdier 14¢ og de samme egenvektorene

B = (1)

P& samme vis som i forrige eksempel blir den gene-
relle lgsningen

4 cost ¢ (sint
y(t) =dye (— sint) +dge (cost)
cost

o sint\ (d;
~ © \—sint cost dy )"



0 5 10 15 20

Eksempel

Denne lgsningen starter i punktet ved t = 0,

dy
dy
og kjorer deretter i en szerdeles vakker sirkulser og
utadgéende spiral.

71/
/4

Eksempel

-30 -20

Eksempel 12.18. La
-1 -1
()
som har egenverdier —1 4 i og de samme egenvekto-

=T .

Pa samme vis som i de to forrige eksemplene blir den
generelle lgsningen

cost

4 _; (sint
die (— sin t) +dpe (cos t)
— ot cos t  sint) (d;
o —sint  cost) \dy )~

Denne lgsningen starter i punktet (dl

y(t)

dy
kjorer deretter i en innadgéende sirkulaer spiral.

>vedt=0,og
VAN

Defekt egenverdi - for spesielt
interesserte!

Tilfellet at A ikke er diagonaliserbar, kan vi egentlig
ikke analysere med teorien vi har leert til néa, s& du
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skal slippe & kunne det til eksamen. Men vi tar en
smakebit pa hva som skjuler seg utenfor pensum.

Eksempel 12.19. La

som har dobbel egenverdi 1, men bare en egenvektor
(1) Hva gjor vi na? VAN

For & lgse knipen fra forrige eksempel, ma vi gjgre
noe artig, nemlig introdusere generalisert egenvektor.
Egenvektoren til A finner man ved & finne nullrommet
til A— Al For en 2 x 2-matrise med defekt egenverdi,
er en generalisert egenvektor en vektor i nullrommet
til (A — \I)2.

Eksempel 12.20. La A veere som i forrige eksempel.

Nullrommet til
0 O
0 O

aor- (3 )

er alle vektorer i C2. Altsa er alle vektorer i C? ge-
neraliserte egenvektorer til matrisen A. Vi velger oss

en tilfeldig vektor som ikke er parallell med (}) , for

eksempel < 1

) . Hvis vi ganger denne inn i A — I,

G )0)-6)

som er en egenvektor. Hm.

far vi

Hvordan bruker vi dette til & lgse systemet?

2
1 ) og (2> er et ek-

sempel pa en kjede av generaliserte egenvektorer. Lgs-
ningen som korresponderer til den genaliserte egen-

vektorkjeden (_11) og (g) er

Eksempel 12.21. Vektorene <



Lgsningen som korresponderer til egenvektoren vi

fant tidligere, er
1
v =ae (1).

Dette er to linesert uavhengige lgsninger, og den ge-
nerelle lgsningen til systemet er

y() = et (}) eyl (t @) + (‘j)) A

Inhomogene systemer

Differensiallikningssystemet
y = Ay

har den fordel at det er lett & skrive opp alle mulige
Igsninger, alt vi trenger er egenverdiene og egenvek-
torene til A. Na skal vi se litt pa forsteordens inho-
mogent lineert system av differensiallikninger med
konstante koeffisienter. Dette er et likningssystem pa
formen
y =Ay +1,

der f er en spesifisert vektorfunksjon. Tittelen forkor-

ter vi til inhomogent system.

Fgrst kan vi merke oss at dersom vi har en lgsning z
til det inhomogene systemet, og en lgsning y til det
homogene systemet

y = Ay,

vil z+y lgse det inhomogene systemet. Det er derfor
vanlig & splitte lgsninger i

Y=Y tY,

der y, er den generelle lgsningen til det homoge-
ne systemet, og y, er en lgsning til det inhomogene
systemet. Den forste kalles den homogene lgsningen,
mens den siste kalles enten den inhomogene lgsnin-
gen eller partikulerlgsningen. Ofte gar det an a gjette
formen pa partikuleerlgsningen.

Eksempel 12.22. Vi Igser likningssystemet

y=Ay+f

127

der

el

Den homogene lgsningen er som kjent

1 1
Vi = (1) e3t + ¢, (_1> el.

Men hva med den inhomogene? Siden f er en konstant
vektor, er det ikke utenkelig at y, ogsa er det. Vi

prgver. La
_ (&
Yo <C2)'

Vi setter denne inn i likningen, og far

)= () E)-0)

Dette gar fint dersom
2 1\ (gq)_ (1
1 2)\ey) ™ 1
_ (e _ (—1/3
n=(a)= (55)

Lg@sningen er med andre ord

som gir

Y=Y tY,
=¢ (}) e3t + ¢, (_11> et + (:}?g) . A

Med litt erfaring kan man ofte gjette formen pa y,,
og pa internettet er det mulig & finne lange tabeller
med hvordan partikuleerlgsningen y, ser ut for for-
skjellige f. Dette er litt kjedelig & laere seg, men greit
a vite om.

Vi skal heller utlede en formel som i prinsippet alltid
kan finne y,,. Strategien baserer seg pa & ta utgangs-
punkt i y,. Vilar Y veere fundamentalmatrisen. Si-
den kolonnene i Y (¢) alltid utgjer en basis for R™, er
det rimelig a forvente at en kontinuerlig deriverbar
partikuleerlgsning, dersom den finnes, kan skrives

der c er en vektorfunksjon. Merk at c ikke kan veere
en konstant funksjon, for da blir y,, en homogen lgs-
ning. Akkurat som i beviset for teorem 7?7, ser vi at ¢
ma veere kontinuerlig deriverbar. Vi kan derfor trygt
skrive y,t = yc + Yc, og sette dette inn i den inho-
mogene likningen:

yc+Yc=AYc+f.

Siden
y=AY,

kan likningen forkortes til

Yc=f,



og siden Y er inverterbar for alle ¢, kan vi invertere
c=Y!f

og integrere komponentvis

c(t) :/ Y 1(s)f(s) ds.

Denne lgsningsformelen gir korrekt lgsning, dersom
det er mulig & utfgre integralet pa hgyre side. Inte-
gralet skal tolkes komponentvis, og det trengs ingen
nedre integrasjonsgrense, siden denne bare legger til
en linezerkombinasjon av homogene lgsninger.

Eksempel 12.23. La nok en gang

=)

slik at
og la

Vi beregner

0og
_ —1 [ —et —¢t 1 e 3t
v (e @) ()= ()
slik at
t = 1 (e 3t
c(t):/o Y 1(s)f(s) ds = 3( 0 )
0og

yp(t) =
1 [e3t et e 11
Sl ) (0) == 0)
Det er bare noen ytterst fa differensiallikninger vi kan
lgse med penn og papir. I dette kapitlet skal vi se pa
et par numeriske metoder for differensiallikningssys-
temer. Da er det nyttig a vite at alle differensiallik-
ninger kan skrives om til forsteordens systemer, for

dette reduserer antall metoder man ma laere seg be-
traktelig.

A

Eksempel 12.24. Differensiallikningen for en pen-
del er

9y +siny = 0.

Vi skriver denne om til et system ved & sette z = g,
slik at

z= —siny
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Eksempel 12.25. Summer du spenningsfallet over
kretsen under og deriverer alt, far du

_ il i)

i o + Li(t) + Ri(t)

o(t)

Vi skriver ogsa denne om til et system ved a sette
y =1 z =1, slik at

y=z
Limi(t)— Y02 _ Y _p. A
iw+y C
N | |
L1 |
v(t)
Eksempel 12.26. Noen modeller ma skrives

opp direkte som differensiallikningssystemer. Lotka-
Volterra-systemet

beskriver to dyrepopulasjoner, der den ene driver
med predasjon pa den andre. Dersom det er man-
ge mus (y) pd Revneset, far jorduglen (z) rikelig med
mat til ungene sine, og kan legge opp til 14 egg. Men
jorduglen er en trekkfugl, og er det ikke smagnagerar,
gidder den ikke hekke i Norge engang. Hvis vi deler
likningene pa hverandre, samler y og z pa hver sin

side:
1 2
1(-2)=+(2-)
Y z
og integrerer, far vi

y—logy =2logz— 2+ C.

Her har vi en implisitt likning som alle lgsninger ma
tilfredsstille. Forskjellige verdier av C' gir forskjellige
lukkede lgsningskurver, men vi har ikke funnet en
funksjon som lgser problemet. Se figuren under og
er:
https://mc-stan.org/users/documentation/
case-studies/lotka-volterra-predator-prey.
html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada A



https://mc-stan.org/users/documentation/case-studies/lotka-volterra-predator-prey.html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada
https://mc-stan.org/users/documentation/case-studies/lotka-volterra-predator-prey.html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada
https://mc-stan.org/users/documentation/case-studies/lotka-volterra-predator-prey.html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada

Eksempel 12.27. Andre situasjoner méa ikke ngd-
vendigvis modelleres som systemer av differensiallik-
ninger, men det er veldig praktisk a gjgre det. Sum-
mer du spenningsfallet over hver slgyfe i kretsen un-
der (med L =1 og R = 1), far du:

y=—-2y+z+v
z= y—2z

Her er y og z de ukjente maskestresmmene, mens v er
gitt. VAN

Eksempel 12.28. En likning som opprinnelig duk-
ket opp i radiorgrteknologi, kalles van der Pols lik-
ning:

i—p(l—at)i+z=0

Siden har det blitt oppdaget at den kan brukes til
andre ting, for eksempel modellering nevroner eller
sprekker mellom kontinentalplater. Skriver vi y = z
og z = &, far vi systemet

y==z
i=pu(l—y?)z—y.

I hgst sa differensiallikningen slik ut:

y=f(y)
N4 ser det slik ut
y=f(y,2)
2=yg(y,2)

De numeriske metodene fungerer ganske likt. Vi skri-
ver opp fire av dem. Eksplisitt Euler:

Yiy1 = Y +hf(y;, 2;)
Ziv1 = 2 + hg(y;, ;)

Implisitt Euler:

Yier =Y T hf(Wis1, 2i01)
Ziv1 = 2+ hg(Yi1s 2i41)

Symplektisk Euler (denne finnes kun for systemer):

Yigr =Y T hf (Y, 2;)
Ziv1 = 2 + hg(yiiq, %)

Trapesmetoden:
FWir2) + [y, 2i41)
yi+1:yi+h< 9 o
i =2+ h (g(yivzi) + g(yi+1azi+1>>
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Eksempel 12.29. Differensiallikningen for en pen-
del er

z=—siny

Eksplisitt Euler:

Yir1 = Y; T hz
21 = 2; — hsiny;

Imsplisitt Euler:

Yigr =Y thzig
Ziy1 = % — hsiny; 4

Symplektisk Euler

Yir1 = ¥ + hz;
Zip1 = z; — hsiny,;

Trapesmetoden:

h
Yir1 = Y; + 5(’21 + zi41)

h, . .
=2z — 5(51nyi +siny, )

Zit1
Pa de implisitte metodene mé& man kjore en el-
ler annen flerdimensjonal likningslgser for & finne
(Yiz1, 2ip1) 1 hvert steg. Symplektisk Euler har noen
artige egenskaper som vi skal komme tilbake til. Un-
der er et plot av noen lgsninger. VAN

15

-15

Eksempel 12.30. Vi Igser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og h = 0.1, og far figuren under.
Lgsningskurven starter i (1.5,1.5). Eksplisitt Euler
lager en utadgaende spiral, men dette ma vaere tull,
for vi vet jo at lgsningene skal ligge pa en lukket
kurve. VAN



35

25

150

Eksempel 12.31. Na kjgrer vi implisitt euler med
h = 0.1, og far far fglgende figur. Na lager metoden
en innadgaende spiral! VAN

~
T

Eksempel 12.32. Her er trapesmetoden. Den klarer
seg visst mye bedre, selv med h = 0.1. VAN

Eksempel 12.33. Symplektisk Fuler er litt spesi-
ell fordi den ikke har noen ekvivalendt i envariabel
kalkulus. Trikset er veldig enkelt, vi nyttiggjor oss
Y;41 1 den andre likningen sd snart den er beregnet
i den forste. Denne metoden kalles semi-implisitt, og
produserer en like pen figur som trapesmetoden. A
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Eksempel 12.34. Vi lgser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og h = 0.0001, og far figuren
under. Man kan her bli forledet til & tro at liten nok
h lgser alle problemer, men... A

281

26

241

221

181

161

141

Eksempel 12.35. na tar vi eksplisitt Euler med h =
0.001, men for ¢ € [0,1000]. FIguren under viser hva
som skjer. Den numeriske lgsningen holder seg ikke
pa de lukkede banene vi vet den skal, men spiraliserer
utover. Det er ingen bug i koden. Det er faktisk bare
eksplisitt Euler som ikke greier a lgse dette problemet
numerisk péa en fornuftig méate. VAN




Lgsningene til L-V-systemet skal definitivt veere luk-
kede baner, og det ser ut til at trapesmetoden og
symplektisk Euler klarer noe som ikke eksplisitt og
implisitt Euler klarer. Numeriske metoder for diffe-
rensialliknigner er mer enn bare presisjon og desima-
ler. Dette er for gvrig ogsa et forskningsfelt som kalles
geometrisk integrasjon - studiet om artige fenomener
i numerisk lgsning av differensiallikninger.
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Kapittel 13

Partielle differensiallikninger I

Fysiske situasjoner der det er behov for mer enn
en uavhengig variabel, beskrives gjerne av partiel-
le differensiallikninger. Vi skal ta for oss tre av de
mest grunnleggende likningene, nemlig bglgeliknin-
gen, varmelikningen, og Laplaces likning.

Bglgelikningen

Bolgelikningen er en matematisk beskrivelse av en
vibrerende streng, eller en staende luftbglge i en or-
gelpipe. Vi skal ta for oss selve likningen, hvor den
kommer fra, og to forskjellige lgsningsteknikker - en
for et intervall pa z-aksen, og en for hele z-aksen.

Utledning

Vi tenker at vi har en vibrerende streng som er spent
oppiz=0o0gx=L.Lau(z,t) vere en funksjon
som for hvert tidspunkt ¢ og hvert punkt = beskriver
utslaget fra likevektslinjen, som ligger langs z-aksen.
Strengen har konstant massetetthet p [kg/m].

Y
u(zx,t)

> T

L

Vi tar en naermere titt pa strekkreftene pa et lite
stykke av strengen. Vi antar at tyngdekraften er
neglisjerbar, og at strengen er helt elastisk, slik at
strengestrekket, som virker parallelt med strengen,
er eneste kraft. Vi antar at hvert punkt pa strengen
kun beveger seg loddrett, og at den horisontale kom-
ponenten av strengestrekket er konstant lik 7.

[T’ TQ]
u(zx,t)
[T, T,] /er - >

Vi setter opp Newtons andre lov for den lille biten
fra z til x 4+ h. Massen til en bit med lengde h er hp,
og akselerasjonen til strengen i punktet x er uy,(z,t).
Netto kraft pa biten er gitt ved T, + 17, slik at

hpuy(z,t) =Ty + 17,
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eller
p T,/T+T,/T
T“tt(%t) - %
_ug(x+ht) —u, (1)
= ; ,

siden stigningstallet til tangenten til strengen er gitt
ved u,. Lar vi nd h — 0, far vi bglgeligningen

2

utt(‘rat) =c umm(z7t)a

der 2 =1,
p

Oppstilling av problem

Det er ikke nok med en differensialligning som beskri-
ver strengens bevegelse. Vi ma ogsa ha informasjon
om hvordan bevegelsen blir satt igang, og hvor stren-
gen er spent opp. Et fullstendig oppstilt problem er:

gy (T, t) = Py, (x,t), (13.1)

med randkrav
u(0,t) = u(L,t) =0, (13.2)

og initialkrav
u(z,0) = f(z) uy(x,0) = g(x). (13.3)

Selve differensialligningen forteller oss hva
slags fysiske lover som skal tilfredsstilles (i dette til-
felle Newtons andre lov), eller hva slags oppfersel
vi kan forvente av lgsningen, for eksempel at det er
en vibrerende streng det er snakk om. Randkravene
forteller oss at strengen er spent opp i x = 0 og
x = L, slik at lgsningen star helt i ro der. Initialkra-
vene forteller oss noen om hvordan bevegelsen
settes 1 gang; f angir strengens posisjon ved t = 0,
mens g angir strengens fart ved ¢ = 0. Nar man spil-
ler en tone pa en gitar ved a dra i strengen og slippe
den, slik man vanligvis gjor, er ¢ = 0. Randkravene
u(0,t) = u(L,t) =0, (13.4)

kalles dirichletrandkrav.

Lgsning pa intervall - separasjon av variable

Et stort geni har engang tenkt at lgsningen pa bgl-
geligningen kan skrives

u(z,t) = F(z)G(1).



Han hadde rett. Innsetting i (13.1)) gir
F(z)G"(t) = 2F" (2)G(t).
Vi deler pa ¢?F(x)G(t) og far

F” (aj) _ G// (t)
F(z) c2G(t)’

Siden x og t skal kunne varieres uavhengig av hver-
andre, ma vi ha at
F// (x) B G// (t)
F(z)  c2G(t)

=k

der k er en forelpbig ubestemt konstant. Vi ganger

opp med c2F(x)G(t) og bytter fortegn pa k, slik at
F’(z)+ kF(x)=0

og
G”(t) + ke2G(t) = 0.

Vi skal forst prgve & finne ut hva k kan veere. Vi kan
bruke F og randkravene

u(0,t) = u(L,t) =0,
til dette. La oss kikke pa
F’(z) + kF(x) =0.
Dersom k = 0, far vi
F’(z)=0

som gir

F(z) = Az + B.

Er dette en interessant lgsning? Vel, nei. Dersom
F(0)G(t) = u(0,t) =0,

ma enten F'(0) = 0 eller G(t) = 0. At G(¢) = 0, slik
at u(z,t) = 0, er en gyldig lgsning av belgeliknin-
gen, som ogsa tilfredsstiller randkravene. Men dette
er apenbart ikke en spesielt interessant lgsning, sé jeg
tror vi gar for F(0) = 0, som impliserer B = 0. Det
andre randkravet

u(L,t) =0

gir likeledes at F'(L) = 0, altsa at AL = 0, som impli-
serer at A = 0. Dette impliserer igjen at u(z,t) = 0,
vi konkluderer at k = 0 og F(z) = 0 ikke er en inter-
essant lgsning av problemet.

La oss prgve k < 0. I sé fall lgses
F’(z)+ kF(x)=0

av
F(z) = AeV~F 4 Be=V—he
Dersom vi na bruker randkravene, far vi de to liknin-
gene
A+B=0
AeV=FL 4 Be=V=FL =
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Dersom k # 0 (som vi jo allerede vet), er determi-
nanten til dette systemet gitt ved

e\/jkL + e—\/—ik'L 7& 0

og vi konkluderer med at A = B =0, slik at F(x) =
0. Altsa er heller ikke k < 0 en interessant lgsning.

Dersom k > 0, gar alt sa meget bedre, og vi far
F(z) = Acos Vkx + Bsin Vkz.
Bruker vi randkravet u(z,t) = 0, far vi
A=0,
og krever vi
F(L) = Bsin(VkL)G(t) = 0,

kan dette oppnas ved & sette B = 0, som er uinteres-
sant siden da blir u(z,t) = 0, eller ved & kreve

VEL = nr.

k= (T)Z .
L
Vi ser ogsa at n > 0, for dersom n < 0 byttes bare
fortegnet pa B, som enna er ubestemt. Ved & ta en
titt pa det endelige lgsningen av problemet nedenfor,
ser man at B kommer til & bli overflgdig, sa vi velger
B=1.

slik at

Ligningene

o+ (") i = o

L

lgses av
G,(t)= A, cos c%t + B, sin c%t7
sa de generelle lgsningene til bglgeligningen med
randkrav (13.2]) blir
Uy (@,1) = F(2)G,, (1)

= (An cos c%t + B,, sin c%t) sin .

L

Vi har enna ikke tatt stilling til initialkravene (|13.3)).
Det kan vi klare ved & skrive

u(x,t) = Z U, (x,t)

o0

. nmT
sin —x.

(An cos c%t + B,, sin c%t) T

n=1

Dersom vi na krever
Fl@) = u(@,0) = u,(2,0) = A, sin %:z:
n=1 n=1

ser vi at summen til hgyre bgr veere fourierrekken til
den odde utvidelsen til f, og folgelig bor

1 [t 2 [*
A":L/L f(a:)sin%x da::L/O f(x)sin%x dx.



P& samme vis, dersom
> nT . nw
x) =u,(x,0) = E B, c— sin —ux,
g( ) t( ) o n L L

bgr summen til hgyre veere fourierekken til den odde
utvidelsen til g, og folgelig ma

nm 2 b Y
Bncf = L/o g(x) sin T dx.
slik at
2 L
B, = CWT/O g(z) sin nfﬂm dx.

Nar vi skal oppsummere, ma vi veere litt forsiktige,
for vi har ikke sagt noe om deriverbarhet. En lgsning
av bglgelikningen bgr helst vaere to ganger kontinu-
erlig deriverbar, men dersom du drar i en gitarstreng
med fingeren og slipper strengen, vil f har form som
en sagtann, og ikke veere deriverbar i punktet der
fingeren din holder strengen. (Ihvertfall hvis stren-
gen er elastisk, og fingen din er uendelig tynn.) Av
disse grunnene bgr man kanskje ikke kalle oppsum-
meringen for et teorem, men det far fa en rgd ramme
siden det ligger et visst resonnement bak.

Lgsningsformel for dirichletrandkrav

Bglgeligningen

gy (7, 1) = Py, (2,t),
med randkrav
u(0,t) = u(L,t) =0,

og initialkrav

wz,0) = f(z)  w(z,0) =g(z),
lgses av
u(x,t) =
7; (An cos c%ﬁt + B, sin c%t) sin %x,
der
2 L
A, = —/ f(z)sin —z dx
L Jy
og
2 L
B, =— g(x)sin —ux dx.

Lgsning for flgyte

En staende trykkbglge inne i flgyte, beskrives av pro-

blemet

2

utt('r’t) =c umx(x7t)a

med randkrav
u,(0,t) = u, (L, t) =0,
og initialkrav

wz,0) = f(z)  w(z,0)=g(z).
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Konstanten ¢ avhenger na av trykket og lydhastig-
heten i mediet der lydbglgene produseres. (Dersom
du spiller pa flgyten inni en gassballong full av he-
lium, blir ¢ hgyere enn i luft.) Randkravene kalles
von-Neumann-randkrav, og L er lengden pa flgyten.

Vi lgser problemet pa samme méate som for den vi-
brerende strengen. Den eneste forskjellen blir i for-
bindelse med lgsning av

F’(z) + kF(x) =0.
P& samme vis ma k > 0, slik at
F(z) = Acos Vkz + Bsin Vkz.
Siden

F'(z) = —AVksin Vkz + BVkcos Vi
impliserer

u, (0,t) = F'(0) =0,
at B =0, mens

—AVEksinVEkL = 0,

u, (L, t) = F'(x)

gir som for at

VkL = nr.

Merk at n = 0 er en gyldig lgsning her siden en
konstant funksjon lgser bade bglgelikningen og von-
Neumann-randkravene. Resten blir som fgr, men vi
maé bruke cosinusrekkene til f og ¢ istedet for sinus-
rekkene. Vi tar ikke resten av regningen.

Lgsningsformel for flgyte

Bglgeligningen

U (2, ) = g, (2,1),
med randkrav

uy (0,8) = uy (L) =0,

og initialkrav

u(@,0) = f@)  uy(@,0) = g(x),
lgses av
u(z,t) =
A+ 7; (An cos cn—[jrt + B,, sin c%t) cos %ﬁm,

der A er en vilkarlig konstant,

2 [ nm
An—z/o f(x)cosfscdx

og 5
2
B, = —/ g(x) cos My da.
b L

cnm

Lgsning pa hele z-aksen - D’alembert

Hvis man ikke gnsker & bruke bgglelikningen til &
beskrive en oppspent streng, men heller bglgene fra



et steinkast pa et endimensjonalt og uendelig langt
hav, m& man studere bglgelikningen

2

utt(‘r’t) =c uwz($7t)a

med initialkrav

u(m,O) :f(l‘> ut(x’o) :g($)7

og ingen randkrav. Her skal lgsningen gjelde for alle
x, ikke bare pa intervallet [0, L]

I noen tilfeller kan dette gjore alt vanskeligere, men
akkurat i tilfellet bglgelikningen, blir alt fryktelig en-
kelt. Det er enkelt & sjekke at funksjonen

u(z,t) = ¢z + ct) + h(x — ct)
passer i likningen
gy (T, 1) = Py, (x,t).

uansett hva ¢ og v er, sé lenge de er to ganger konti-
nuerlig deriverbare. Spgrsmalet blir bare da hvordan
vi skal klare & innpasse initialkravene.

Dersom man bruker

u(z,0) = f(z)

far man
o(x) +(x) = f(x)
og dersom man bruker

ut(xv()) = g(x),

far man
et (x) — e/ (z) = g(w),
eller

d(z) —Y(x) %/mg(t) dt+C

Vi har na et linesert 2 x 2-likningssystem for ¢ og .
Legger vi likningene sammen, far vi

2¢(x)

f(:c)-l—%/zg(t)dt—&-C’

og trekker vi dem fra hverandre, far vi far vi

1 €T
f@ - [ gwar-c
Vi setter na alt sammen igjen

u(a, t) =d(a + ct) + (x — ct)

:% (F(z + ct) + flz — ct))

+% ( / th(t) dt — / Htg(t) dt)

1 z+ct
[ e

x—ct

=5 (@ +et) + fla—ct)) +

0g oppsumimerer.
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D’Alemberts lgsningsformel

Bolgeligningen

Uy ($3 t) = CQU:v:t (217, t)a

pa hele z-aksen, med initialkrav

u(z,0) = f(z)

lgses av

uy(x,0) = g(x),

u(zx,t) =

z+ct
UG et i@—e)+q [

Varmelikningen

Varmelikningen beskriver kort og godt varmeflyt i
materialer. Vi skal ta for oss den enkleste varianten,
der varmeledningsevnen er identisk overalt og i alle
retninger i materialet.

https://www.feynmanlectures.caltech.
edu/II_02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.
edu/II_03.html

Utledning

I en ideell gass er det et linesert forhold mellom tem-
peratur og opplagret bevegelsesenergi, gitt ved

1 3
57’7’“}2 = ng

der k = 1.38064852(79) x 10723 J/K er Boltzmanns
konstant, v er gjennomsnittsfarten til gassmolekyle-
ne, og T er temperaturen malt i Kelvin. Vi kan altsa
tenke pa temperatur som et mal pa opplagret kine-
tisk energi. I andre materialer enn ideelle gasser kan
den kinetiske energien ogsa lagres opp som rotasjon
og vibrasjon.

La oss tenke at temperaturen er gitt ved funksjonen
u(x,t), der x = (21,24, z5) er de romlige koordina-
tene og t er tidspunktet. La Q vaere et omrade i R3.
Den totale opplagrede varmeenergien i €2 er gitt ved

pc///ﬂu(x,t) dx,

der p er massetettheten og c er den spesifikke varme-
kapasiteten. Dersom vi antar at p og c er konstante
og legger noen restriksjoner pa glattheten til u (for
kompliserte for oss), er endringen i denne energien
over tid gitt ved

pc% ///Qu(x, t) dx = pc///ﬂut(x,t) dx


https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html

Transport av varmeenergi er for mange materialer
proporsjonal med temperaturgradienten. Dette kalles
Fouriers lov, og skrives

q=—kVu

der k er den termiske konduktiviteten, og q er varme-
fluksen. Endringen i varmeenergi i 2 skyldes enten
varme som produseres inne i  (tenk at det star et
stearinlys og brenner inne i 2), eller varme som slip-
per inn og ut gjennom randen ). Dersom vi antar
at k er konstant og at det ikke produseres varme i €2,

ma
—pc///utdx:// q-ds
Q o0
2// V-qdx
Q
—K// V-Vudx:—m// Au dx
Q Q

pc///ﬂutdx:n//QAudx.

Dersom dette gjelder for et tilfeldig valgt omréade €2,
bgr integrandene veere like:

eller

pcu, = KA

Det er vanlig & samle den spesifikke varmekapasite-
ten, massetettheten og den termiske konduktiviteten

i en konstant .

e

som kalles den termiske diffusiviteten. Likningen

(0%

u, = alAu

kalles varmelikningen eller diffusjonslikningen. Det er
ogsa vanlig & sette o = 1, for dersom w lgser u, =
aAu md v(x,t) = u(x, t/a) lgse v, = Av.

Lgsning pa begrenset intervall

Na skal vi tenke oss en isolert stang der temperaturen
er gitt av u(x,t). Varme kan slippe ut eller tilfores
gjennom endepunktene, men ingen andre steder. Vi
skal lgse varmeligningen

Uy = Ugy
pa stang med lengde L. Randkravene
u(0,t) = u(L,t) =0, (13.5)

sier at temperaturen holdes konstant lik 0 i ende-
punktene, og initialkravet

u(z,0) = f(x)

sier at temperaturfordelingen er gitt ved f(x) nar
tiden begynner a ga.

(13.6)

Vi prgver separasjon av variable

u(z,t) = F(z)G(1).
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Pa samme vis som for bglgeligningen, far vi
F"(x)+ kF(z)=0

0g
G/ (t) + kG(t) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for belgeligningen, mens

nm

G, (t) = A, e ('E)

slik at de generelle Igsningene til bglgeligningen med
randkrav u(0,t) = u(L,t) = 0 blir

¢ . nm
S ——Xx.

(1) = Fa)Gy (1) = Aye”(F) sin

Likeledes kan initialkravet u(x,0) = f(z) inkorpore-
res ved a legge sammen alle lgsninger

ulz,t) =Y u (z,t)=Y A e*<%)2tsin@x,
0= Y unlet) = Y- 4y -
sette t =0
> nm
f(x) = U($, 0) = ngzl An sin Tﬂf,

og observere at vi far dette til dersom A,, er fourier-
koeffisientene til den odde utvidelsen til f:

9 L
A”:L/O f(x)sinnledx

Lgsningsformel for varmeledning pa gittar-

streng
Varmelikningen

uy (1) = gy (1),
med randkrav

u(0,t) = u(L,t) =0,

og initialkrav

u(z,0) = f(z)
lgses av

_ S A e () igin T

u(z,t) ;Ane /) tsin —a,

der .

2

A, = —/ f(z)sin My da.
L Jy

Lgsning pa hele z-aksen

Vi skal na lgse varmeligningen

Uy = Uyy

pa en uendelig lang stang. Randkravene skal veere

lim w(z,t) =0,

r—+00

(13.7)



mens initialkravet er som for

der vi antar
$£Iinoo f(z)=0. (13.9)

Vi skal lgse dette problemet ved & fouriertrans-
formere varmeligningen med hensyn pa z. Siden
lim, . u(xz,t) = lim, ,  u(z,t) = 0, satser vi pa
at det gar bra, og vi far

Flu) = F (u

II’) ‘

Hvis vi antar at u er kontinuerlig deriverbar i ¢, og
fouriertransformen er med hensyn pa x, kan vi skrive

1 e )
F(uy) = \/ﬂ/ (@, t)e ™% dx
0 1 e

u(x, t)e " dr = U, (w,t),

B a\/%’ s

og
?(uxac) - w23~(u> = *WQ’UJ(U], t)7
slik at
U, = —w?a

Dette er en ordinser differensialligning for 4, med lgs-
ning

U(w, 1) = Alw)e "t
Fouriertransformerer vi initialkavet, ser vi at

A(w) = u(w,0) = F (u(z,0)) = F(f(z))

flw),

og da er det egentlig bare a inversfouriertransformere,
og sa har vi lgsningen

1o
u(z,t) =F 1 (1) = — w)e e duy,
@0 =7 @ = 0= [ e d

Vel og bra, men vi kan komme oss et knepp til. Husk

at ~
frg=F"1(Var fj),

og observer at

\/% /: f(w)efw%eiwz dw = F1 <f€7w2t> )

Med andre ord, hvis vi kunne inverstransformere
et hadde det veert bra. Husk at

1 2

Fle®®) = e,
() = 7
Setter vi
1
a=—,
4t
og ganger og deler litt med konstanter, kan vi si at
1 - 2
— e 4 —e ¥ t
() =
som gir

2

w(z, t) =F (fe )

1 ( I 1)
“Var Ve
1 > —(z—v)2
5=/ e

w  dv
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Onde tunger vil kanskje hevde at u(z,t) ikke er defi-
nert for ¢ = 0. Dette er ikke bra, for vi har jo prgvd a
fa til at u(x,0) = f(z), som apenbart ikke kan vaere
helt riktig. N& kan det heldigvis vises at

limu(x,t) = f(z)

t—0

men dette er for vanskelig for oss.

Kjempe lang stang pa Vang

Varmelikningen
Up = Ugy,

pa hele z-aksen med initialkrav

u(z,0) = f(z)
Igses av
u(z,t) = . /00 f(v)ei(giftv)2 dv,
2Vt J
og vi har

limu(z,t) = f(x).

t—0

Laplaces ligning

For a fa en fglelse for Laplaces ligning kommer fra,
ma man betrakte varmeligningen i to romlige dimen-
sjoner

Uy = Uyg T Uy

Det fysiske bildet du kan ha, er en tynn varmeiso-
lert plate der varmeenergi kan forsvinne ut eller inn
gjennom sidekantene. Lgsningen til varmeligningen
vil da gi temperaturen w(z,y,t) i platen gitt for-
nuftige rand- og initialkrav. Vi skal ikke lgse var-
meligningen i to romlige dimensjoner, men derimot
betrakte spesialtilfellet der ¢ — oo, slik at varme-
stremmen er konstant, eller steady-state flow som vi
sier pa norsk. Dersom varmestrgmmen er konstant,
er u,(z,y,t) = 0, slik at varmeligningen blir

Uy + U 0.

vy

Dette kalles Laplaces ligning, og den kan vi lgse med
teknikker vi har leert i kurset. Her er en figur som
beskriver en typisk situasjon. Dette er temperaturen
i en tynn plate der temperaturen holdes konstant lik
null pa tre sider, og konstant lik fem eller en eller noe
pa den siste siden.

Lgsning pa begrenset intervall - separasjon
av variable

Vi setter opp problemet
Uy + Uy, =0,
pa rektangelet [0, a] x [0, b] med randkrav

u(z,0) = u(0,y) = u(a,y) =0
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og

u(z,b) = f(z).

Vi separerer i vei
u(z,y) = F(z)G(y).

Pa samme vis som for bglgeligningen og varmelignin-
gen, far vi
F"(x)+ kF(z)=0

og
G (y) — kG(y) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for bglgeligningen, mens

Gn(y) = Anei%y + Bne%y

slik at de generelle lgsningene som tilfredsstiller
u(0,y) = u(b,y) = 0 blir

_nm nm . nm
= (Ane a¥+ B ea y) sin —x.
a
Krever vi u(z,0) = 0, far vi

A,=-B

n n?
slik at
u,(x,y) =4, (ef%y — e%y) sin Ex
a

= A, sinh Eysin Tx,

a a
og krever vi u(z,b) = f(x), far vi det til ved & legge
sammen alle lgsninger

nm

oo o
u(z,y) = Z u, (x,y) = Z A,, sinh %ﬂ-ysin 73:,
n=1 n=1

og kreve
> nmb | nmw
= b) = A_sinh — sin —
f(z) = u(x,b) ; n sinh —— sin —a,
slik at
2 @ nwT
A = r)sin — dx
" asinh”T”b /0 f(z)
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Lgsning i halvplanet
Vi skal se pa Laplaces ligning

Ugyy + Uy, =0,
i halvplanet. Randkrav skal veere

lim w(z,y) = lim u(z,y) =0

@ koo Yoo
og

u(z,0) = f(z),
der

lim f(z)=0.

Tr—+00

Siden lim,_,,  u(x,y) = 0 satser vi pa at u er abso-
lutt integrerbar i x, slik at vi kan fouriertransformere
med hensyn pa x. Da far vi

F(uy,) + F (uy,) = F(0)

eller
7w2’a‘(w7 y) + ayy(wa y) =0.

Akkurat som med varmeligningen, later vi som om
dette er en ordineer differensialligning i y, og far

i(w,y) = A(w)e "W + B(w)el*W.

Na
li

ma vi fouriertransformere  randkravet

m, . u(z,y) =0, og da far vi

?!lgglo u(w,y) = 0.
Bruker vi dette, ser vi at B(w) = 0, og fplgelig er
a(w,y) = A(w)e v,
Transformerer vi u(z,0) = f(z), far vi
i(w,0) = f(w),
og bruker vi denne, far vi

i(w,y) = fw)e v,

N4& kan vi inverstransformere og fa

1 <2 7wyeiww w
M%w=¢h/mﬂmﬂ' d
= FL(f(w)e vy,

Na bruker vi samme trikset som for varmeligningen.
Siden dette er inversfouriertransformen til produktet
mellom f(w) og e *I¥, og

F ¢2 Y — e—luly
71-.1?2_|_y2 )

1y, \Fy
var! T\ Vrar oy

1 [ Y
ﬂ'/oof@)(x—v)Q-i-yQ

ser vi at

u(z,y) =

dv.



Noen artige egenskaper

En funksjon som tilfredsstiller
Upy + Uy =0

kalles gjerne en harmonisk funksjon. Harmoniske
funksjoner har morsomme egenskaper.

Middelverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 13.1. La u vere harmonisk pa €2, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i

(g, Yo) 0g radius a. Da gjelder at
//u dA.

1
u(zg,Yo) = %/

U s——
Ta?

\.

Vi lar denne sta ubevist inntil videre. Beviset kom-
mer ikke pa eksamen i ar. Ta kontakt om du lurer.

Maksverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 13.2. La u vere harmonisk pa §2, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i
(2o, Yo) 09 radius a. Da ligger

max u(z,y)

(z,y)eC
o9
min u(x
min (z,y)
pé 9C.

\.

Vi beviser ikke denne heller.

Numerisk derivasjon

Taylorrekker kan brukes til & utlede en stor klasse av
numeriske metoder for beregne tilnserminger til den
deriverte.

I M1 definerte vi den deriverte til en funksjon f som

f+h) = fz)

7o) = i L
Uttrykket
fl@+h)— fz)

h
er stigningstallet til sekanten til f mellom punktene
x og « + h. For sma h er denne sekanten en grei
tilngerming til stigningstallet f(x):

f(x+h) = f(z)
- :

f(x) ~
Pa papiret er det slik at jo mindre h, desto bedre

tilngerming.

Eksempel 13.3. La f(x)
beregner

=e”,0glah =0.1. Vi

=4.7134.
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Merk at
F/(15) = eld = 4.4817,

s& denne tilnzermingen bommer med rundt 2 - 1071,
Vi kan ogsa pregve h = 0.01. Da far vi

151 _ 1.5

e

———— = 4.5042.
0.01 50

f(1.5) ~
som er noe bedre, ni er feilen pa rundt 2 - 1072, Vi
knekker til med enda en:

el:501 _ ¢

0.001

1.5

#/(1.5) ~ = 4.4839,

og far en feil pa rundt 2 - 1073, AN

Merk. Feilen i forrige eksempel er tydelig proporsjo-
nal med h - deler du A pa 10, deler du feilen pa 10.
En god illustrasjon av lineser feil.

Det géar an a utlede formelen

flz+h) - f(z)
. .

f(x) ~
ved & bruke taylorutviklingen til fi punktet x:

flx+h)=f(z)+ f'(x)h + @hz n

Stigningen til sekanten kan skrives

[+ = f@) ),

T :f/<$)_|_ 5 4+ -

og vi ser at dette stigninstallet bestar av den eksakte
verdien for f’(z) pluss resten av taylorrekken til f

@), 1@
2 6h2

Denne halen forteller oss noe om feilen. Dersom h er
liten nok, vil h veere mye stgrre enn h?, og vi skriver

frz), () _
5 ht T = 0

for & signalisere at feilen er proporsjonal med h.

Vi kan relativt lett forbedre den linezre tilnsermin-
gen fra forrige avsnitt ved & skrive

1 (@)
— M

f@—=h) = f(x)— f(x)h+

og sette opp tilneermingen

fle+h)—flz—h)
2h

@),y ()
h?+ ] h*+

= Flaiy,

Feilen i denne tilnsermingen er

1@, @)
5l

4 e
3l h* +

Hvis h er liten, er det rimelig 4 anta denne feilen er
mye mindre enn for den fgrste tilneermingen, siden
h? << h.



Eksempel 13.4. La f(z) = €%, og la h = 0.1. Vi

beregner
16 ¢

0.2

1.4
= 4.489162287752202,

f(15) ~
som gir en feil pa rundt 7.5 - 1073. Mye bedre enn i

sted. Vi kan prgver ogsa h = 0.01:
o151 _ g

0.02

1.49
f(1.5) ~ = 4.481763765529401
som er noe bedre, nd er feilen pa rundt 7.5 - 1075,
Knekker vi til med h = 0.001, far vi

1.501 _ ,1.499

e
0.002

e

f(1.5) ~ = 4.481689817286139

som gir en feil pa 7.5-1077. VAN

Merk. Legg merke til hvordan feilen i forrige eksem-
pel er nzermest perfekt kvadratisk - vi far to nye de-
simaler hver gang vi deler h pa 10. Feilen deles altsa
pa 100 nar A deles pa 10.

Hvis du virkelig vil sla pa stortrommen, kan du bruke
formelen

fi(z) =
flx—2h) —8f(x —h)+8f(x+ h)— f(x + 2h)

12h

Eksempel 13.5. Vi bruker den store formelen med
h =0.1, h = 0.01 og h = 0.001. D4 far vi feil pa 1075,
1079, og 10713, Fire nye desimaler hver gang h deles
pa 10. Prgv selv. A

Dersom du trenger en tilnezerming for f”(x), kan du
bruke den andre ordens sentraldifferansen

flz+h)=2f(x) + flz —h)
h2

Na bgr det etterhvert vaere klart hvordan en slik de-
rivasjonsformel konstrueres - man sgker en lineser-
kombinasjon av funksjonsverdier f(z), f(x —h) og
f(z + h) og lignende ledd, for & oppna to ting:

= f"(x)+ O(h?)

o Korrekt tilnserming av den n-te deriverte.

e Sa hgy orden som mulig.

Det gar an & kombinere tilnserminger av forskjellig
orden til & oppna hgyere ordens tilnserminger. Vi de-
finerer

fl@+h)— flx—h)
2h ’

¢(h)

Da har vi at

o) = () 4 2 d @ e @)

6 120
0g
hY _ R\ f7(x) | (B fP(2)
¢<§> =@+ (5) 6 (5) 0
Her er trikset:
46 (3) —o(h) _ (@)
23 = f'(z) —h* =0 4 e
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Med andre ord: den rette linezerkombinasjonen av to
estimater med forskjellige gitterfinheter kan fa et (el-
ler flere) ledd i feilutviklingen til & forsvinne, og da
far vi en hgyere ordens tilnserming.

Eksempel 13.6. Hvis vi setter h = 0.1, og tar to
tidligere approksimasjoner,

1.6 _ .14

e

¢(0.1) = 02

= 4.489162287752202,

med en feil pa rundt 7.5 - 1073, og

1.51 _ ,1.49

(&

————— = 4.481763765529401
0.02

$(0.01) =

med en feil pa rundt 7.5-107°, og og kombinerer dem,
far vi

1006 (£&£) — ¢(h
¢<1§3 (h) = 4.481689032981695

. e _ 4
som gir en feil pd —3.73 1075 ~ ({&)". AN
Det gar an & formulere presise teoremer som forteller
hvordan man skal lineserkombinere tilnserminger til
hgyere ordens tilnserminger, men vi ngyer oss med
denne lille smakebiten.

Vi skal lage numerisk metoder for varmeligningen

Up = Ugy

med randkrav
u(0,t) = u(1,t) =0

og

u(z,0) = f(z).
Metodene vi skal lage er basert pa ting vi har gjort
tidligere, og varmelikningen er kun en illustrasjon.
Det er relativt lett & konstruere liknende metoder for
andre likninger med de teknikkene vi skal ga gjennom
for varmelikningen.

Gitteret

Nar vi skal lgse en partiell differensiallikning, ma vi
holde styr pa to gitre - et i x-retningen, og et i t-
retningen. Vi skal finne approksimasjoner til lgsnin-
gen u i alle gitterpunktene. Vi gitrer opp intervallet
[0,1] pa z-aksen med gitteravstanden h, og numme-
rerer punktene slik at z, = 0 og x,, = 1. Den positive
t-aksen gitrer vi opp med gitteravstanden k, og num-
merer slik at t; = 0.

/\t
(w5, t5) = (ih, jk)
jk‘ | ] ] ] ] ] | ] u u u
= > T
xz; =ih z=1



Diskretisering i z

Vi setter forst opp en tilnserming for v, (z,t), basert
pa den andre ordens endelige differanseformelen for
x:

u(x + h,t) —2u(z,t) + u(z — h,t)

B2

Man kan fint bruke hgyere ordens differanseformler,
men det skal ikke vi gjgre. Vi kan na tenke at vi
erstatter u(z, t) med n+1 envariable funksjoner w, (t),

som beskriver temperaturendringen i hvert sitt punkt
x,; pa stangen:

Uy, (T, 1) &

g (t) = 2u,(t) +u; (t)
h? ’

Na setter vi inn dette uttrykket i varmelikningen:

g (t) = 2u,(t) +u;(t)
h? ’

Siden u; kun er en funksjon av ¢, passer det & skrive

s Uign (8) = 2u(E) + ;4 (2)
u;(t) = - B2 ’

som vi kjenner igjen som et system av ordinzgere diffe-
rensiallikninger. Dette systemet har n — 1 likninger,
for i ug = 0 og w,, = 0 kjenner vi; disse er gitt av
randbetingelsene.

Ugg (‘rz ’ t) ~

’U,t({E» t) = ux:r(xz’t) ~

Diskretisering i ¢

Na kan vi lgse systemet med en gnsket metode fra
forrige kapittel, og vi skal ta i betraktning tre valg.
Etter diskretiseringen i ¢, skriver vi approksimasjo-

nen i punktet (z;,t;) som u;

Y] j:

u(z;, tj) ~ Uy

De tre metodene vi skal bruke, er eksplisitt Euler,
implisitt Euler, og trapesmetoden. De korresponde-
rende skjemaene for varmelikningen blir:

Eksplisitt:

Ug g — Uiy Uiyg g — 20 5+ Uy g

k h?

Implisitt:

Wiy jy1 — 2U; g + Uiq g

k h?

Ui j+1 — Uiy

Crank-Nicholson:

Ui g — Uiy Uiyyj— 20 5+ Uy g 5
k 2h2
WUigq je1 — 2U; 51 T Uiq i1
2h2

Teorem 13.7. Det explisitte og implisitte skjema er
av orden 1 it, og av orden 2 i x. Crank-Nicolson er
av orden 2 i begge variable.

Beviset er en ganske harete variant av argumentet for
ordenen til eksplisitt Euler i forrige kapittel. Hver av
disse skjemaene har sine fordeler, og vi skal behandle
dem i tur og orden.
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Eksplisitt skjema
Det eksplisitte skjemaet

Ugjpp — Uy Ugpyj— 2U; 5+ U g

k h?

har egentlig bare en fordel: det er sa lett a program-
mere opp. Vi lgser for u, ;. ,, og far

Ui gar = Ui+ 13 (i = 255+ Uiy )

N3 er det vanlig a tegne opp noe som kalles stensilen.
Dette er en figur som illustrerer hvilke gitterpunkter
som er involvert i ligningen man bruker for & beregne
nye approksimasjoner.

€Z; r=1

Anta at du har beregnet u,; for alle i og opp til og
med en bestemt j. Vi kan da enkelt beregne u; ;.4
for alle 7 ved & bruke formelen.

For & analysere mer, ma vi sette opp et matrise-
vektorprodukt som beskriver iterasjonen. Vi define-
rer

Uy

Uy
Up—2, 5
Up—1,5

Det eksplisitte skjemaet kan skrives kompakt som

k

u 2

= A)u;

der

Det kan vises at denne matrisen har n— 1 forskjellige
egenverdier gitt ved

k
)\k:élsinz—7T for 1<k<n-—1.
2n
Egenverdiene til
k
er dermed gitt ved
k. o km
1— 4? Sin %



Dersom
k - 1
hz "2
gar dette veldig bra, for alle egenverdiene er mellom
0 og 1. Da vil

k
u g =1 — ﬁA)uj
veere en kontraksjon, og konvergere mot et fikspunkt.
Dersom
k S 1
h? — 2

vil egenverdiene sende u; mot uendelig, og dette er
ikke oppfersel vi gnsker fra et numerisk skjema for
varmelikningen. Vi vet jo at temperaturen skal synke
mot 0 i denne situasjonen!

Dette er ganske restriktivt. Kanskje noen andre skje-
ma er enklere & ha med & gjgre.

Implisitt skjema

Problemet med det eksplisitte skjemaet er at det gar
til h... med mindre k/h? < 1/2, og dette gjor at du
ma ha veldig tett mellom punktene t-aksen. Akkurat
som for ordingere differensialliknigner, kan vi bgte pa
dette med & bruke implisitt skjema. Det implisitte
skjemaet skriver vi

k k k
1+ Qﬁ Ui g1 = Wittt T patio1ge1 T Wi

Stensilen er

Ty z=1
I hver tidssteg ma vi lgse et linesert likningssystem
k
der A er den samme matrisen som i sted.

Egenverdiene til (I + % A) er

k km

14 4— sin® —,

+ % sin on
som apenbart er stgrre enn 1 uansett hva h—kz er. Der-
med vil egenverdiene til (I+ h%A)’1 alltid veere mind-

re enn 1, og folgelig vil skjemaet konvergere mot 0
uansett.

Crank-Nicolson

Crank-Nicolson skriver vi
2u; 51 + 2 (= jn + 20 41 — Ui i) =
2ui; = g3 (St + 2055w ).

Stensilen er

J\t AN
n n n
t] n n n
> T
€Z; r=1

Ogsa her blir det et linesert ligningssystem

k k
A, = (21 - ﬁA)uj

(21 + 4

a lgse pa hvert tidssteg. Det kan vises at Crank-
Nicolson er en stabil metode for varmelikningen, men
det dropper vi.

Laplaces likning

Vi kan ogsa sette opp et numerisk skjema for
Laplaces likning

Upy + Uy = 0,

pa kvadratet [0,1] x [0, 1] med randkrav

u(z,0) =u(0,y) =u(l,y) =0 og u(z,1)=

Vi gitrer opp pa folgende vis:

J\y
y=1
] (z; ?Jj)
yj = jh [ [ [ | |
- > T
. =ih =1
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og bruker den kjente og kjaere differanseformelen

u(x + h,t) —2u(z, t) + u(x — h,t)
2

Uy, (X,1) &

f(z).



i bade x og y, slik at vi far skjemaet
Qg =ty 5 — Uiy — Uy g — U =0

Na er u kjent pa sidekantene til kvadratet, slik at
det er kun de indre gitterpunktene som gir opphav
til likninger og ukjente. La oss si at det er n—1 indre
gitterpunkter i hver koordinatretning, slik at antall
likninger og ukjente blir (n — 1)2. Vi organiserer Uy
i en vektor pa formen

Uy

Up—1,1
Uy o

Up—1,2
Uy 3

-unfl,nfl—

og far fglgelig et likningssystem pé formen

Au="f
der
4 -1
—1 4 —1
-1 4 -1
-1 4
0og
B 0
0 B 0
A= 0 0
0 B 0
0 B
o - 0 -1 0
: 0
0 -1
-1 0
0 -1 0 = 0

Den fgrste matrisen i uttrykket for A er en sakalt
blokkdiagonal matrise, og den andre matrisen har
to sammenhengende super- og subdiagonaler med -1
i alle komponenter, der superdiagonalen begynner i
rad n, og subdiagonalen begynner i kolonne n.

Under er et plot av en lgsning der f(x) = sin 7.
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Varmelikningen pa en plate

Hvis man fgrst har forstatt hvordan laplaces likning
diskretiseres, er det ikke sa vanskelig & forsta hvordan
man diskretiserer varmelikningen i to romlige dimen-
sjoner. Temperaturen i platen er gitt ved funksjonen
u(x,y,t), men na tillater vi at temperaturen varierer
med tiden, og problemet vi skal lgse, er

Uy = Uy, + Uy
med randkrav

u(0,y,1)

u(l,y,t) = u(z,0,t) =0
u(z,1,t) = f(x)
og initialkrav

u(z,y,0) = g(z,y).
Gitter i z og y blir det samme som for laplaces lik-
ning, mens k er tidssteget. Vi lar telleren i tid veere

m. Vi diskretiserer med de samme differanseformlene
som for, og far eksplisitt skjema:

Ui jm+1 — Uigm
k
Uis1,g,m = 2Uijm + Uit jm  Yigetm ~ 2 jm + Ui jo1m
h2 h?
implisitt skjema:
Yijymt1 — Yigjom _
k
Uit jm+1 — 2Wi jmi1 T Wit jms1 n Wi it1mi1 — 2U; jmg1 T Ui
h? h?
og Crank-Nicolson
Uigom+1 — Yijm
k
Ui jom — 2U; jm T Wit jm n Ui ji1m = 2 m + Ui 1m
h2 h?
Uit jom+1 — 2Wi jomt1 T Wit jomt1 Y jit,ma1 — 2Wi jma1 T Ui
2 + 2
h h

Det gar an & skrive disse skjemaene om til matrise-
vektor-iterasjoner pa samme vis som i det endimen-
sjonale tilfellet. For eksplisitt skjema far vi
k k
der A er matrisen fra diskretiseringen av Laplaces
likning, og
0
0
f(zy)
f(xnfl)

Likninger for implisitt skjema og Crank-Nicolson blir
henholdsvis

f:

k k
(I—i— ﬁA) U, :um—l—ﬁf

og

k k

k k
—f|+—f
2h? )+ 2h?



Kapittel 14

Vektorkalkulus

144



Kapittel 15

Funksjoner fra C til C
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Kapittel 16

Partielle differensiallikninger

€ ot
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