Kapittel 4

Partielle differensiallikninger I

Fysiske situasjoner der det er behov for mer enn
en uavhengig variabel, beskrives gjerne av partiel-
le differensiallikninger. Vi skal ta for oss tre av de
mest grunnleggende likningene, nemlig bglgeliknin-
gen, varmelikningen, og Laplaces likning.

Bglgelikningen

Bolgelikningen er en matematisk beskrivelse av en
vibrerende streng, eller en staende luftbglge i en or-
gelpipe. Vi skal ta for oss selve likningen, hvor den
kommer fra, og to forskjellige lgsningsteknikker - en
for et intervall pa z-aksen, og en for hele z-aksen.

Utledning

Vi tenker at vi har en vibrerende streng som er spent
oppiz=0o0gx=L.Lau(z,t) vere en funksjon
som for hvert tidspunkt ¢ og hvert punkt = beskriver
utslaget fra likevektslinjen, som ligger langs z-aksen.
Strengen har konstant massetetthet p [kg/m].

Y
u(zx,t)
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Vi tar en naermere titt pa strekkreftene pa et lite
stykke av strengen. Vi antar at tyngdekraften er
neglisjerbar, og at strengen er helt elastisk, slik at
strengestrekket, som virker parallelt med strengen,
er eneste kraft. Vi antar at hvert punkt pa strengen
kun beveger seg loddrett, og at den horisontale kom-
ponenten av strengestrekket er konstant lik 7.
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u(zx,t)
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Vi setter opp Newtons andre lov for den lille biten
fra z til x 4+ h. Massen til en bit med lengde h er hp,
og akselerasjonen til strengen i punktet x er uy,(z,t).
Netto kraft pa biten er gitt ved T, + 17, slik at

hpuy(z,t) =Ty + 17,

eller
p T,/T+T,/T
T“tt(%t) - %
_ug(x+ht) —u, (1)
= ; ,

siden stigningstallet til tangenten til strengen er gitt
ved u,. Lar vi nd h — 0, far vi bglgeligningen

2

utt(‘rat) =c umm(z7t)a

der 2 =1,
p

Oppstilling av problem

Det er ikke nok med en differensialligning som beskri-
ver strengens bevegelse. Vi ma ogsa ha informasjon
om hvordan bevegelsen blir satt igang, og hvor stren-
gen er spent opp. Et fullstendig oppstilt problem er:

gy (T, t) = Py, (x,t), (4.1)
med randkrav

u(0,t) = u(L,t) =0, (4.2)
og initialkrav

u(z,0) = f(x)  uy(x,0) = g(x). (4.3)
Selve differensialligningen (?7) forteller oss hva slags
fysiske lover som skal tilfredsstilles (i dette tilfelle
Newtons andre lov), eller hva slags oppfersel vi kan
forvente av lgsningen, for eksempel at det er en vi-
brerende streng det er snakk om. Randkravene (77)
forteller oss at strengen er spent opp i z = 0 og
x = L, slik at lgsningen star helt i ro der. Initialkra-
vene (?77?) forteller oss noen om hvordan bevegelsen
settes 1 gang; f angir strengens posisjon ved t = 0,
mens g angir strengens fart ved ¢ = 0. Nar man spil-
ler en tone pa en gitar ved a dra i strengen og slippe
den, slik man vanligvis gjor, er ¢ = 0. Randkravene

u(0,t) = u(L,t) =0, (4.4)

kalles dirichletrandkrav.

Lgsning pa intervall - separasjon av variable

Et stort geni har engang tenkt at lgsningen pa bgl-
geligningen kan skrives

u(z,t) = F(z)G(1).



Han hadde rett. Innsetting i (?7?) gir
F(z)G"(t) = 2F" (2)G(t).
Vi deler pa ¢?F(x)G(t) og far

F” (aj) _ G// (t)
F(z) c2G(t)’

Siden x og t skal kunne varieres uavhengig av hver-
andre, ma vi ha at
F// (x) B G// (t)
F(z)  c2G(t)

=k

der k er en forelpbig ubestemt konstant. Vi ganger

opp med c2F(x)G(t) og bytter fortegn pa k, slik at
F’(z)+ kF(x)=0

og
G”(t) + ke2G(t) = 0.

Vi skal forst prgve & finne ut hva k kan veere. Vi kan
bruke F og randkravene

u(0,t) = u(L,t) =0,
til dette. La oss kikke pa
F’(z) + kF(x) =0.
Dersom k = 0, far vi
F’(z)=0

som gir

F(z) = Az + B.

Er dette en interessant lgsning? Vel, nei. Dersom
F(0)G(t) = u(0,t) =0,

ma enten F'(0) = 0 eller G(t) = 0. At G(¢) = 0, slik
at u(z,t) = 0, er en gyldig lgsning av belgeliknin-
gen, som ogsa tilfredsstiller randkravene. Men dette
er apenbart ikke en spesielt interessant lgsning, sé jeg
tror vi gar for F(0) = 0, som impliserer B = 0. Det
andre randkravet

u(L,t) =0

gir likeledes at F'(L) = 0, altsa at AL = 0, som impli-
serer at A = 0. Dette impliserer igjen at u(z,t) = 0,
vi konkluderer at k = 0 og F(z) = 0 ikke er en inter-
essant lgsning av problemet.

La oss prgve k < 0. I sé fall lgses
F’(z)+ kF(x)=0

av
F(z) = AeV~F 4 Be=V—he
Dersom vi na bruker randkravene, far vi de to liknin-
gene
A+B=0
AeV=FL 4 Be=V=FL =

Dersom k # 0 (som vi jo allerede vet), er determi-
nanten til dette systemet gitt ved

e\/jkL + e—\/—ik'L 7& 0

og vi konkluderer med at A = B =0, slik at F(x) =
0. Altsa er heller ikke k < 0 en interessant lgsning.

Dersom k > 0, gar alt sa meget bedre, og vi far
F(z) = Acos Vkx + Bsin Vkz.
Bruker vi randkravet u(z,t) = 0, far vi
A=0,
og krever vi
F(L) = Bsin(VkL)G(t) = 0,

kan dette oppnas ved & sette B = 0, som er uinteres-
sant siden da blir u(z,t) = 0, eller ved & kreve

VEL = nr.

k= (T)Z .
L
Vi ser ogsa at n > 0, for dersom n < 0 byttes bare
fortegnet pa B, som enna er ubestemt. Ved & ta en
titt pa det endelige lgsningen av problemet nedenfor,
ser man at B kommer til & bli overflgdig, sa vi velger
B=1.

slik at

Ligningene

o+ (") i = o

L

lgses av
G,(t)= A, cos c%t + B, sin c%t7

sa de generelle lgsningene til bglgeligningen med
randkrav (?7) blir

Uy (@,1) = F(2)G,, (1)

= (An cos c%t + B,, sin c%t) sin %x

Vi har enna ikke tatt stilling til initialkravene (?7).
Det kan vi klare ved a skrive

u(x,t) = Z U, (x,t)

o0

n n n
(An cos ot + B,, sin c%t) sin %x

n=1

Dersom vi na krever
Fl@) = u(@,0) = u,(2,0) = A, sin %:z:
n=1 n=1

ser vi at summen til hgyre bgr veere fourierrekken til
den odde utvidelsen til f, og folgelig bor

1 [t 2 [*
A":L/L f(a:)sin%x da::L/O f(x)sin%x dx.



P& samme vis, dersom
> nw . nw
z) = u,(z,0) = B, c— sin —ux,
9(0) = u(e,0) =3B’ sin ]

bgr summen til hgyre veere fourierekken til den odde
utvidelsen til g, og folgelig ma

2 L
Bnc% = L_[ g(x)sin %x dx.
slik at
2 L
B, = —/ g(x)sin "y da.
enm L

Nar vi skal oppsummere, ma vi veere litt forsiktige,
for vi har ikke sagt noe om deriverbarhet. En lgsning
av bglgelikningen bgr helst veere to ganger kontinu-
erlig deriverbar, men dersom du drar i en gitarstreng
med fingeren og slipper strengen, vil f har form som
en sagtann, og ikke veere deriverbar i punktet der
fingeren din holder strengen. (Ihvertfall hvis stren-
gen er elastisk, og fingen din er uendelig tynn.) Av
disse grunnene bgr man kanskje ikke kalle oppsum-
meringen for et teorem, men det far fa en rod ramme
siden det ligger et visst resonnement bak.

Lgsningsformel for dirichletrandkrav

Bolgeligningen

2UZB£E (:177 t)’

utt(xa t) =cC
med randkrav
u(0,t) = u(L,t) =0,

og initialkrav

u(z,0) = f(z)  w(z,0)=g(z),
lgses av
u(x,t) =

i (A cos cmt + B, sin cﬂt> sin Ex

—~ " L " L L™’
der L

2
A, = E/o f(z)sin %x dx

og

2 L
B, = —

nmw
x)sin —x dz.

0

\.

Lgsning for flgyte

En staende trykkbglge inne i flgyte, beskrives av pro-
blemet
Uyt (LU, t) = CQUxx (1‘, t)v

med randkrav
u,(0,t) = u,(L,t) =0,
og initialkrav

wz,0) = f(z)  w(z,0)=g(z).

Konstanten ¢ avhenger na av trykket og lydhastig-
heten i mediet der lydbglgene produseres. (Dersom
du spiller pa flgyten inni en gassballong full av he-
lium, blir ¢ hgyere enn i luft.) Randkravene kalles
von-Neumann-randkrav, og L er lengden pa flgyten.

Vi lgser problemet pa samme méate som for den vi-
brerende strengen. Den eneste forskjellen blir i for-
bindelse med lgsning av

F"(z) + kF(z) = 0.
P& samme vis ma k > 0, slik at
F(z) = Acos Vkx + Bsin Vkz.
Siden
F'(z) = —AVEksin Vkz + BVkcos Vi

impliserer

u, (0,¢) = F'(0) = 0,

at B =0, mens
u, (L, t) = F'(x) = —AVksin VEL = 0,

gir som fgr at

VEL = nr.

Merk at n = 0 er en gyldig lgsning her siden en
konstant funksjon lgser bade bglgelikningen og von-
Neumann-randkravene. Resten blir som fgr, men vi
maé bruke cosinusrekkene til f og ¢ istedet for sinus-
rekkene. Vi tar ikke resten av regningen.

Lgsningsformel for flgyte

Bolgeligningen
Ut (2, 1) = g, (2,1),
med randkrav
u,(0,t) = u,(L,t) =0,
og initialkrav
u(z,0) = f(x)

lgses av

U’t(xﬂ 0) = g(l’),

u(z,t) =

- nm nm nm
A+ Y (4, cosc™t + B, sinct) cos
—|—; ncoscL + nsmcL cos Lm

der A er en vilkarlig konstant,

2 L nmw
A = — —
" L/o f(x) cos L:z:d:::

og
2

L
B, = %/0 g(x) cos nfﬂx dz.

Lgsning pa hele z-aksen - D’alembert

Hvis man ikke gnsker & bruke bgglelikningen til &
beskrive en oppspent streng, men heller bglgene fra



et steinkast pa et endimensjonalt og uendelig langt
hav, m& man studere bglgelikningen

2

utt(‘r’t) =c uwz($7t)a

med initialkrav

u(m,O) :f(l‘> ut(x’o) :g($)7

og ingen randkrav. Her skal lgsningen gjelde for alle
x, ikke bare pa intervallet [0, L]

I noen tilfeller kan dette gjore alt vanskeligere, men
akkurat i tilfellet bglgelikningen, blir alt fryktelig en-
kelt. Det er enkelt & sjekke at funksjonen

u(z,t) = ¢z + ct) + h(x — ct)
passer i likningen
gy (T, 1) = Py, (x,t).

uansett hva ¢ og v er, sé lenge de er to ganger konti-
nuerlig deriverbare. Spgrsmalet blir bare da hvordan
vi skal klare & innpasse initialkravene.

Dersom man bruker

u(z,0) = f(x)
far man
o(x) +(x) = f(x)
og dersom man bruker

ut(xv()) = g(x),

far man
et (x) — e/ (z) = g(w),
eller

P(z) —Y(z) = %/mg(t) dt+C

Vi har na et linesert 2 x 2-likningssystem for ¢ og .
Legger vi likningene sammen, far vi

20(x) = f(x) + % /Z g(t)dt+C

og trekker vi dem fra hverandre, far vi far vi

20(0) = f(o) — ¢ [ gyt
Vi setter na alt sammen igjen

u(a, t) =d(a + ct) + (x — ct)

:% (F(z + ct) + flz — ct))

+% ( / th(t) dt — / Htg(t) dt)

:%(f(x-i-ct)—l—f(:c—ct))—k%c/m ’ g(t) dt,

x—ct

0g oppsumimerer.

D’Alemberts lgsningsformel

Bolgeligningen

Uy ($3 t) = CQU:v:t (217, t)a

pa hele z-aksen, med initialkrav

u(z,0) = f(z)

lgses av

uy(x,0) = g(x),

u(zx,t) =

%(f(x+ct)+f(w—ct))+2ic/mc: o(t) dt.

Varmelikningen

Varmelikningen beskriver kort og godt varmeflyt i
materialer. Vi skal ta for oss den enkleste varianten,
der varmeledningsevnen er identisk overalt og i alle
retninger i materialet.

https://www.feynmanlectures.caltech.
edu/II 02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.
edu/II 03.html

Utledning

I en ideell gass er det et linesert forhold mellom tem-
peratur og opplagret bevegelsesenergi, gitt ved

1 3
§mv2 = ikT

der k = 1.38064852(79) x 10723 J/K er Boltzmanns
konstant, v er gjennomsnittsfarten til gassmolekyle-
ne, og T er temperaturen malt i Kelvin. Vi kan altsa
tenke pa temperatur som et mal pa opplagret kine-
tisk energi. I andre materialer enn ideelle gasser kan
den kinetiske energien ogsa lagres opp som rotasjon
og vibrasjon.

La oss tenke at temperaturen er gitt ved funksjonen
u(x,t), der x = (1, x4, z5) er de romlige koordina-
tene og t er tidspunktet. La Q vaere et omrade i R3.
Den totale opplagrede varmeenergien i €2 er gitt ved

pc///ﬂu(x,t) dx,

der p er massetettheten og c er den spesifikke varme-
kapasiteten. Dersom vi antar at p og c er konstante
og legger noen restriksjoner pa glattheten til u (for
kompliserte for oss), er endringen i denne energien
over tid gitt ved

pc% ///Qu(x, t) dx = pc///ﬂut(x,t) dx


https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_02.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_03.html

Transport av varmeenergi er for mange materialer
proporsjonal med temperaturgradienten. Dette kalles
Fouriers lov, og skrives

q=—kVu

der k er den termiske konduktiviteten, og q er varme-
fluksen. Endringen i varmeenergi i 2 skyldes enten
varme som produseres inne i  (tenk at det star et
stearinlys og brenner inne i 2), eller varme som slip-
per inn og ut gjennom randen ). Dersom vi antar
at k er konstant og at det ikke produseres varme i €2,

ma
—pc///utdx:// q-ds
Q o0
2// V-qdx
Q
:—K// V-Vudx:—m// Au dx
Q Q

pc///ﬂutdx:n//QAudx.

Dersom dette gjelder for et tilfeldig valgt omréade €2,
bgr integrandene veere like:

eller

pcu, = KA

Det er vanlig & samle den spesifikke varmekapasite-
ten, massetettheten og den termiske konduktiviteten

i en konstant .

e

som kalles den termiske diffusiviteten. Likningen

(0%

u, = alAu

kalles varmelikningen eller diffusjonslikningen. Det er
ogsa vanlig & sette o = 1, for dersom w lgser u, =
aAu md v(x,t) = u(x, t/a) lgse v, = Av.

Lgsning pa begrenset intervall

Na skal vi tenke oss en isolert stang der temperaturen
er gitt av u(x,t). Varme kan slippe ut eller tilfores
gjennom endepunktene, men ingen andre steder. Vi
skal lgse varmeligningen

Uy = Ugy
pa stang med lengde L. Randkravene
u(0,t) = u(L,t) =0, (4.5)

sier at temperaturen holdes konstant lik 0 i ende-
punktene, og initialkravet

u(z,0) = f(z) (4.6)

sier at temperaturfordelingen er gitt ved f(x) nar
tiden begynner a ga.

Vi prgver separasjon av variable

u(z,t) = F(z)G(1).

Pa samme vis som for bglgeligningen, far vi

F"(x)+ kF(z)=0
og

G'(t) + kG(t) = 0.
A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for belgeligningen, mens

G (1) = A,V
slik at de generelle lgsningene til bglgeligningen med
randkrav u(0,t) = u(L,t) = 0 blir

nm nm

u, (z,t) = F(2)G,,(t) = Ane*<T)2t sin T

Likeledes kan initialkravet u(x,0) = f(z) inkorpore-
res ved a legge sammen alle lgsninger

ulz,t) =Y u (z,t)=) A e*<%)2tsinmx,
=S ue0 =34, "
sette t =0

f(z) = u(z,0) = ;An sin %x,

og observere at vi far dette til dersom A,, er fourier-
koeffisientene til den odde utvidelsen til f:

9 L
A”:L‘é f(x)sinnL—ﬁwdx

Lgsningsformel for varmeledning pa gittar-

streng

Varmelikningen

ug(x,t) = u,, (x,t),
med randkrav

u(0,t) = u(L,t) =0,

og initialkrav

der

Lgsning pa hele z-aksen

Vi skal na lgse varmeligningen
Up = Ugy
pé en uendelig lang stang. Randkravene skal veere

lim w(z,t) =0, (4.7

r—+00



mens initialkravet er som for

der vi antar
$£Iinoo f(x) =0. (4.9)

Vi skal lgse dette problemet ved & fouriertrans-
formere varmeligningen med hensyn pa z. Siden
lim, . u(xz,t) = lim, ,  u(z,t) = 0, satser vi pa
at det gar bra, og vi far

Hvis vi antar at u er kontinuerlig deriverbar i ¢, og
fouriertransformen er med hensyn pa x, kan vi skrive

1 e )
F(uy) = \/ﬂ/ (@, t)e ™% dx
0 1 e

u(x, t)e " dr = U, (w,t),

T otvar ),
og

slik at

Dette er en ordinser differensialligning for 4, med lgs-
ning

U(w, 1) = Alw)e "t
Fouriertransformerer vi initialkavet, ser vi at

Aw) = A(w,0) = F (u(z,0)) = F(f(z)) = fw),

og da er det egentlig bare a inversfouriertransformere,
og sa har vi lgsningen

1o
u(z,t) =F 1 (1) = — w)e e duy,
@0 =7 @ = 0= [ e d

Vel og bra, men vi kan komme oss et knepp til. Husk
at
frg=F"1(Var fj),
og observer at
1 o ~ 2t . < 2
_— w)e el du = F 1 (fe @) .
= e (Fee™t)

Med andre ord, hvis vi kunne inverstransformere
et hadde det veert bra. Husk at

1 .2
Fle®®) = e,
() = >
Setter vi
1
a=—
4t’

og ganger og deler litt med konstanter, kan vi si at

som gir
2

w(z, t) =F (fe )

1 (f 1 12>
P * —— @ 4t

V2T V2t
—(x—v)2

1 o )
:2\/%/_00 fwe ™  dv

Onde tunger vil kanskje hevde at u(z,t) ikke er defi-
nert for ¢ = 0. Dette er ikke bra, for vi har jo prgvd a
fa til at u(x,0) = f(z), som apenbart ikke kan vaere
helt riktig. N& kan det heldigvis vises at

limu(x,t) = f(z)

t—0

men dette er for vanskelig for oss.

Kjempe lang stang pa Vang

Varmelikningen
Uy = U

T

pa hele z-aksen med initialkrav

u(z,0) = f(z)
gses av
u(z,t) = L /OO f(v)ei( c dv,
2vmt J
og vi har

Laplaces ligning

For & fa en fglelse for Laplaces ligning kommer fra,
ma man betrakte varmeligningen i to romlige dimen-
sjoner

Uy = Ugy T Uy

Det fysiske bildet du kan ha, er en tynn varmeiso-
lert plate der varmeenergi kan forsvinne ut eller inn
gjennom sidekantene. Lgsningen til varmeligningen
vil da gi temperaturen u(x,y,t) i platen gitt for-
nuftige rand- og initialkrav. Vi skal ikke lgse var-
meligningen i to romlige dimensjoner, men derimot
betrakte spesialtilfellet der ¢ — oo, slik at varme-
strommen er konstant, eller steady-state flow som vi
sier pa norsk. Dersom varmestrgmmen er konstant,
er u,(x,y,t) = 0, slik at varmeligningen blir

Uy + Uy, = 0.

Dette kalles Laplaces ligning, og den kan vi lgse med
teknikker vi har lzert i kurset. Her er en figur som
beskriver en typisk situasjon. Dette er temperaturen

SO
R
N

\
N
NN

i en tynn plate der temperaturen holdes konstant lik



null pa tre sider, og konstant lik fem eller en eller noe
pa den siste siden.

Lgsning pa begrenset intervall - separasjon
av variable

Vi setter opp problemet

pa rektangelet [0, a] x [0, b] med randkrav

u(xv 0) = U(Ov y) = u(avy) =0
0og
u(z,b) = f(x).

Vi separerer i vei
u(z,y) = F(x)G(y).

P& samme vis som for bglgeligningen og varmelignin-
gen, far vi
F’(z)+ kF(x)=0

og
G"(y) — kG(y) =

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for belgeligningen, mens

Gn(y) = Anei%y + Bne%y

slik at de generelle lgsningene som tilfredsstiller
u(0,y) = u(b,y) = 0 blir
un<x7y> = F(‘T>Gn<y)

(A e Y+ B eTy) sin %x

Krever vi u(z,0) = 0, far vi

A, =-B

n n?

slik at

u,(z,y) = A, (e ¥ —e%¥)sin %x

..onmm . onT
= A, sinh —ysin —ux,
a a

og krever vi u(z,b) = f(x), far vi det til ved & legge

sammen alle lgsninger

= u,(z,y)
n=1

og kreve

o0
., nT . nw
= g A, sinh —ysin —x,
a a
n=1
nm
f(x) = u(x,b) g A, smh—sm—x
a

slik at

nmwx

Lgsning i halvplanet
Vi skal se pa Laplaces ligning

Ugyy + Uy, =0,
i halvplanet. Randkrav skal veere

lim w(z,y) = lim u(z,y) =0

@ +00 Yoo
og
u(z,0) = f(z),
der
A T =
Siden lim,_,,  u(x,y) = 0 satser vi pa at u er abso-

lutt integrerbar i x, slik at vi kan fouriertransformere
med hensyn pé z. Da far vi

F(uy,) + F (uy,) = F(0)

eller
—w?i(w,y) + tyy,, (w,y) = 0.

Akkurat som med varmeligningen, later vi som om
dette er en ordineer differensialligning i y, og far

i(w,y) = A(w)e "W + B(w)el*W.

Na ma vi fouriertransformere  randkravet

lim u(z,y) = 0, og da far vi

Y—00

lim 4(w,y) = 0.

y—oo
Bruker vi dette, ser vi at B(w) = 0, og fplgelig er
a(w,y) = A(w)e v,
= f(x), far vi
i(w,0) = f(w),
og bruker vi denne, far vi

i(w,y) = fw)e v,

Transformerer vi u(z,0)

N4& kan vi inverstransformere og fa

1 <2 7wyeiwz w
u(e,y) = m/m Flw)etolveiv g
= FL(f(w)e vy,

Na bruker vi samme trikset som for varmeligningen.
Siden dette er inversfouriertransformen til produktet
mellom f(w) og e *I¥, og

2
F <\/7 - Y 2) = e luwly,
TTY+ Yy
ser vi at
1 2 oy
u(z,y) = \/T?f* (ﬁM)

— l/oo f(v)% do.

T x—v)?+y?




Noen artige egenskaper

En funksjon som tilfredsstiller
Upy + Uy, =0

kalles gjerne en harmonisk funksjon. Harmoniske
funksjoner har morsomme egenskaper.

Middelverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 4.1. La u vere harmonisk pa 2, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i
(g, Yo) 09 radius a. Da gjelder at

1 1
= — = — A.
w(zg, Yo) S /aeuds 3 //@Ud

Vi lar denne st ubevist inntil videre. Beviset kom-
mer ikke pé eksamen i ar. Ta kontakt om du lurer.

Maksverdisats for harmoniske funksjoner

Teorem 4.2. La u vere harmonisk pa 2, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i
(g, Yo) 09 radius a. Da ligger

max u(z,y)

(z,y)e€
o9
min_ u(z,y)
(z,y)eC
pd OC.

Vi beviser ikke denne heller.

Numerisk derivasjon

Taylorrekker kan brukes til & utlede en stor klasse av
numeriske metoder for beregne tilnserminger til den
deriverte.

I M1 definerte vi den deriverte til en funksjon f som

o i JE ) = f(2)
f(:c)fhmf.

Uttrykket
fl@+h) — fx)
h
er stigningstallet til sekanten til f mellom punktene
x og x + h. For sma h er denne sekanten en grei
tilngerming til stigningstallet f(z):

oy < L@+ = (@)
R

P& papiret er det slik at jo mindre h, desto bedre
tilnserming.

Eksempel 4.3. La f(z) = e*, og la h = 0.1. Vi
beregner

1.6 _ 1.5

e
=4.7134.
0.1 3

F/(1.5) ~

Merk at
F/(15) = eld = 4.4817,

s& denne tilnzermingen bommer med rundt 2 - 1071,
Vi kan ogsa pregve h = 0.01. Da far vi

el 51 _ 1.5

———— = 4.5042.
0.01 50

f(1.5) ~
som er noe bedre, ni er feilen pa rundt 2 - 1072, Vi
knekker til med enda en:

el:501 _ 1.5

"15)r —————— =44
F(15) 0.001 839,

og far en feil pa rundt 2 - 1073, AN

Merk. Feilen i forrige eksempel er tydelig proporsjo-
nal med h - deler du A pa 10, deler du feilen pa 10.
En god illustrasjon av lineser feil.

Det géar an a utlede formelen

fa+h) = ()

f/(a) m TR

ved & bruke taylorutviklingen til fi punktet x:

f"(x)

fa+h) = f@)+ f@h+ w2 e

Stigningen til sekanten kan skrives

[+ = f@) ),

- = ['(@) + S ht

og vi ser at dette stigninstallet bestar av den eksakte
verdien for f’(z) pluss resten av taylorrekken til f

O N C))
o h ek

Denne halen forteller oss noe om feilen. Dersom h er
liten nok, vil h veere mye stgrre enn h?, og vi skriver

[ @), (=) _
—h+ Th2 + = 0(h)

for & signalisere at feilen er proporsjonal med h.

Vi kan relativt lett forbedre den linezre tilnsermin-
gen fra forrige avsnitt ved & skrive

Fle—h) = fa) — F@n+ T2
og sette opp tilneermingen
fath) —fla—h) . @), ()
o =@ e g

Feilen i denne tilnsermingen er

I () S (x)
T

Hvis h er liten, er det rimelig 4 anta denne feilen er
mye mindre enn for den fgrste tilneermingen, siden
h? << h.



Eksempel 4.4. La f(z) = €*, og la h = 0.1. Vi
beregner

el6 _ ol

f(15) ~ 02 = 4.489162287752202,
som gir en feil pa rundt 7.5 - 1073. Mye bedre enn i

sted. Vi kan prgver ogsa h = 0.01:

el 51 _ 149

— =4.481 29401
0.02 8176376552940

F/(1.5) ~

som er noe bedre, nd er feilen pa rundt 7.5 - 1075,
Knekker vi til med h = 0.001, far vi

1501 _ ,1.499

0.002

e

f(1.5) ~ = 4.481689817286139

som gir en feil pa 7.5-1077. VAN

Merk. Legg merke til hvordan feilen i forrige eksem-
pel er nzermest perfekt kvadratisk - vi far to nye de-
simaler hver gang vi deler h pa 10. Feilen deles altsa
pa 100 nar A deles pa 10.

Hvis du virkelig vil sla pa stortrommen, kan du bruke
formelen

fi(z) =
flx—2h) —8f(x —h)+8f(x+ h)— f(x + 2h)

12h

Eksempel 4.5. Vi bruker den store formelen med
h = 0.1, h = 0.01 og h = 0.001. D& far vi feil pa
1075, 1079, og 10713, Fire nye desimaler hver gang h
deles pa 10. Prov selv. VAN

Dersom du trenger en tilnezerming for f”(x), kan du
bruke den andre ordens sentraldifferansen

flz+h)=2f(x) + flz —h)
h2

Na bgr det etterhvert vaere klart hvordan en slik de-
rivasjonsformel konstrueres - man sgker en lineser-
kombinasjon av funksjonsverdier f(z), f(x —h) og
f(z + h) og lignende ledd, for & oppna to ting:

= f"(x)+ O(h?)

o Korrekt tilnserming av den n-te deriverte.

e Sa hgy orden som mulig.

Det gar an & kombinere tilnserminger av forskjellig
orden til & oppna hgyere ordens tilnserminger. Vi de-
finerer

fl@+h)— flx—h)
2h ’

¢(h) =

Da har vi at

o) = () 4 2 d @ e @)

6 120
0g
hY _ R\ f7(x) | (B fP(2)
¢<§> = [t (5) 6 +<§> 20
Her er trikset:
49 (5) —o(h) _ (@)
23 = f'(z) —h* =0 4 e

Med andre ord: den rette linezerkombinasjonen av to
estimater med forskjellige gitterfinheter kan fa et (el-
ler flere) ledd i feilutviklingen til & forsvinne, og da
far vi en hgyere ordens tilnserming.

Eksempel 4.6. Hvis vi setter h = 0.1, og tar to
tidligere approksimasjoner,

1.6 _ .14

¢ G = 4480162287752202,

¢(0.1) =

med en feil pa rundt 7.5 - 1073, og

el 51 _ 149

————— = 4.481763765529401
0.02

$(0.01) =

med en feil pa rundt 7.5-107°, og og kombinerer dem,
far vi

1006 (£&£) — ¢(h
¢<1§3 (h) = 4.481689032981695

som gir en feil pad —3.73 - 1078 ~ (%)4. AN

Det gar an & formulere presise teoremer som forteller
hvordan man skal lineserkombinere tilnserminger til
hgyere ordens tilnserminger, men vi ngyer oss med
denne lille smakebiten.

Vi skal lage numerisk metoder for varmeligningen

Up = Ugy

med randkrav
u(0,t) = u(1,t) =0

og

u(z,0) = f(z).
Metodene vi skal lage er basert pa ting vi har gjort
tidligere, og varmelikningen er kun en illustrasjon.
Det er relativt lett & konstruere liknende metoder for
andre likninger med de teknikkene vi skal ga gjennom
for varmelikningen.

Gitteret

Nar vi skal lgse en partiell differensiallikning, ma vi
holde styr pa to gitre - et i x-retningen, og et i t-
retningen. Vi skal finne approksimasjoner til lgsnin-
gen u i alle gitterpunktene. Vi gitrer opp intervallet
[0,1] pa z-aksen med gitteravstanden h, og numme-
rerer punktene slik at z, = 0 og x,, = 1. Den positive
t-aksen gitrer vi opp med gitteravstanden k, og num-
merer slik at t; = 0.

/\t




Diskretisering i z

Vi setter forst opp en tilnserming for v, (z,t), basert
pa den andre ordens endelige differanseformelen for
x:

u(x + h,t) —2u(z,t) + u(z — h,t)

B2

Man kan fint bruke hgyere ordens differanseformler,
men det skal ikke vi gjgre. Vi kan na tenke at vi
erstatter u(z, t) med n+1 envariable funksjoner w, (t),

som beskriver temperaturendringen i hvert sitt punkt
x,; pa stangen:

Uy, (T, 1) &

g (t) = 2u,(t) +u; (t)
h? ’

Na setter vi inn dette uttrykket i varmelikningen:

g (t) = 2u,(t) +u;(t)
h? ’

Siden u; kun er en funksjon av ¢, passer det & skrive

s Uign (8) = 2u(E) + ;4 (2)
u;(t) = - B2 ’

som vi kjenner igjen som et system av ordinzgere diffe-
rensiallikninger. Dette systemet har n — 1 likninger,
for i ug = 0 og w,, = 0 kjenner vi; disse er gitt av
randbetingelsene.

Ugg (‘rz ’ t) ~

’U,t({E» t) = ux:r(xz’t) ~

Diskretisering i ¢

Na kan vi lgse systemet med en gnsket metode fra
forrige kapittel, og vi skal ta i betraktning tre valg.
Etter diskretiseringen i ¢, skriver vi approksimasjo-

nen i punktet (z;,t;) som u;

Y] j:

u(z;, tj) ~ Uy

De tre metodene vi skal bruke, er eksplisitt Euler,
implisitt Euler, og trapesmetoden. De korresponde-
rende skjemaene for varmelikningen blir:

Eksplisitt:

Ug g — Uiy Uiyg g — 20 5+ Uy g

k h?

Implisitt:

Wiy jy1 — 2U; g + Uiq g

k h?

Ui j+1 — Uiy

Crank-Nicholson:

Ui g — Uiy Uiyyj— 20 5+ Uy g 5
k 2h2
WUigq je1 — 2U; 51 T Uiq i1
2h2

Teorem 4.7. Det explisitte og implisitte skjema er
av orden 1 it, og av orden 2 i x. Crank-Nicolson er
av orden 2 i begge variable.

Beviset er en ganske harete variant av argumentet for
ordenen til eksplisitt Euler i forrige kapittel. Hver av
disse skjemaene har sine fordeler, og vi skal behandle
dem i tur og orden.
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Eksplisitt skjema
Det eksplisitte skjemaet

Ugjpp — Uy Ugpyj— 2U; 5+ U g

k h?

har egentlig bare en fordel: det er sa lett a program-
mere opp. Vi lgser for u, ;. ,, og far

Ui gar = Ui+ 13 (i = 255+ Uiy )

N3 er det vanlig a tegne opp noe som kalles stensilen.
Dette er en figur som illustrerer hvilke gitterpunkter
som er involvert i ligningen man bruker for & beregne
nye approksimasjoner.

€Z; r=1

Anta at du har beregnet u,; for alle i og opp til og
med en bestemt j. Vi kan da enkelt beregne u; ;.4
for alle 7 ved & bruke formelen.

For & analysere mer, ma vi sette opp et matrise-
vektorprodukt som beskriver iterasjonen. Vi define-
rer

Uy

Uy
Up—2, 5
Up—1,5

Det eksplisitte skjemaet kan skrives kompakt som

k

u 2

= A)u;

der

Det kan vises at denne matrisen har n— 1 forskjellige
egenverdier gitt ved

k
)\k:élsinz—7T for 1<k<n-—1.
2n
Egenverdiene til
k
er dermed gitt ved
k. o km
1— 4? Sin %



Dersom Crank-Nicolson
k 1
el < > Crank-Nicolson skriver vi
gar dette veldig bra, for alle egenverdiene er mellom

0 og 1. Da vil 2u; 51 + 2 (= jn + 20 41 — Ui i) =
. Vv

K 2ui; = g3 (St + 2055w ).
u g =1 — ﬁA)uj
Stensilen er
veere en kontraksjon, og konvergere mot et fikspunkt.
Dersom
k 1 At ~
>
h? = 2

vil egenverdiene sende u; mot uendelig, og dette er
ikke oppfersel vi gnsker fra et numerisk skjema for
varmelikningen. Vi vet jo at temperaturen skal synke t; . = .
mot 0 i denne situasjonen!

Dette er ganske restriktivt. Kanskje noen andre skje-
ma er enklere & ha med & gjgre.

> T
Implisitt skjema i =1
Problemet med det eksplisitte skjemaet er at det gar 3 . . o
til h... med mindre k/h® < 1/2, og dette gjor at du Ogsa her blir det et linesert ligningssystem
ma ha veldig tett mellom punktene t-aksen. Akkurat k L
som for ordingere differensialliknigner, kan vi bgte pa (2 + ﬁA)ujH = (2I - ﬁA)uj
dette med & bruke implisitt skjema. Det implisitte
skjemaet skriver vi a lgse pa hvert tidssteg. Det kan vises at Crank-
Nicolson er en stabil metode for varmelikningen, men
(1+2£)u“ 7&,&4 , 7£uv e det dropper vi.
h2 i,5+1 h2 i+1,5+1 h2 i—1,5+1 ij

Stensilen er Laplaces likning

Vi kan ogsa sette opp et numerisk skjema for
Laplaces likning

J\t AN
Upy + Uy = 0,
pa kvadratet [0,1] x [0, 1] med randkrav
€ . u(@,0) = u(0,y) =u(l,y) =0 og  u(x,1)=f(x)
Vi gitrer opp pa folgende vis:
) x J\y
L r=1
y=1
I hver tidssteg ma vi lgse et linesert likningssystem
; (2:3;)
I+ ﬁA)uj+1 =u, o 1Y)
Yy;=Jjn m ] ] [ ]
der A er den samme matrisen som i sted.
Egenverdiene til (I + % A) er ) ) )
k . o km = > X
1+4ﬁsln %, .’L',L:Zh .T:].

som apenbart er stgrre enn 1 uansett hva h—kz er. Der-
med vil egenverdiene til (1+:% A)~* alltid veere mind-
re enn 1, og folgelig vil skjemaet konvergere mot 0 w(z + h,t) — 2u(z,t) + u(z — h, t)
uansett. Uy (2, 1) & 72

og bruker den kjente og kjaere differanseformelen

11



i bade x og y, slik at vi far skjemaet
Qg =ty 5 — Uiy — Uy g — U =0

Na er u kjent pa sidekantene til kvadratet, slik at
det er kun de indre gitterpunktene som gir opphav
til likninger og ukjente. La oss si at det er n—1 indre
gitterpunkter i hver koordinatretning, slik at antall
likninger og ukjente blir (n — 1)2. Vi organiserer Uy
i en vektor pa formen

Uy

Up—1,1
Uy o

Up—1,2
Uy 3

-unfl,nfl—

og far fglgelig et likningssystem pé formen

Au="f
der
4 -1
—1 4 —1
-1 4 -1
-1 4
0og
B 0
0 B 0
A= 0 0
0 B 0
0 B
o - 0 -1 0
: 0
0 -1
-1 0
0 -1 0 = 0

Den fgrste matrisen i uttrykket for A er en sakalt
blokkdiagonal matrise, og den andre matrisen har
to sammenhengende super- og subdiagonaler med -1
i alle komponenter, der superdiagonalen begynner i
rad n, og subdiagonalen begynner i kolonne n.

Under er et plot av en lgsning der f(x) = sin 7.
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Varmelikningen pa en plate

Hvis man fgrst har forstatt hvordan laplaces likning
diskretiseres, er det ikke sa vanskelig & forsta hvordan
man diskretiserer varmelikningen i to romlige dimen-
sjoner. Temperaturen i platen er gitt ved funksjonen
u(x,y,t), men na tillater vi at temperaturen varierer
med tiden, og problemet vi skal lgse, er

Uy = Uy, + Uy
med randkrav
u(0,y,t) = u(l,y,t) = u(x,0,t) =0
u(z,1,t) = f(z)
og initialkrav

u(z,y,0) = g(z,y).

Gitter i z og y blir det samme som for laplaces lik-
ning, mens k er tidssteget. Vi lar telleren i tid veere
m. Vi diskretiserer med de samme differanseformlene
som for, og far eksplisitt skjema:

Ui jm+1 — Uigm
k
Uis1,g,m = 2Uijm + Uit jm  Yigetm ~ 2 jm + Ui jo1m
h2 h?
implisitt skjema:
Yijymt1 — Yigjom _
k
Uit jm+1 — 2Wi jmi1 T Wit jms1 n Wi it1mi1 — 2U; jmg1 T Ui
h? h?
og Crank-Nicolson
Uigom+1 — Yijm
k
Ui jom — 2U; jm T Wit jm n Ui ji1m = 2 m + Ui 1m
h2 h?
Uit jom+1 — 2Wi jomt1 T Wit jomt1 Y jit,ma1 — 2Wi jma1 T Ui
2 + 2
h h

Det gar an & skrive disse skjemaene om til matrise-
vektor-iterasjoner pa samme vis som i det endimen-
sjonale tilfellet. For eksplisitt skjema far vi
k k
der A er matrisen fra diskretiseringen av Laplaces
likning, og
0
0
f(zy)
f(xnfl)

Likninger for implisitt skjema og Crank-Nicolson blir
henholdsvis

f:

k k
(I—i— ﬁA) U, :um—l—ﬁf

og

k k k k
(14 g ) e = (1= g2 ) v+ 7).



