
Kapittel 8

Systemer av differensiallikninger

I dette kapitlet skal vi bruke det vi har lært om lineær
algebra til å studere systemer av differensiallikninger.

Fundamentalsystemer
I dette kapiitlet må vi være litt nøye på forskjel-
len mellom vektorfunksjonen x, som er et element i
et uendeligdimensjonalt vektorrom av vektorfunksjo-
ner, og funksjonsverdien x(𝑡), som er en søylevektor
i ℝ𝑛 eller ℂ𝑛.

Eksempel 8.1. La

x(𝑡) = (𝑡
𝑡) og y(𝑡) = ( 𝑡

𝑒𝑡−1) .

Merk at

x(1) = y(1) = (1
1) ,

og at

x(0) = (0
0) .

For alle andre verdier av 𝑡 er x(𝑡) og y(𝑡) ikke paral-
lelle. Med andre ord: x(𝑡) og y(𝑡) er lineært avhengige
for 𝑡 = 0 og 𝑡 = 1, men ikke for andre verdier av 𝑡.
Som vektorfunksjoner er x og y lineært uavhengige,
siden

𝑐1x + 𝑐2y = 0

impliserer 𝑐1 = 𝑐2 = 0. △

Eksempel 8.2. La

x(𝑡) = 𝑡 ⎛⎜
⎝

2
3
4
⎞⎟
⎠

, y(𝑡) = 𝑡 ⎛⎜
⎝

3
4
5
⎞⎟
⎠

og z(𝑡) = 𝑡 ⎛⎜
⎝

4
5
6
⎞⎟
⎠

I et tidligere kapittel fant vi at

⎛⎜
⎝

2
3
4
⎞⎟
⎠

− 2 ⎛⎜
⎝

3
4
5
⎞⎟
⎠

+ ⎛⎜
⎝

4
5
6
⎞⎟
⎠

= ⎛⎜
⎝

0
0
0
⎞⎟
⎠

,

og i dette eksemplet er det lett å se at

x − 2y + z = 0.

Dette betyr at x, y og z er lineært avhengige som
vektorfunksjoner. △

Eksempel 8.3. La nå

x(𝑡) = 𝑡 ⎛⎜
⎝

2
3
4
⎞⎟
⎠

, y(𝑡) = 𝑡 ⎛⎜
⎝

3
4
5
⎞⎟
⎠

og z(𝑡) = 𝑒𝑡 ⎛⎜
⎝

4
5
6
⎞⎟
⎠

De tre vektorene x(𝑡), y(𝑡) og z(𝑡) er lineært avhen-
gige for hver 𝑡, for vi kan alltid finne 𝑐1, 𝑐2 og 𝑐3, ikke
alle lik null, slik at

𝑐1x(𝑡) + 𝑐2y(𝑡) + 𝑐3z(𝑡) = 0.

Men 𝑐1, 𝑐2 og 𝑐3 må endres for hver 𝑡, for det er ikke
mulig å finne ett enkelt valg slik at likningen

𝑐1x + 𝑐2y + 𝑐3z = 0

alltid er sann. Derfor er x, y og z lineært uavhengige
som vektorfunksjoner. △

La oss anta at vi har en mengde

y1, y2, … , y𝑛

med vektorfunksjoner. Det er vanlig å sette funksjo-
nene opp som kolonner i en 𝑛 × 𝑛-matrise Y, kalt
fundamentalmatrisen. Dersom det Y(𝑡) ≠ 0 for alle
𝑡, er funksjonsverdiene til mengden en basis for ℝ𝑛

for hver 𝑡, og vi kaller mengden et fundamentalsys-
tem.

Eksempel 8.4. Vi kan sette sammen

x(𝑡) = 𝑒𝑡 ⎛⎜
⎝

2
3
4
⎞⎟
⎠

, y(𝑡) = 𝑒𝑡 ⎛⎜
⎝

3
4
5
⎞⎟
⎠

og z(𝑡) = 𝑒𝑡 ⎛⎜
⎝

4
5
7
⎞⎟
⎠

til

Y(𝑡) = 𝑒𝑡 ⎛⎜
⎝

2 3 4
3 4 5
4 5 7

⎞⎟
⎠

,

og siden det Y(𝑡) = −𝑒𝑡 ≠ 0 for alle 𝑡, utgjør x, y og
z et fundamentalsystem. △

Eksempel 8.5. La

x(𝑡) = 𝑡 (2
3) , og y(𝑡) = 𝑒𝑡 (2

3) .

Funksjonene x og y er lineært uavhengige siden det
ikke finnes konstanter 𝑐1 og 𝑐2 slik at

𝑐1x + 𝑐2y = 0.

Men funksjonsverdiene x(𝑡) og y(𝑡) er parallelle vek-
torer for alle 𝑡, og derfor utgjør disse funksjonene ikke
et fundamentalsystem. △
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Systemer av differensiallik-
ninger
I dette kapitlet skal

𝐴 =
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

alltid være en reell matrise. Det blir mer enn kompli-
sert nok. Et førsteordens lineært og homogent system
av differensiallikninger med konstante koeffisienter er
et sett med 𝑛 likninger og 𝑛 ukjente

⎛⎜⎜⎜
⎝

̇𝑦1(𝑡)
̇𝑦2(𝑡)
⋮

̇𝑦𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

=
⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

⎞⎟⎟⎟
⎠

⎛⎜⎜⎜
⎝

𝑦1(𝑡)
𝑦2(𝑡)

⋮
𝑦𝑛(𝑡)

⎞⎟⎟⎟
⎠

På kortform skriver vi enkelt og greit

ẏ = 𝐴y.

og forkorter den lange tittelen til system.
Før man i det hele tatt begynner å løse systemet over,
kan man få en ide om hvordan løsningskurvene kom-
mer til å oppføre seg, ved å skissere systemets vek-
torfelt. Dette får man ved å evaluere høyresiden i lik-
ningssystemet for forskjellige verdier av y, slik at man
får ut stigningstallet til en eventuell løsningskurve i
dette punktet, og så tegne disse i et koordinatsystem.
En konstant funksjon som løser systemet ẏ = 𝐴y,
kalles en likevektsløsning. Dette er en løsning som
står stille i rommet. Merk at dette er alle vektorer i
nullrommet til 𝐴. Denne klassen av løsninger sitter
inni en mer interessant klasse av løsninger, som er
beskrevet i neste teorem.

Det er enkelt å finne løsninger

La x være en vektor i ℝ𝑛, og la

y(𝑡) = v𝑒𝜆𝑡.

Funksjonen y er en løsning av systemet

ẏ = 𝐴y

hvis og bare hvis 𝜆 er en egenverdi, og v den
korresponderende egenvektor, til matrisen A.

Bevis. Siden (husk at 𝑒𝜆𝑡 er en skalar)

𝐴y = 𝐴v𝑒𝜆𝑡 = 𝜆v𝑒𝜆𝑡

og
ẏ = 𝜆v𝑒𝜆𝑡

er y en løsning av systemet. Omvendt kan vi se at
dersom v𝑒𝜆𝑡 skal være en løsning av systemet, må

𝐴v𝑒𝜆𝑡 = 𝑑
𝑑𝑡

(v𝑒𝜆𝑡) = 𝜆v𝑒𝜆𝑡,

og hvis vi deler ut 𝑒𝜆𝑡 ≠ 0 får vi

𝐴v = 𝜆v,

som sier at v er en egenvektor med egenverdi 𝜆.

Eksempel 8.6. Vi løser systemet

ẏ = 𝐴y

der
𝐴 = ( 1 −2

−2 1 ) .

Egenvektorer er som kjent

𝑐1 (1
1) og 𝑐2 ( 1

−1)

med egenverdier −1 og 3, henholdsvis. Derfor er to
løsninger av likningssystemet

y1 = 𝑐1 (1
1) 𝑒−𝑡 og y2 = 𝑐2 ( 1

−1) 𝑒3𝑡. △

Eksempel 8.7. Matrisen

𝐴 = ⎛⎜
⎝

1 2 2
2 6 2
2 2 6

⎞⎟
⎠

har egenvektorer

⎛⎜
⎝

0
−1
1

⎞⎟
⎠

, ⎛⎜
⎝

1
2
2
⎞⎟
⎠

og ⎛⎜
⎝

−4
1
1

⎞⎟
⎠

.

med egenverdier henholdsvis 4, 9 og 0. Løsningene av
̇y = 𝐴y er

𝑐1
⎛⎜
⎝

0
−1
1

⎞⎟
⎠

𝑒4𝑡, 𝑐2
⎛⎜
⎝

1
2
2
⎞⎟
⎠

𝑒9𝑡 og 𝑐3
⎛⎜
⎝

−4
1
1

⎞⎟
⎠

.

Merk at den siste er en likevektsløsning. △

Et vanskelig teorem eller ikke

For systemet
ẏ = 𝐴y

kan vi alltid finne 𝑛 kontinuerlig deriverbare
løsninger som utgjør et fundamentalsystem.

Det generelle beviset er litt for hardt for oss, men det
er lett å se at det må være sant dersom 𝐴 er diagonali-
serbar. Finnes det 𝑛 lineært uavhengige egenvektorer,
finnes det også 𝑛 løsninger på formen

y(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡v,

og siden eksponensialfunksjonen aldri er null, er det
lett å se at disse løsningene utgjør et fundamental-
system.
Teoremet er imidlertid sant også for ikkediagonaliser-
bare matriser, men dette er mer jobb å vise, se Xavier
Raynauds notat. Trikset er å sette opp et fundamen-
talsystem av løsninger på formen

y(𝑡) = 𝑒𝜆𝑡v(𝑡),

der v(𝑡) er en polynomisk vektorfunksjon basert på
noe som kalles generaliserte egenvektorer. Dette er
viktig i automatisering og regulering.
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Siden både venstre- og høyresiden av systemet ẏ =
𝐴y følger superposisjonsprinsippet (begge sider av
likningen er lineæroperatorer) er det lett å se at
mengden av løsninger danner et vektorrom. Vi skal
nå se at dette rommet har nøyaktig 𝑛 dimensjoner.

Det blir et vektorrom!

Alle løsninger av

ẏ = 𝐴y

utgjør et vektorrom av dimensjon 𝑛.

Bevis. Vi lar Y være et fundamentalsystem av løs-
ninger. Vi at dette finnes. (Dersom 𝐴 er diagonaliser-
bar, er det lett å finne et fundamentalsystem. Dersom
𝐴 ikke er diagonaliserbar, er det vanskeligere, men
alltid mulig.) Husk at kolonnene i Y(𝑡) alltid er li-
neært uavhengige, slik at Y(𝑡) kan inverteres for alle
𝑡.
La z være en løsning. Siden kolonnene i Y(𝑡) utgjør
en basis for ℝ𝑛 for alle 𝑡, kan vi for hver verdi av 𝑡
skrive

z(𝑡) = Y(𝑡)c(𝑡).

og siden Y(𝑡) er inverterbar for alle 𝑡, kan vi skrive

Y−1(𝑡)z(𝑡) = c(𝑡),

som viser at også c er kontinuerlig deriverbar. Vi kan
derfor trygt derivere

̇z(𝑡) = ̇Y(𝑡)c(𝑡) + Y(𝑡) ̇c(𝑡),

og siden både
̇z(𝑡) = 𝐴z(𝑡)

og
̇Y(𝑡)c(𝑡) = 𝐴Y(𝑡)c(𝑡) = 𝐴z(𝑡),

kansellerer disse mot hverandre, og vi står igjen med

0 = Y(𝑡) ̇c(𝑡).

Siden kolonnene i Y(𝑡) er lineært uavhengige, impli-
serer denne likningen at ̇c(𝑡) = 0, og følgelig er c(𝑡)
en konstant vektor. Men dette betyr at

z(𝑡) = Y(𝑡)c,

og denne likningen sier at funksjonen z er en (kon-
stant) lineærkombinasjon av løsningene i fundamen-
talsystemet. Disse løsningene utgjør dermed en basis
for løsningsrommet, og følgelig er løsningsrommet 𝑛-
dimensjonalt.

Fra nå av skal vi studere systemer der matrisen 𝐴 er
diagonaliserbar, slik at løsningen kan skrives

y(𝑡) = 𝑐1v1𝑒𝜆1𝑡 + 𝑐2v2𝑒𝜆2𝑡 + ... + 𝑐𝑛v𝑛𝑒𝜆𝑛𝑡

der v𝑘 er egenvektorene til 𝐴, med korresponderende
egenverdier 𝜆𝑘. Dette kalles den generelle løsningen.

Eksempel 8.8. Den generelle løsningen til systemet

ẏ = 𝐴y

der
𝐴 = (1 2

2 1)

er
y = 𝑐1 (1

1) 𝑒3𝑡 + 𝑐2 ( 1
−1) 𝑒−𝑡.

△

Eksempel 8.9. Den generelle løsningen til systemet
med matrise

𝐴 = ⎛⎜
⎝

1 2 2
2 6 2
2 2 6

⎞⎟
⎠

er

y(𝑡) = 𝑐1
⎛⎜
⎝

0
−1
1

⎞⎟
⎠

𝑒4𝑡 + 𝑐2
⎛⎜
⎝

1
2
2
⎞⎟
⎠

𝑒9𝑡 + 𝑐3
⎛⎜
⎝

−4
1
1

⎞⎟
⎠

. △

I noen tilfeller er det naturlig å spesifisere et punkt
ℝ𝑛 der løsningskurven skal starte.

Initialverdiproblem

Et initialverdiproblem er et likningssystem

ẏ = 𝐴y

med initialbetingelse

y(𝑡0) = y0,

der y0 ∈ ℝ𝑛. En kontinuerlig deriverbar løs-
ning som tilfredsstiller dette kravet, kalles en
spesiell løsning.

Det er ikke så vanskelig å se at et initialverdiproblem
har entydig løsning. Løsningen

y(𝑡) = Y(𝑡)Y−1(𝑡0)y0

tilfredsstiller helt klart initialbetingelsen y(𝑡0) = y0.
Anta at det finnes en annen løsning z. Vi vet at z
tilfredsstiller

z(𝑡) = Y(𝑡)c,

der c er en konstant. Men siden z(𝑡0) = y0, må
c = Y−1(𝑡0)y0, slik at

z(𝑡) = Y(𝑡)Y−1(𝑡0)y0 = y(𝑡).

Dette er såpass viktig at vi skriver det opp som et
teorem.

Det finnes bare en løsning og bra er det

Et initalverdiproblem

ẏ = 𝐴y y(𝑡0) = y0,

har entydig løsning.
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Eksempel 8.10. Den spesielle løsningen

y(𝑡) = ⎛⎜
⎝

0
−1
1

⎞⎟
⎠

𝑒4𝑡 + ⎛⎜
⎝

1
2
2
⎞⎟
⎠

𝑒9𝑡 + ⎛⎜
⎝

−4
1
1

⎞⎟
⎠

til systemet i forrige eksempel, starter i punktet

⎛⎜
⎝

−3
2
4

⎞⎟
⎠

ved 𝑡 = 0. △

Noen løsninger i planet
Løsninger av diagonaliserbare 2 × 2-systemer kan
klassifiseres ganske greit. Vi skal også ta med et tilfel-
le der 𝐴 ikke er diagonaliserbar, for å gi en smakebit
på den generelle teorien. Det er gunstig å dele inn i
forskjellige tilfeller basert på egenverdiene til 𝐴, se på
hva som skjer når 𝑡 → ∞, og plotte noen løsninger i
et fasediagram.

Reelle og distinkte egenverdier
Løsningen er

y(𝑡) = 𝑐1x1𝑒𝜆1𝑡 + 𝑐2x2𝑒𝜆2𝑡,

der både 𝑐1, 𝑐2, x1, x2 og 𝜆1 ≠ 𝜆2 er relle. Vi illust-
rerer hva som kan skje med fire eksempler.

Eksempel 8.11. La

𝐴 = (2 1
1 2)

slik at
y = 𝑐1 (1

1) 𝑒3𝑡 + 𝑐2 ( 1
−1) 𝑒𝑡.

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av 𝑐1 og 𝑐2 vi
har (så lenge ikke begge er 0), vil alle løsninger reise
mot uendelig når 𝑡 → ∞, altså vekk fra den enes-
te likevektsløsningen y = 0. Vi sier derfor at y er
en ustabil likevektsløsning. Nedenfor er plot av løs-
ningskurver for et par tusen tilfeldige verdier av 𝑐1
og 𝑐2. △

Eksempel 8.12. La

𝐴 = − (2 1
1 2)

slik at

y = 𝑐1 (1
1) 𝑒−3𝑡 + 𝑐2 ( 1

−1) 𝑒−𝑡.

Uansett hvilke kombinasjoner av 𝑐1 og 𝑐2 vi har, vil
alle løsninger søke mot origo når 𝑡 → ∞, slik at y er
en såkalt stabil likevektsløsning. △

Eksempel 8.13. La

𝐴 = ( 1 −2
−2 1 )

Eksempel ??

slik at
y = 𝑐1 (1

1) 𝑒3𝑡 + 𝑐2 ( 1
−1) 𝑒−𝑡.

Dersom 𝑐1 ≠ 0, vil alle løsninger gå mot uendelig når
𝑡 → ∞, altså inn mot likevektsløsningen y = 0. Men
dersom 𝑐1 = 0 og 𝑐2 ≠ 0, vil løsningen søke mot origo.
Likevektsløsningen y = 0 kalles en ustabil sadel. △

Eksempel ??

Eksempel 8.14. La

𝐴 = −1
2

(3 3
3 3)

slik at
y = 𝑐1 (1

1) 𝑒−3𝑡 + 𝑐2 ( 1
−1) .

Så lenge 𝑐1 ≠ 0, vil alle løsninger søke mot likevekts-
løsningen

y = 𝑐2 ( 1
−1) .

og ingen mot y = 0 når 𝑡 → ∞. Denne har et litt
kjedelig faseplott. △

Eksempel 8.15. La

𝐴 = −1
2

(3 0
0 3)

slik at
y = 𝑒3𝑡 (𝑐1 (1

0) + 𝑐2 (0
1)) . △
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Eksempel ??

Eksempel ??

Komplekse egenverdier
Vi har i øvingsopplegget vist at dersom en reell ma-
trise har komplekse egenverdier, opptrer disse i kom-
plekskonjugerte par. Du har kanskje lagt merke til at
dette også gjelder for de egenvektorene, siden

𝐴x = 𝜆x ⟺ 𝐴x = 𝜆x.

Dette skal vi benytte oss av for å plukke ut relle løs-
ninger. La 𝜆 = 𝛼 + 𝛽𝑖 ha egenvektor

x = (𝑥1
𝑥2

) = (𝑎1
𝑎2

) + 𝑖 (𝑏1
𝑏2

) ,

og husk at 𝑒𝛼+𝛽𝑖 = 𝑒𝛼(cos 𝛽 + 𝑖 sin 𝛽), slik at

y(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆𝑡x + 𝑐2𝑒𝜆𝑡x

= 𝑐1𝑒𝛼𝑡 ((𝑎1
𝑎2

) + 𝑖 (𝑏1
𝑏2

)) (cos 𝛽𝑡 + 𝑖 sin 𝛽𝑡)

+𝑐2𝑒𝛼𝑡 ((𝑎1
𝑎2

) − 𝑖 (𝑏1
𝑏2

)) (cos 𝛽𝑡 − 𝑖 sin 𝛽𝑡).

Denne løsningen er pen på papiret, men vi ønsker å
kunne visualisere litt, og da hadde det vært praktisk
å finne en løsning som var reell istedet.
Siden 𝑒𝜆𝑡x og 𝑒𝜆𝑡x er lineært uavhengige for alle 𝑡,
utgjør de en basis for ℂ2. La oss søke en reell basis
istedet. Vi kaller den nye basisen v1 og v2. Velg først

𝑐1 = 𝑐2 = 1
2 , og sett

v1 = 𝑒𝛼𝑡 (cos 𝛽𝑡 (𝑎1
𝑎2

) − sin 𝛽𝑡 (𝑏1
𝑏2

)) .

Så velger vi 𝑐1 = −𝑐2 = 1
2𝑖 , og setter

v2 = 𝑒𝛼𝑡 (cos 𝛽𝑡 (𝑏1
𝑏2

) + sin 𝛽𝑡 (𝑎1
𝑎2

)) .

Nå kan vi skrive

y(𝑡) = 𝑑1v1 + 𝑑2v2

= 𝑑1𝑒𝛼𝑡 (cos 𝛽𝑡 (𝑎1
𝑎2

) − sin 𝛽𝑡 (𝑏1
𝑏2

))

+ 𝑑2𝑒𝛼𝑡 (cos 𝛽𝑡 (𝑏1
𝑏2

) + sin 𝛽𝑡 (𝑎1
𝑎2

)) .

Merk at siden y1 og y2 er lineært uavhengige, og
forholdet mellom disse og v1 og v2 er gitt ved

(y2 y2) (1 −𝑖
1 𝑖 ) = 2 (v2 v2) ,

er også v1 og v2 lineært uavhengige for alle 𝑡. Forde-
len med den nye basisen er at vi nå enkelt kan skille
ut alle reelle løsninger ved å holde oss til relle 𝑑1 og
𝑑2.

Eksempel 8.16. La

𝐴 = ( 0 1
−1 0)

som har egenverdier ±𝑖 og egenvektorer

(1
𝑖) og ( 1

−𝑖) .

Den generelle løsningen til systemet blir

y(𝑡) = 𝑑1 (cos 𝑡 (1
0) − sin 𝑡 (0

1))

+ 𝑑2 (cos 𝑡 (0
1) + sin 𝑡 (1

0))

= 𝑑1 ( cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑑2 (sin 𝑡

cos 𝑡) = ( cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡) (𝑑1

𝑑2
) .

Vi ser at denne løsningen starter i punktet (𝑑1
𝑑2

) ved

𝑡 = 0, og kjører deretter i en pen sirkulær bane om
origo. Merk at kurven er traversert med klokken. △

Eksempel 8.17. La

𝐴 = ( 1 1
−1 1)

som har egenverdier 1±𝑖 og de samme egenvektorene

(1
𝑖) og ( 1

−𝑖) .

På samme vis som i forrige eksempel blir den gene-
relle løsningen

y(𝑡) = 𝑑1𝑒𝑡 ( cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑑2𝑒𝑡 (sin 𝑡

cos 𝑡)

= 𝑒𝑡 ( cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡) (𝑑1

𝑑2
) .
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Eksempel ??

Denne løsningen starter i punktet (𝑑1
𝑑2

) ved 𝑡 = 0,

og kjører deretter i en særdeles vakker sirkulær og
utadgående spiral. △

Eksempel ??

Eksempel 8.18. La

𝐴 = (−1 −1
1 −1)

som har egenverdier −1 ± 𝑖 og de samme egenvekto-
rene

(1
𝑖) og ( 1

−𝑖) .

På samme vis som i de to forrige eksemplene blir den
generelle løsningen

y(𝑡) = 𝑑1𝑒−𝑡 ( cos 𝑡
− sin 𝑡) + 𝑑2𝑒−𝑡 (sin 𝑡

cos 𝑡)

= 𝑒−𝑡 ( cos 𝑡 sin 𝑡
− sin 𝑡 cos 𝑡) (𝑑1

𝑑2
) .

Denne løsningen starter i punktet (𝑑1
𝑑2

) ved 𝑡 = 0, og

kjører deretter i en innadgående sirkulær spiral. △

Defekt egenverdi - for spesielt
interesserte!
Tilfellet at 𝐴 ikke er diagonaliserbar, kan vi egentlig
ikke analysere med teorien vi har lært til nå, så du

Eksempel ??

skal slippe å kunne det til eksamen. Men vi tar en
smakebit på hva som skjuler seg utenfor pensum.

Eksempel 8.19. La

𝐴 = ( 0 1
−1 2)

som har dobbel egenverdi 1, men bare en egenvektor

(1
1). Hva gjør vi nå? △

For å løse knipen fra forrige eksempel, må vi gjøre
noe artig, nemlig introdusere generalisert egenvektor.
Egenvektoren til 𝜆 finner man ved å finne nullrommet
til 𝐴−𝜆𝐼. For en 2×2-matrise med defekt egenverdi,
er en generalisert egenvektor en vektor i nullrommet
til (𝐴 − 𝜆𝐼)2.

Eksempel 8.20. La 𝐴 være som i forrige eksempel.
Nullrommet til

(𝐴 − 𝐼)2 = ((−1 1
−1 1))

2

= ((0 0
0 0))

er alle vektorer i ℂ2. Altså er alle vektorer i ℂ2 ge-
neraliserte egenvektorer til matrisen 𝐴. Vi velger oss

en tilfeldig vektor som ikke er parallell med (1
1) , for

eksempel (−1
1 ) . Hvis vi ganger denne inn i 𝐴 − 𝐼,

får vi

(−1 1
−1 1) (−1

1 ) = (2
2) ,

som er en egenvektor. Hm. △

Hvordan bruker vi dette til å løse systemet?

Eksempel 8.21. Vektorene (−1
1 ) og (2

2) er et ek-

sempel på en kjede av generaliserte egenvektorer. Løs-
ningen som korresponderer til den genaliserte egen-

vektorkjeden (−1
1 ) og (2

2) er

y2(𝑡) = 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (2
2) + (−1

1 )) .

6



Løsningen som korresponderer til egenvektoren vi
fant tidligere, er

y1(𝑡) = 𝑐1𝑒𝑡 (1
1) .

Dette er to lineært uavhengige løsninger, og den ge-
nerelle løsningen til systemet er

y(𝑡) = 𝑐1𝑒𝑡 (1
1) + 𝑐2𝑒𝑡 (𝑡 (2

2) + (−1
1 )) . △

Eksempel ??

Inhomogene systemer
Differensiallikningssystemet

ẏ = 𝐴y

har den fordel at det er lett å skrive opp alle mulige
løsninger, alt vi trenger er egenverdiene og egenvek-
torene til 𝐴. Nå skal vi se litt på førsteordens inho-
mogent lineært system av differensiallikninger med
konstante koeffisienter. Dette er et likningssystem på
formen

̇y = 𝐴y + f,

der f er en spesifisert vektorfunksjon. Tittelen forkor-
ter vi til inhomogent system.
Først kan vi merke oss at dersom vi har en løsning z
til det inhomogene systemet, og en løsning y til det
homogene systemet

ẏ = 𝐴y,

vil z + y løse det inhomogene systemet. Det er derfor
vanlig å splitte løsninger i

y = yℎ + y𝑝

der yℎ er den generelle løsningen til det homoge-
ne systemet, og y𝑝 er en løsning til det inhomogene
systemet. Den første kalles den homogene løsningen,
mens den siste kalles enten den inhomogene løsnin-
gen eller partikulærløsningen. Ofte går det an å gjette
formen på partikulærløsningen.

Eksempel 8.22. Vi løser likningssystemet

ẏ = 𝐴y + f

der
𝐴 = (2 1

1 2)

og

f = (1
1) .

Den homogene løsningen er som kjent

yℎ = 𝑐1 (1
1) 𝑒3𝑡 + 𝑐2 ( 1

−1) 𝑒𝑡.

Men hva med den inhomogene? Siden f er en konstant
vektor, er det ikke utenkelig at y𝑝 også er det. Vi
prøver. La

y𝑝 = (𝑐1
𝑐2

) .

Vi setter denne inn i likningen, og får

(0
0) = (2 1

1 2) (𝑐1
𝑐2

) + (1
1)

Dette går fint dersom

(2 1
1 2) (𝑐1

𝑐2
) = − (1

1)

som gir

y𝑝 = (𝑐1
𝑐2

) = (−1/3
−1/3)

Løsningen er med andre ord

y = yℎ + y𝑝

= 𝑐1 (1
1) 𝑒3𝑡 + 𝑐2 ( 1

−1) 𝑒𝑡 + (−1/3
−1/3) . △

Med litt erfaring kan man ofte gjette formen på y𝑝,
og på internettet er det mulig å finne lange tabeller
med hvordan partikulærløsningen y𝑝 ser ut for for-
skjellige f. Dette er litt kjedelig å lære seg, men greit
å vite om.
Vi skal heller utlede en formel som i prinsippet alltid
kan finne y𝑝. Strategien baserer seg på å ta utgangs-
punkt i yℎ. Vi lar Y være fundamentalmatrisen. Si-
den kolonnene i Y(𝑡) alltid utgjør en basis for ℝ𝑛, er
det rimelig å forvente at en kontinuerlig deriverbar
partikulærløsning, dersom den finnes, kan skrives

y𝑝(𝑡) = Y(𝑡)c(𝑡).

der c er en vektorfunksjon. Merk at c ikke kan være
en konstant funksjon, for da blir y𝑝 en homogen løs-
ning. Akkurat som i beviset for teorem ??, ser vi at c
må være kontinuerlig deriverbar. Vi kan derfor trygt
skrive y𝑝𝑡 = ẏc + Yc, og sette dette inn i den inho-
mogene likningen:

̇yc + Yc = 𝐴Yc + f.

Siden
̇y=𝐴Y,

kan likningen forkortes til

Yc = f,
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og siden Y er inverterbar for alle 𝑡, kan vi invertere

c = Y−1f

og integrere komponentvis

c(𝑡) = ∫
𝑡
Y−1(𝑠)f(𝑠) 𝑑𝑠.

Denne løsningsformelen gir korrekt løsning, dersom
det er mulig å utføre integralet på høyre side. Inte-
gralet skal tolkes komponentvis, og det trengs ingen
nedre integrasjonsgrense, siden denne bare legger til
en lineærkombinasjon av homogene løsninger.

Eksempel 8.23. La nok en gang

𝐴 = (2 1
1 2)

slik at

Y = (𝑒3𝑡 𝑒𝑡

𝑒3𝑡 −𝑒𝑡)

og la

f = (1
1) .

Vi beregner

Y−1 = −1
2𝑒4𝑡 ( −𝑒𝑡 −𝑒𝑡

−𝑒3𝑡 𝑒3𝑡 )

og

Y−1f = −1
2𝑒4𝑡 ( −𝑒𝑡 −𝑒𝑡

−𝑒3𝑡 𝑒3𝑡 ) (1
1) = (𝑒−3𝑡

0 )

slik at

c(𝑡) = ∫
𝑡

0
Y−1(𝑠)f(𝑠) 𝑑𝑠 = −1

3
(𝑒−3𝑡

0 )

og

y𝑝(𝑡) =

−1
3

(𝑒3𝑡 𝑒𝑡

𝑒3𝑡 −𝑒𝑡) (𝑒−3𝑡

0 ) = −1
3

(1
1) △

Det er bare noen ytterst få differensiallikninger vi kan
løse med penn og papir. I dette kapitlet skal vi se på
et par numeriske metoder for differensiallikningssys-
temer. Da er det nyttig å vite at alle differensiallik-
ninger kan skrives om til førsteordens systemer, for
dette reduserer antall metoder man må lære seg be-
traktelig.

Eksempel 8.24. Differensiallikningen for en pendel
er

̈𝑦 + sin 𝑦 = 0.

Vi skriver denne om til et system ved å sette 𝑧 = ̇𝑦,
slik at

̇𝑦 = 𝑧
̇𝑧 = − sin 𝑦 △

Eksempel 8.25. Summer du spenningsfallet over
kretsen under og deriverer alt, får du

̇𝑣(𝑡) = 𝑉0 ̇𝑖(𝑡)
𝑖0 + 𝑖(𝑡)

+ 𝑖(𝑡)
𝐶

+ 𝐿 ̈𝑖(𝑡) + 𝑅 ̇𝑖(𝑡)

Vi skriver også denne om til et system ved å sette
𝑦 = 𝑖 𝑧 = ̇𝑖, slik at

̇𝑦 = 𝑧

𝐿 ̇𝑧 = ̇𝑣(𝑡) − 𝑉0𝑧
𝑖0 + 𝑦

− 𝑦
𝐶

− 𝑅𝑧 △

−
+𝑣(𝑡)

Eksempel 8.26. Noen modeller må skrives opp
direkte som differensiallikningssystemer. Lotka-
Volterra-systemet

̇𝑦 = 𝑦(2 − 𝑧)
̇𝑧 = 𝑧(𝑦 − 1)

beskriver to dyrepopulasjoner, der den ene driver
med predasjon på den andre. Dersom det er man-
ge mus (𝑦) på Revneset, får jorduglen (𝑧) rikelig med
mat til ungene sine, og kan legge opp til 14 egg. Men
jorduglen er en trekkfugl, og er det ikke smågnagerår,
gidder den ikke hekke i Norge engang. Hvis vi deler
likningene på hverandre, samler 𝑦 og 𝑧 på hver sin
side:

̇𝑦 (1 − 1
𝑦

) = ̇𝑧 (2
𝑧

− 1)

og integrerer, får vi

𝑦 − log 𝑦 = 2 log 𝑧 − 𝑧 + 𝐶.

Her har vi en implisitt likning som alle løsninger må
tilfredsstille. Forskjellige verdier av 𝐶 gir forskjellige
lukkede løsningskurver, men vi har ikke funnet en
funksjon som løser problemet. Se figuren under og
her:
https://mc-stan.org/users/documentation/
case-studies/lotka-volterra-predator-prey.
html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada △
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Eksempel 8.27. Andre situasjoner må ikke nødven-
digvis modelleres som systemer av differensialliknin-
ger, men det er veldig praktisk å gjøre det. Summer
du spenningsfallet over hver sløyfe i kretsen under
(med 𝐿 = 1 og 𝑅 = 1), får du:

̇𝑦 = −2𝑦 + 𝑧 + 𝑣
̇𝑧 = 𝑦 − 2𝑧

Her er 𝑦 og 𝑧 de ukjente maskestrømmene, mens 𝑣 er
gitt. △

−
+𝑣(𝑡)

Eksempel 8.28. En likning som opprinnelig dukket
opp i radiorørteknologi, kalles van der Pols likning:

̈𝑥 − 𝜇 (1 − 𝑥2) ̇𝑥 + 𝑥 = 0

Siden har det blitt oppdaget at den kan brukes til
andre ting, for eksempel modellering nevroner eller
sprekker mellom kontinentalplater. Skriver vi 𝑦 = 𝑥
og 𝑧 = ̇𝑥, får vi systemet

̇𝑦 = 𝑧
̇𝑧 = 𝜇 (1 − 𝑦2) 𝑧 − 𝑦. △

I høst så differensiallikningen slik ut:

̇𝑦 = 𝑓(𝑦)

Nå ser det slik ut

̇𝑦 = 𝑓(𝑦, 𝑧)
̇𝑧 = 𝑔(𝑦, 𝑧)

De numeriske metodene fungerer ganske likt. Vi skri-
ver opp fire av dem. Eksplisitt Euler:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓(𝑦𝑖, 𝑧𝑖)
𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 + ℎ𝑔(𝑦𝑖, 𝑧𝑖)

Implisitt Euler:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖+1)
𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 + ℎ𝑔(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖+1)

Symplektisk Euler (denne finnes kun for systemer):

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑓(𝑦𝑖, 𝑧𝑖)
𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 + ℎ𝑔(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖)

Trapesmetoden:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ (
𝑓(𝑦𝑖, 𝑧𝑖) + 𝑓(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖+1)

2
)

𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 + ℎ (
𝑔(𝑦𝑖, 𝑧𝑖) + 𝑔(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖+1)

2
)

Eksempel 8.29. Differensiallikningen for en pendel
er

̇𝑦 = 𝑧
̇𝑧 = − sin 𝑦

Eksplisitt Euler:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑧𝑖

𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 − ℎ sin 𝑦𝑖

Imsplisitt Euler:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑧𝑖+1

𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 − ℎ sin 𝑦𝑖+1

Symplektisk Euler

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ𝑧𝑖

𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 − ℎ sin 𝑦𝑖+1

Trapesmetoden:

𝑦𝑖+1 = 𝑦𝑖 + ℎ
2

(𝑧𝑖 + 𝑧𝑖+1)

𝑧𝑖+1 = 𝑧𝑖 − ℎ
2

(sin 𝑦𝑖 + sin 𝑦𝑖+1)

På de implisitte metodene må man kjøre en el-
ler annen flerdimensjonal likningsløser for å finne
(𝑦𝑖+1, 𝑧𝑖+1) i hvert steg. Symplektisk Euler har noen
artige egenskaper som vi skal komme tilbake til. Un-
der er et plot av noen løsninger. △

Eksempel 8.30. Vi løser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og ℎ = 0.1, og får figuren under.
Løsningskurven starter i (1.5, 1.5). Eksplisitt Euler
lager en utadgående spiral, men dette må være tull,
for vi vet jo at løsningene skal ligge på en lukket
kurve. △
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Eksempel 8.31. Nå kjører vi implisitt euler med
ℎ = 0.1, og får får følgende figur. Nå lager metoden
en innadgående spiral! △
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Eksempel 8.32. Her er trapesmetoden. Den klarer
seg visst mye bedre, selv med ℎ = 0.1. △
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Eksempel 8.33. Symplektisk Euler er litt spesiell
fordi den ikke har noen ekvivalendt i envariabel kalk-
ulus. Trikset er veldig enkelt, vi nyttiggjør oss 𝑦𝑖+1
i den andre likningen så snart den er beregnet i den
første. Denne metoden kalles semi-implisitt, og pro-
duserer en like pen figur som trapesmetoden. △
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Eksempel 8.34. Vi løser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og ℎ = 0.0001, og får figuren
under. Man kan her bli forledet til å tro at liten nok
ℎ løser alle problemer, men... △
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Eksempel 8.35. nå tar vi eksplisitt Euler med ℎ =
0.001, men for 𝑡 ∈ [0, 1000]. FIguren under viser hva
som skjer. Den numeriske løsningen holder seg ikke
på de lukkede banene vi vet den skal, men spiraliserer
utover. Det er ingen bug i koden. Det er faktisk bare
eksplisitt Euler som ikke greier å løse dette problemet
numerisk på en fornuftig måte. △
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Løsningene til L-V-systemet skal definitivt være luk-
kede baner, og det ser ut til at trapesmetoden og
symplektisk Euler klarer noe som ikke eksplisitt og
implisitt Euler klarer. Numeriske metoder for diffe-
rensialliknigner er mer enn bare presisjon og desima-
ler. Dette er for øvrig også et forskningsfelt som kalles
geometrisk integrasjon - studiet om artige fenomener
i numerisk løsning av differensiallikninger.

11


