Kapittel 8

Systemer av differensiallikninger

I dette kapitlet skal vi bruke det vi har leert om lineser
algebra til & studere systemer av differensiallikninger.

Fundamentalsystemer

I dette kapiitlet ma vi veere litt ngye pa forskjel-
len mellom vektorfunksjonen x, som er et element i
et uendeligdimensjonalt vektorrom av vektorfunksjo-
ner, og funksjonsverdien x(t), som er en sgylevektor
i R™ eller C™.

Eksempel 8.1. La

x(t) = (i) og yl(t) = <€f1>.

Merk at

og at

For alle andre verdier av ¢ er x(t) og y(t) ikke paral-
lelle. Med andre ord: x(t) og y(¢) er linesert avhengige
for t =0 og t =1, men ikke for andre verdier av t.
Som vektorfunksjoner er x og y linesert uavhengige,
siden

cx+cy=0
impliserer ¢; = ¢y = 0. VAN

Eksempel 8.2. La

2 3 4
x(t) = (3) . y() = (4) og z(t)=t (5)
4 5 6

I et tidligere kapittel fant vi at

)=+ ()-©)

og i dette eksemplet er det lett & se at
x—2y+z=0.

Dette betyr at x, y og z er linesert avhengige som
vektorfunksjoner. A

Eksempel 8.3. La na

2 3 4
x(t) =t (3) , y(t)=t (4) og z(t)=¢ (5)
4 ) 6

De tre vektorene x(t), y(t) og z(t) er linesert avhen-
gige for hver ¢, for vi kan alltid finne ¢, ¢, og c;, ikke
alle lik null, slik at

1X(t) + ey (t) + c3z(t) = 0.

Men ¢;, ¢y 0g c3 ma endres for hver ¢, for det er ikke
mulig & finne ett enkelt valg slik at likningen

X+ ey +c3z=0
alltid er sann. Derfor er x, y og z linesert uavhengige

som vektorfunksjoner. A

La oss anta at vi har en mengde

YIa YQ7 "'7yn

med vektorfunksjoner. Det er vanlig & sette funksjo-
nene opp som kolonner i en n x n-matrise Y, kalt
fundamentalmatrisen. Dersom det Y(t) # 0 for alle
t, er funksjonsverdiene til mengden en basis for R™
for hver ¢, og vi kaller mengden et fundamentalsys-
tem.

Eksempel 8.4. Vi kan sette sammen

2 3 4
x(t) = e (3) , yt)=¢ (4) og z(t)=¢ (5)
4 ) 7

til
2 3 4
Y(t)=et |3 4 5|,
4 5 7

og siden det Y (t) = —et # 0 for alle ¢, utgjor x, y og
z et fundamentalsystem. A

Eksempel 8.5. La

x(t):t(g), og y(t) = e (;)

Funksjonene x og y er linesert uavhengige siden det
ikke finnes konstanter ¢; og ¢, slik at

X+ cy =0.

Men funksjonsverdiene x(t) og y(t) er parallelle vek-
torer for alle ¢, og derfor utgjer disse funksjonene ikke
et fundamentalsystem. A



Systemer av differensiallik-
ninger

I dette kapitlet skal

ay; Q2 vt Gy
A= |G G2 - G2y
An1 A2 Apn

alltid veere en reell matrise. Det blir mer enn kompli-
sert nok. Et forsteordens lineert og homogent system
av differensiallikninger med konstante koeffisienter er
et sett med n likninger og n ukjente

3:/1 (t) app Q2 Gyp Y1 (1)
Yo (t) _ | Q21 Q22 o Aoy Yo (1)
yn (t) An1 Q2 Qo Yn (t>

P& kortform skriver vi enkelt og greit
y = Ay.
og forkorter den lange tittelen til system.

For man i det hele tatt begynner & lgse systemet over,
kan man fa en ide om hvordan lgsningskurvene kom-
mer til & oppfere seg, ved & skissere systemets vek-
torfelt. Dette far man ved & evaluere hgyresiden i lik-
ningssystemet for forskjellige verdier av y, slik at man
far ut stigningstallet til en eventuell lgsningskurve i
dette punktet, og sa tegne disse i et koordinatsystem.

En konstant funksjon som Igser systemet y = Ay,
kalles en likevektslgsning. Dette er en lgsning som
star stille i rommet. Merk at dette er alle vektorer i
nullrommet til A. Denne klassen av lgsninger sitter
inni en mer interessant klasse av lgsninger, som er
beskrevet i neste teorem.

Det er enkelt & finne lgsninger

La x veere en vektor i R™, og la
y(t) = ver.
Funksjonen y er en lgsning av systemet
y = Ay

hvis og bare hvis A er en egenverdi, og v den
korresponderende egenvektor, til matrisen A.

Bevis. Siden (husk at e* er en skalar)
Ay = AveM = \velt
og
y = Avet

er y en lgsning av systemet. Omvendt kan vi se at
dersom ve* skal vaere en lgsning av systemet, ma

d
Aver = s (ver) = Aver,
og hvis vi deler ut e’ # 0 far vi
Av = \v,

som sier at v er en egenvektor med egenverdi A\. [

Eksempel 8.6. Vi lgser systemet

der

Egenvektorer er som kjent

() a2

med egenverdier —1 og 3, henholdsvis. Derfor er to
Igsninger av likningssystemet

1\ _ 1
Yi=4 <1> e’ og yy=¢ (_1) . A

Eksempel 8.7. Matrisen

1 2 2
A=12 6 2
2 2 6
har egenvektorer

)G = )

med egenverdier henholdsvis 4, 9 og 0. Lgsningene av
y = Ay er

0 1 —4
e | —1]e*, cy|2]e” og 5| 1 |.
1 2 1

Merk at den siste er en likevektslgsning. A

Et vanskelig teorem eller ikke

For systemet

y=Ay
kan vi alltid finne n kontinuerlig deriverbare
Igsninger som utgjgr et fundamentalsystem.

Det generelle beviset er litt for hardt for oss, men det
er lett & se at det ma veere sant dersom A er diagonali-
serbar. Finnes det n linesert uavhengige egenvektorer,
finnes det ogsa n lgsninger pa formen

y(t) = eMv,

og siden eksponensialfunksjonen aldri er null, er det
lett & se at disse Ilgsningene utgjor et fundamental-
system.

Teoremet er imidlertid sant ogsa for ikkediagonaliser-
bare matriser, men dette er mer jobb a vise, se Xavier
Raynauds notatl. Trikset er & sette opp et fundamen-
talsystem av lgsninger pa formen

y(t) = eMv(t),

der v(t) er en polynomisk vektorfunksjon basert pa
noe som kalles generaliserte egenvektorer. Dette er
viktig i automatisering og regulering.


https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf
https://www.math.ntnu.no/emner/TMA4106/2021v/diverse/generaliserte_egenvektorer.pdf

Siden bade venstre- og hgyresiden av systemet y =
Ay folger superposisjonsprinsippet (begge sider av
likningen er lineszroperatorer) er det lett & se at
mengden av lgsninger danner et vektorrom. Vi skal
na se at dette rommet har ngyaktig n dimensjoner.

Det blir et vektorrom!

Alle lgsninger av
y = Ay

utgjgr et vektorrom av dimensjon n.

Bevis. Vi lar Y veere et fundamentalsystem av lgs-
ninger. Vi at dette finnes. (Dersom A er diagonaliser-
bar, er det lett & finne et fundamentalsystem. Dersom
A ikke er diagonaliserbar, er det vanskeligere, men
alltid mulig.) Husk at kolonnene i Y (¢) alltid er li-
nezert uavhengige, slik at Y (¢) kan inverteres for alle
t.

La z veere en lgsning. Siden kolonnene i Y (¢) utgjor
en basis for R™ for alle t, kan vi for hver verdi av ¢
skrive

2(t) = Y(t)e(t).

og siden Y (¢) er inverterbar for alle ¢, kan vi skrive
Y (t)alt) = cft),

som viser at ogsa c er kontinuerlig deriverbar. Vi kan
derfor trygt derivere

#(t) = Y(t)c(t) + Y(t)e(t),

og siden bade
z(t) = Az(t)

0g
Y (t)c(t) = AY (t)c(t) = Az(t),

kansellerer disse mot hverandre, og vi star igjen med
0=Y(t)e(t).

Siden kolonnene i Y(¢) er linesert uavhengige, impli-
serer denne likningen at ¢(t) = 0, og folgelig er c(t)
en konstant vektor. Men dette betyr at

og denne likningen sier at funksjonen z er en (kon-
stant) lineserkombinasjon av lgsningene i fundamen-
talsystemet. Disse lgsningene utgjgr dermed en basis
for lpsningsrommet, og folgelig er lgsningsrommet n-
dimensjonalt. O

Fra né av skal vi studere systemer der matrisen A er
diagonaliserbar, slik at lgsningen kan skrives

y(t) = c;viett + cyvpetet + L+ ¢, v, etnt

der v, er egenvektorene til A, med korresponderende
egenverdier \,. Dette kalles den generelle lgsningen.

Eksempel 8.8. Den generelle lgsningen til systemet

der

er

1 1
y=¢ (1> e3t + Cy (1> et

Eksempel 8.9. Den generelle lgsningen til systemet

med matrise
1 2 2
A=12 6 2
2 2 6
er

0 1 —4
y(t)=¢ (—1) et 4 ¢y (2) eV + ¢y ( 1 ) VAN
1 2 1

I noen tilfeller er det naturlig & spesifisere et punkt
R™ der lgsningskurven skal starte.

A

Initialverdiproblem

Et initialverdiproblem er et likningssystem
y = Ay
med initialbetingelse
¥(to) = Yo

der y, € R". En kontinuerlig deriverbar lgs-
ning som tilfredsstiller dette kravet, kalles en
spesiell lgsning.

Det er ikke sa vanskelig & se at et initialverdiproblem
har entydig lgsning. Lgsningen

y(t) =Y ()Y (ty)yo

tilfredsstiller helt klart initialbetingelsen y(t,) = y,-
Anta at det finnes en annen lgsning z. Vi vet at z
tilfredsstiller

z(t) = Y(t)c,

der c er en konstant. Men siden z(t;) = y,, ma
c =Y (ty)y,, slik at

z(t) = Y ()Y tg)y, = y(t).

Dette er sapass viktig at vi skriver det opp som et
teorem.

Det finnes bare en lgsning og bra er det

Et initalverdiproblem

har entydig lgsning.




Eksempel 8.10. Den spesielle lgsningen

0 1 —4
- (o]
1 2 1

til systemet i forrige eksempel, starter i punktet
-3
2
4
ved t = 0. A

Noen lgsninger i planet

Lgsninger av diagonaliserbare 2 x 2-systemer kan
klassifiseres ganske greit. Vi skal ogsa ta med et tilfel-
le der A ikke er diagonaliserbar, for & gi en smakebit
pa den generelle teorien. Det er gunstig a dele inn i
forskjellige tilfeller basert pa egenverdiene til A, se pa
hva som skjer nar t — 0o, og plotte noen lgsninger i
et fasediagram.

Reelle og distinkte egenverdier

Lgsningen er
y(t) = c;x ettt + cpxqett

der bade ¢;, ¢y, X;, X5 08 A F Ay er relle. Vi illust-
rerer hva som kan skje med fire eksempler.

Eksempel 8.11. La

slik at

1 1
y=¢ (1> e3t + ¢y (_1) el

Merk at uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢y vi
har (sa lenge ikke begge er 0), vil alle lgsninger reise
mot uendelig nar ¢ — oo, altsd vekk fra den enes-
te likevektslgsningen y = 0. Vi sier derfor at y er
en ustabil likevektslgsning. Nedenfor er plot av lgs-
ningskurver for et par tusen tilfeldige verdier av ¢
0g Cy. A

Eksempel 8.12. La

slik at

1 1
y=c (1) e 3+ ¢y (_1> et

Uansett hvilke kombinasjoner av ¢; og ¢, vi har, vil
alle lgsninger sgke mot origo nar ¢ — oo, slik at y er
en sakalt stabil likevektslgsning. VAN

Eksempel 8.13. La

-30 -20 -10 [ 10 20 30

Eksempel 77

slik at

1 1
y=¢ <1> e3t + ¢y (_1) et

Dersom ¢; # 0, vil alle lgsninger ga mot uendelig nar
t — o0, altsd inn mot likevektslgsningen y = 0. Men
dersom ¢; = 0 og ¢, # 0, vil lgsningen sgke mot origo.
Likevektslgsningen y = 0 kalles en ustabil sadel. /\

Eksempel 77

Eksempel 8.14. La
1/3 3
A‘“_§<3 3)

1\ _ 1
y=c¢ (1)6 3+, (_1>.

Sé lenge ¢q # 0, vil alle lgsninger sgke mot likevekts-

Igsningen
1
y=c|_4)-

og ingen mot y = 0 nar ¢ — oco. Denne har et litt
kjedelig faseplott. VAN

slik at

Eksempel 8.15. La

1(3 0
A__§@ 9

slik at



Eksempel 77

Komplekse egenverdier

Vi har i gvingsopplegget vist at dersom en reell ma-

trise har komplekse egenverdier, opptrer disse i kom-

plekskonjugerte par. Du har kanskje lagt merke til at

dette ogsa gjelder for de egenvektorene, siden
Ax = x < AX=)X

Dette skal vi benytte oss av for & plukke ut relle lgs-

ninger. La A = a + i ha egenvektor

= ()= () ().
T2 A by
og husk at e*™#" = e®(cos 8 + isin ), slik at

y(t) = c;eMx + cettx

= c et < <a1> +1 (b1>> (cos Bt + isin Bt)
Qg by
+cyet < (Z;) —1 (z;) ) (cos Bt — isin ft).

Denne lgsningen er pen pa papiret, men vi gnsker &
kunne visualisere litt, og da hadde det veert praktisk
& finne en lgsning som var reell istedet.

Siden e*x og eMx er linesert uavhengige for alle ¢,
utgjsr de en basis for C2. La oss sgke en reell basis
istedet. Vi kaller den nye basisen v, og v,. Velg forst

Cp =Cy = %, og sett

o a . b
v, = e (cosﬁt <a;> — sin Bt (é)) )

Sa velger vi ¢; = —cy = %, og setter

vy = e (COS Bt <Zl> + sin St (Zl>> )
2 2

Na kan vi skrive

y(t) = dyvy +dyvy

=d,e™ (cos Bt (Zl> — sin At (21))
2 2
+ dye (cos Bt (Z;) + sin Bt (Z;)) .

Merk at siden y; og y, er linesert uavhengige, og
forholdet mellom disse og v, og v, er gitt ved

1

(y2 ¥2) (1 _Z-i>=2(Vz Vi),

er ogsa v, og v, linesert uavhengige for alle ¢. Forde-
len med den nye basisen er at vi na enkelt kan skille
ut alle reelle lgsninger ved & holde oss til relle d; og
d2-

Eksempel 8.16. La

som har egenverdier 4+i og egenvektorer
1 o 1
i) %% \-i)-
Den generelle lgsningen til systemet blir
1 . 0
y(t) =d, (cost (O) —sint (1))
0 . 1
+ dy (cost <1> +sint (0>>
_ cost sint\ [ cost sint\ (d;
= (— sin t) +dy (cos t) - (— sint  cos t> <d2> '

. . . d
Vi ser at denne Igsningen starter i punktet ( dl) ved
2

t = 0, og kjorer deretter i en pen sirkulser bane om
origo. Merk at kurven er traversert med klokken. A

Eksempel 8.17. La
1 1
=4
som har egenverdier 14¢ og de samme egenvektorene

B = (1)

P& samme vis som i forrige eksempel blir den gene-
relle lgsningen

4 cost ¢ (sint
y(t) =dye (— sint) +dge (cost)

4 cost sint\ (d;
~ © \—sint cost dy )"



Eksempel 77

Denne lgsningen starter i punktet Zl ved t = 0,
2

og kjorer deretter i en szerdeles vakker sirkulser og

utadgdende spiral. A

Eksempel 77

Eksempel 8.18. La

a= (3 0

som har egenverdier —1 4 i og de samme egenvekto-

=T .

Pa samme vis som i de to forrige eksemplene blir den
generelle lgsningen

4 cost _; (sint
y(t) =dye (—sint)_‘_d26 (cost)

_¢( cost sint) (dy
=ce . .
—sint  cost) \dy
dy

dy
kjorer deretter i en innadgaende sirkuleer spiral. A

Denne lgsningen starter i punktet ( > ved t = 0, og

Defekt egenverdi - for spesielt
interesserte!

Tilfellet at A ikke er diagonaliserbar, kan vi egentlig
ikke analysere med teorien vi har leert til néa, s& du

Eksempel 77

skal slippe & kunne det til eksamen. Men vi tar en
smakebit pa hva som skjuler seg utenfor pensum.

Eksempel 8.19. La

som har dobbel egenverdi 1, men bare en egenvektor
(1) Hva gjor vi na? VAN

For & lgse knipen fra forrige eksempel, ma vi gjgre
noe artig, nemlig introdusere generalisert egenvektor.
Egenvektoren til A finner man ved & finne nullrommet
til A— Al For en 2 x 2-matrise med defekt egenverdi,
er en generalisert egenvektor en vektor i nullrommet
til (A — \I)2.

Eksempel 8.20. La A veere som i forrige eksempel.
Nullrommet, til

e (ST ()

er alle vektorer i C2. Altsa er alle vektorer i C? ge-
neraliserte egenvektorer til matrisen A. Vi velger oss

en tilfeldig vektor som ikke er parallell med (}) , for

eksempel <_1 ) . Hvis vi ganger denne inn i A — I,
far vi

-1 1\ (-1\ (2

-1 1 1) \2)’
som er en egenvektor. Hm. A

Hvordan bruker vi dette til & lgse systemet?

Eksempel 8.21. Vektorene <_11> og @) er et ek-

sempel pa en kjede av generaliserte egenvektorer. Lgs-
ningen som korresponderer til den genaliserte egen-

vektorkjeden (_11) og (g) er



Lgsningen som korresponderer til egenvektoren vi

fant tidligere, er
1
v =ae (1).

Dette er to linesert uavhengige lgsninger, og den ge-
nerelle lgsningen til systemet er

y() = et (}) eyl (t @) + (‘j)) A

Eksempel 77

Inhomogene systemer

Differensiallikningssystemet
y = Ay

har den fordel at det er lett & skrive opp alle mulige
Igsninger, alt vi trenger er egenverdiene og egenvek-
torene til A. Na skal vi se litt pa forsteordens inho-
mogent lineert system av differensiallikninger med
konstante koeffisienter. Dette er et likningssystem pa
formen
y =Ay +1,

der f er en spesifisert vektorfunksjon. Tittelen forkor-

ter vi til inhomogent system.

Fgrst kan vi merke oss at dersom vi har en lgsning z
til det inhomogene systemet, og en lgsning y til det
homogene systemet

y = Ay,

vil z+y lgse det inhomogene systemet. Det er derfor
vanlig & splitte lgsninger i

Y=Y tY,

der y, er den generelle lgsningen til det homoge-
ne systemet, og y, er en lgsning til det inhomogene
systemet. Den forste kalles den homogene lgsningen,
mens den siste kalles enten den inhomogene lgsnin-
gen eller partikulerlgsningen. Ofte gar det an a gjette
formen pa partikuleerlgsningen.

Eksempel 8.22. Vi lgser likningssystemet

y=Ay+f

der

el

Den homogene lgsningen er som kjent

1 1
Vi = (1) e3t + ¢, (_1> el.

Men hva med den inhomogene? Siden f er en konstant
vektor, er det ikke utenkelig at y, ogsa er det. Vi

prgver. La
_ (&
Yo <C2)'

Vi setter denne inn i likningen, og far

b)= (2 (@) ()

Dette gar fint dersom
2 1\ (gq)_ (1
1 2)\ey) ™ 1
_ (e _ (—1/3
n=(a)= (55)

Lg@sningen er med andre ord

som gir

Y=Y tY,
=¢ (}) e3t + ¢, (_11> et + (:}?g) . A

Med litt erfaring kan man ofte gjette formen pa y,,
og pa internettet er det mulig & finne lange tabeller
med hvordan partikuleerlgsningen y, ser ut for for-
skjellige f. Dette er litt kjedelig & laere seg, men greit
a vite om.

Vi skal heller utlede en formel som i prinsippet alltid
kan finne y,,. Strategien baserer seg pa & ta utgangs-
punkt i y,. Vilar Y veere fundamentalmatrisen. Si-
den kolonnene i Y (¢) alltid utgjer en basis for R™, er
det rimelig a forvente at en kontinuerlig deriverbar
partikuleerlgsning, dersom den finnes, kan skrives

der c er en vektorfunksjon. Merk at c ikke kan veere
en konstant funksjon, for da blir y,, en homogen lgs-
ning. Akkurat som i beviset for teorem 7?7, ser vi at ¢
ma veere kontinuerlig deriverbar. Vi kan derfor trygt
skrive y,t = yc + Yc, og sette dette inn i den inho-
mogene likningen:

yc+Yc=AYc+f.

Siden
y=AY,

kan likningen forkortes til

Yc=f,



og siden Y er inverterbar for alle ¢, kan vi invertere
c=Y!f

og integrere komponentvis

c(t) :/ Y 1(s)f(s) ds.

Denne lgsningsformelen gir korrekt lgsning, dersom
det er mulig & utfgre integralet pa hgyre side. Inte-
gralet skal tolkes komponentvis, og det trengs ingen
nedre integrasjonsgrense, siden denne bare legger til
en linezerkombinasjon av homogene lgsninger.

Eksempel 8.23. La nok en gang

=)

slik at
og la

Vi beregner

0og
_ —1 [ —et —¢t 1 e 3t
v (e @) ()= ()
slik at
t = 1 (e 3t
c(t):/o Y 1 (s)f(s) ds=—3( 0 )
0og

yp(t) =
1 [e3t et o3t 1/1
3 (e3t —et 0 ) 3\1 4
Det er bare noen ytterst fa differensiallikninger vi kan
lgse med penn og papir. I dette kapitlet skal vi se pa
et par numeriske metoder for differensiallikningssys-
temer. Da er det nyttig a vite at alle differensiallik-
ninger kan skrives om til forsteordens systemer, for

dette reduserer antall metoder man ma laere seg be-
traktelig.

Eksempel 8.24. Differensiallikningen for en pendel
er

9y +siny = 0.

Vi skriver denne om til et system ved & sette z = g,
slik at

Z=—siny A

Eksempel 8.25. Summer du spenningsfallet over
kretsen under og deriverer alt, far du

o(t) = m + % + Li(t) + Ri(t)

Vi skriver ogsa denne om til et system ved a sette
y =1 z =1, slik at

Eksempel 8.26. Noen modeller ma skrives opp
direkte som differensiallikningssystemer. Lotka-
Volterra-systemet

beskriver to dyrepopulasjoner, der den ene driver
med predasjon pa den andre. Dersom det er man-
ge mus (y) pd Revneset, far jorduglen (z) rikelig med
mat til ungene sine, og kan legge opp til 14 egg. Men
jorduglen er en trekkfugl, og er det ikke smagnagerar,
gidder den ikke hekke i Norge engang. Hvis vi deler
likningene pa hverandre, samler y og z pa hver sin

side:
1 2
1(-2)=+(2-)
Y z
og integrerer, far vi

y—logy =2logz— 2+ C.

Her har vi en implisitt likning som alle lgsninger ma
tilfredsstille. Forskjellige verdier av C' gir forskjellige
lukkede lgsningskurver, men vi har ikke funnet en
funksjon som lgser problemet. Se figuren under og
er:
https://mc-stan.org/users/documentation/
case-studies/lotka-volterra-predator-prey.
html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada A



https://mc-stan.org/users/documentation/case-studies/lotka-volterra-predator-prey.html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada
https://mc-stan.org/users/documentation/case-studies/lotka-volterra-predator-prey.html#data-lynx-and-hare-pelts-in-canada
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Eksempel 8.27. Andre situasjoner ma ikke ngdven-
digvis modelleres som systemer av differensialliknin-
ger, men det er veldig praktisk & gjore det. Summer
du spenningsfallet over hver slgyfe i kretsen under
(med L =1 o0g R =1), far du:

y=—2y+z4+v
z= y—2z

Her er y og z de ukjente maskestrgmmene, mens v er
gitt. VAN

Eksempel 8.28. En likning som opprinnelig dukket
opp i radiorgrteknologi, kalles van der Pols likning:

F—p(l—a?)i+z=0

Siden har det blitt oppdaget at den kan brukes til
andre ting, for eksempel modellering nevroner eller
sprekker mellom kontinentalplater. Skriver vi y = x
og z = &, far vi systemet

=z
i=pu(l—y?)z—uy. A

I host sa differensiallikningen slik ut:

y=f(y)
Na ser det slik ut
y=f(y,2)
2=g(y,z)

De numeriske metodene fungerer ganske likt. Vi skri-
ver opp fire av dem. Eksplisitt Euler:

Yiy1 = Y +hf(y;, 2;)
Zip1 = 2+ hg(y;, z;)

Implisitt Euler:

Yir1 = Yi + P (Yi1s2i01)
Ziv1 = 2+ hgWii1, 2ig1)

Symplektisk Euler (denne finnes kun for systemer):

Yier =Y +hf(y; 2)
Ziv1 = 2 + hg(yiiq, 2;)

Trapesmetoden:

Yir =i+ h <f(yi,2’i) + J;(yiﬂaziﬂ))

i =2+ h (g(yivzi) + g(yi+1azi+1>>

Eksempel 8.29. Differensiallikningen for en pendel
er

z=—siny

Eksplisitt Euler:

Yir1 = Y; T hz
21 = 2; — hsiny;

Imsplisitt Euler:

Yigr =Y thzig
Ziy1 = % — hsiny; 4

Symplektisk Euler

Yir1 = ¥ + hz;
Zip1 = z; — hsiny,;

Trapesmetoden:

h
Yir1 = Y; + 5(’21 + zi41)

h, . .
Zig1 = % — 5(5111 Y; +siny; )

Pa de implisitte metodene mé& man kjore en el-
ler annen flerdimensjonal likningslgser for & finne
(Yiz1, 2ip1) 1 hvert steg. Symplektisk Euler har noen
artige egenskaper som vi skal komme tilbake til. Un-
der er et plot av noen lgsninger. VAN
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Eksempel 8.30. Vi lgser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og h = 0.1, og far figuren under.
Lgsningskurven starter i (1.5,1.5). Eksplisitt Euler
lager en utadgaende spiral, men dette ma vaere tull,
for vi vet jo at lgsningene skal ligge pa en lukket
kurve. VAN
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Eksempel 8.31. Na kjgrer vi implisitt euler med
h = 0.1, og far far fglgende figur. Na lager metoden
en innadgaende spiral! VAN

~
T

Eksempel 8.32. Her er trapesmetoden. Den klarer
seg visst mye bedre, selv med h = 0.1. VAN

Eksempel 8.33. Symplektisk Fuler er litt spesiell
fordi den ikke har noen ekvivalendt i envariabel kalk-
ulus. Trikset er veldig enkelt, vi nyttiggjer oss y;,
i den andre likningen sa snart den er beregnet i den
fgrste. Denne metoden kalles semi-implisitt, og pro-
duserer en like pen figur som trapesmetoden. A
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Eksempel 8.34. Vi Igser Lotka-Volterra-systemet
med eksplisitt Euler og h = 0.0001, og far figuren
under. Man kan her bli forledet til & tro at liten nok
h lgser alle problemer, men... A

281

26

241

221

181

161

141

Eksempel 8.35. na tar vi eksplisitt Euler med h =
0.001, men for ¢ € [0,1000]. FIguren under viser hva
som skjer. Den numeriske lgsningen holder seg ikke
pa de lukkede banene vi vet den skal, men spiraliserer
utover. Det er ingen bug i koden. Det er faktisk bare
eksplisitt Euler som ikke greier a lgse dette problemet
numerisk péa en fornuftig méate. VAN




Lgsningene til L-V-systemet skal definitivt veere luk-
kede baner, og det ser ut til at trapesmetoden og
symplektisk Euler klarer noe som ikke eksplisitt og
implisitt Euler klarer. Numeriske metoder for diffe-
rensialliknigner er mer enn bare presisjon og desima-
ler. Dette er for gvrig ogsa et forskningsfelt som kalles
geometrisk integrasjon - studiet om artige fenomener
i numerisk lgsning av differensiallikninger.
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