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La Ω være kulen sentrert i 𝑥 og med radius 𝑟, og la 𝑧 være parametrisering til kuleskallet.

𝑑
𝑑𝑟

( 1
4𝜋𝑟2 ∬

𝜕Ω
𝑢 𝑑𝑆) = 𝑑

𝑑𝑟
( 1

4𝜋
∫

2𝜋

0
∫

𝜋

0
𝑢(𝑥1 + 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜙, 𝑥2 + 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜙, 𝑥3 + 𝑟 cos 𝜙) sin 𝜙 𝑑𝜙𝑑𝜃)

= 1
4𝜋

∫
2𝜋

0
∫

𝜋

0

𝜕
𝜕𝑟

𝑢(𝑥1 + 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜙, 𝑥2 + 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜙, 𝑥3 + 𝑟 cos 𝜙) sin 𝜙 𝑑𝜙𝑑𝜃

= 1
4𝜋

∫
2𝜋

0
∫

𝜋

0
∇𝑢 ⋅ 𝜕𝑧

𝜕𝑟
sin 𝜙 𝑑𝜙𝑑𝜃

= 1
4𝜋

∬
𝜕Ω

∇𝑢 ⋅ 𝑑𝑆 = 1
4𝜋

∭
Ω

∇ ⋅ (∇𝑢) 𝑑𝑦 = 0

Siden
1

4𝜋𝑟2 ∬
𝜕Ω

𝑢 𝑑𝑆

er konstant som funksjon av 𝑟, kan vi ta

lim
𝑟→0

1
4𝜋𝑟2 ∬

𝜕Ω
𝑢 𝑑𝑆 = 𝑢(𝑥)

Så er det bare å beregne
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