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4 - 1- TRIPPELINTEGRALER - LF

Her er det bare & antiderivere slik som i dobbeltintegraler. Husk & holde tungen beint i munnen
pa hvilken variabel du antideriverer:

1 .2 3 1 .2 |\ 253
/ / / 23y + T4 drgdredr, :/ / (m%mzxg, + §x§> dryda,
o Jo Yo 0o Jo z3=0

1,2 9
:/ / 33Ty + = dwydry
0o Jo 2

T, =1
=11

z,=0

:/ 623 + 9 dz, = 223 + 9z,
0

Dersom integranden maéles i masse per volum, forteller det innerste integralet deg hvor mye
masse per areal som sitter over punktet med koordinater (z,,z,). Tenk at du er geolog og
driller en sedimentprgve og maler vekten av den for 3 estimere masse per areal under punktet
der du star. Eller at du star pa taket av et hus og driller ned i huset og veier - treffer du bare
isolasjon og luft er det lav vekt per areal, treffer du tilfeldigvis mgnsésen eller en sperre eller
en laftestokk eller midt i en vegg, er det hgyere vekt per areal.

For & forstd de to innerste integralene mé du tenke at du stér ved siden av huset og lurer pa
hvor mye masse det er i huset per meter hus, tenk at du kapper huset med en motorsag pa
forskjellige steder, og maler masse per meter for hvert tverrsnitt bortover.
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Her er en annen rekkefglge:

2

1 .2 .3 1 .3
/ / / 23xy + 1y drgdaydr, :/ / / 32y + x5 drydzydr,
o Jo o o Jo o
1 3 1 To=2
:/ / <§x%m§ —I—a:2$3> dwsdz,
0 0 z,=0

o=

1 .3
:/ / 223 + 224 dzydx,
0o o

—/ 623 + 9 dz,
0

x,=1

=223 + 9z, =11

x,=0
Jeg sa du skulle gjgre det pa alle seks mater, men det er vel litt overkill.
Planet som gar gjennom (1,0,0), (0,1,0) og (0,0,1) er x5 = 1 —x; — x4, og dette skjaerer

T,To-planet i linjen x, = 1 — z;. Det innerste integralet, altsd det som regner ut masse per
areal over et punkt i x;x4-planet, er

l—x,—x,
2
/ TiTy + 23 dus.
0

Denne funksjonen ma na dobbeltintegreres over korrekt omrade i z;z,-planet:

1 1—x, l—x,—x,
/ / / 2324 + 15 drgdaydr,
0 Yo 0

A regne det ut er bare & gjgre som i oppgave 2, huske 3 merke tydelig hva som skal inn i
hvilken variabel slik:

1 1—x, l—x,—x4 1 1—x, 1 Ty=l—z,—x,
2 _ 2 2
/ / / TiTy + Tg drgdrydry —/ / <x1x2x3 + §x3) dzydx,
0 Jo 0 o Jo z3=0

1 1-z, 1
= / / 2225(1 — 1y — 1) —1—5(1—1“1 — 29)? dwydz,
o Jo
og sa videre.

Dette omradet ser ut som pyramiden i Giza, og flaten x5 = 1 — |z,| — |z5| skjeerer x;x,-planet
i |x1] + |zy] = 1. Det konseptuelt enkleste er & bruteforce integralet og sette opp ett integral
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for hver kvadrant i x;x,-planet:

1 1—x, 11—z, —x4
/ / / 229 + 24 drgdaedr,
0 Jo 0
0 pltzy 14z, —x4
+/ / / 2229 + 25 dvydredr,
10 0
0 0 1+x,+xo
—i—/ / / 3x9 + T4 drydzodr,
—1J-1-z, Jo
1 0 1—x,+xo
+/ / / 2225 + 25 drydaydr,
0 J-1+z, J0

Massesenteret til et rektangel er ikke sd spennende, men vi kan ta tetraederet. Massen er

1—x, 1-x,—xo
/// ) dx p/ / / dzsdrydr,
1 1—x,
:p/ / 1 -2 —xy dzodz,
0o Jo
1 _
1 To=1—x,
p/ <x2 — LTy — 53}%) dxy
0 z,=0

1
1
10/ 1—1'1_£Bl 1_1:1)_5(1_1'1) d(l)lzf
0

(dette kunne vi ogsa funnet med formelen for volum av pyramide) slik at massesenteret blir

1 l1—x, l—x,—x4
///xlp(:z:) da /0 /0 /0 x, drgdzydr,
Q

1 l1—x, l—x—x4
; /// ;1;2/)(;1;) dx =6 / / / Lo dl’3d$2dﬂfl
Q 0 Y0 0
[/é p<x) dx 1 1—x, l—x,—x4
/// xgp(x) do / / / Tq drgdryda,
Q 0 Y0 0

Dette ser ut som tre forskjellige integraler, men pa grunn av symmetrien i problemet er det
egentlig bare ett. Vi beregner

1 1—x, l—x,—xo 1 1—x,
/ / / xy drgdrydr, :/ / x1(1 — 2y — xy) dxyday
0 Jo 0 0 Jo
1 1 9 To=1—x,
:/ :c1<a:2 x1m2—§x2> - dxy
z5=0

1
0

l\.’)\»—\
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og massesenteret sitter fglgelig i

1 1—x, l—z,—x,
/ / / x, drgdrydr,
0 Jo 0
1 pl-zy pl—z—x4 1/4
6 / / Ty drgdryde, | = (1/4) .
0 Jo 0

1/4

@ Dette blir helt forferdelig:

// = / / it / i f(z) dzydrydr,

Dette blir determinanten til matrisen ganget med volumet til enhetskuben, altsd 4 - 1.

0 0 1

cosf) —ssinf O
lg’(s,0,2)] = || sinf scosf® O ||=s

@ Integrasjonsomradet er bildet av en rektangulzaer boks under sylinderkoordinatavbildningen, s
dette integralet blir veldig greit:

5 p2m 3 5 s2m 3
// /(32—1—22) sdsd@dz—// /33+sz2 dsdfdz
o Jo Jo 0
27r =3
// 15 +*8222> dfdz
=0
27
1
// 8*4- z dfdz

5
1 1
=27 8+922dz:7r(58+125 3)
42 2

Funksjonen

— /2 2 _
Ty =1/ +25=5

ser ut som en fotballkjegle som stér pd hodet, og skjeerer kuleskallet

ry=1/1—2? —22=V1—352
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is= 1/\/5 s3 volumet er

2 p1/V2  pV1-s2 2 ,1/V2
/ / / sdzdsdf :/ / (\/ 1—52— s) sdsdf
o Jo s o Jo

2 ,1/V2
:/ / sV1—s2— 52 dsdf
o Yo

27 1 1 s:l/\/§
:/ <—7(1 — 52)3/2 — 733> do
0 3 3 s=0

-/ R YIIVCI TR P SR (1 ) \2)

P& grunn av oppgaveformuleringen sitter det et identisk volum pa undersiden av z;z4-planet,

sd korrekt volum blir
21 1/V2 pV1-s2 4 1
2/ / / sdzdsdld = —m (1 — )
0 0 S 3 \/§

Ulikhetene 0 < x5 < 1 — y/a? + 23 blir 0 < 2 < 1 — s i sylinderkoordinater. Denne kjeglen
star motsatt av den i forrige oppgave og skjaerer z;x,-planet i enhetssirkelen. Siden x, > 0 er
kjeglen kappa i to langs et vertikalt plan gjennom midten av kjeglen, sd volumet blir

1 T 1—s 1 s 1 z=1—s
/ / / z8 sddeds:/ / <fz2s2> dlds
o Jo Jo o Jo 2 2=0
1 i 1
:/ / <7(1—s)252> dfds
0 Y0 2
r [ T
=— 1—38)2s2ds = —.
2/0 ( s)%s* ds 50

= —r2sin ¢, s3 volumelementet blir 2 si

cosfsing —rsinfsing 7rcosfcos o
g (r,0,¢)=|| sinflsing rcosfsing rsinfcosq

cos ¢ 0 —rsin ¢

Massesenter er gitt ved

///Q z1p(z) dx

W ///Q zop(x) dz
Q

///ﬂ xgp(z) do

En kvart enhetskule i kulekoordinater som ligger slik at x5 > 0 og x5 > 0, beskrives av
ulikhetene

0<r<1, 0<0<7m 0<ep<n/2
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og siden massetettheten er konstant, kansellerer denne. P3 grunn av symmetri vet vi at z;-

koordinaten er 0:
1 T /2
///xl dx:/ / / r3cosesin2g0dg0d9dr:0
Q o Yo Jo

samt at x4- og x3-koordinatene ma vaere like:

///x2 dx :///x3 dz
Q Q
/ / / r3 cos @ sin ¢ dpdfdr
1 /2
:/ / / r3sin 2 dpdfdr

1

/ / 3 dfdr

1
e dr =

[\

w\v—l

T
8

b 3

S~

Volumet til en kvart enhetskule er 7/3, s& vi kan nd beregne

slik at massesenteret sitter i (0,3/8,3/8). Dette skalerer selvfglgelig til vilkarlig radius, slik at
om radien er r er massesenteret i (0,3r/8,3r/8). For en attendels kule er det bare & bytte
ut 7 med 7/2 i integrasjonsgrensene for 6 og bruke at alle koordinatene ma vzere like, slik at
massesenteret sitter i (3/8,3/8,3/8). Samme med halvkulen, bruk symmetri og bruk 27 som
gvre grense i 6 og oppdag at massesenteret sitter i (0,0,3/8).

Her er det nok best & bruke sylinderkoordinater. Flaten x5 = /2% + 23 — 4 blir z = Vs — 4

i sylinderkoordinater, s& vi kan integrere oss langs s fra s = 0 til s = /4 + 22 innerst, og fa

NGET Va+z2 V5
1
/ / / sdsdfdz = 7r/ 4422 dz = 7\/571'.
(1} 0 0 0 3

Nar ¢ gar fra O til 7, gar cos fra 1 til —1, sa likningen

r=4—cos(p).

beskriver en slags litt paereformet sak i R3. Det er nok best 3 integrere seg fra 0 til denne
kurven i r fgrst. Volumet blir

27 ™ 4—cos p s
2
/ / / r? sin pdrdedd = il / (4 — cos 90)3 sinp dp = il (5 —31).
o Jo Jo 3 6

0
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4 - 2 - NABLAOPERATOREN | - LF

Jacobimatrisen blir identitetsmatrisen, divergensen blir tre og rotasjonen null.

Jacobimatrisen blir

divergensen blir null og rotasjonen

0
fo:(l).
0

@ Det elektriske feltet fra en punktladning ¢ plassert i origo er

qg =
E(z)=-L %
() drey |z|3’

og jacobimatrisen var det siste vi beregna i 4111:

L _3x7% _aT1T _33:1353
z[3 fxf? |[® |z[?
q ToTq 1 3 TyTg
VE(x) = — - _ 972 —3
D =fe| RF BECRF ULP
T3Ty 3Ty 1 3
|z[5 |z[5 z[3 zf?
Dersom x # 0, er
q T
V-E= R
dme, (‘$|3>
¢ <~ 0

_ a5 (1_3@%)
dmeo £t \JoP ~ “Jals

og
q X
VxFE= v —
dmeg <|x|3)
L3Lo L3To
-3 3
o TURP )
q _3951533 L1Z3
4d7eg || || 0
_3951552 )
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Denne blir null.

@ Denne er kjedelig men lett:

d9,

O0xqy

99
Oxy’

Ogsa null.

995
O0xs

99
0x,

)

0

Y
O0xqy

)

(

g,

O0x,

99,

O0xq

995
O0xs

0

Y
Oxy

)

(

g,

O0x,

99,
O0xqy

995
O0xs

Denne er enda kjedeligere, men vi trenger den ndr vi skal utlede bglgelikningen fra Maxwells

lover. Rotasjonen til g er

og tar vi dobbelrotasjonen, far vi

0 (% _
O0xy \ Oxq
—| 0 (%95 _
VXVxXg= B3 (a%
0 (% _
Oz, \ Ozxg
0 (3 2 _
O0xy \ Oxq
- o (393 _
- Oxg \ Oxy
9 (691 —
oz Tg
9 (99,
oz, (83’51 +
_| o (94
- 0xq <8m1 +
0 (99,
Oxg ( T +
- v (V

V xg=
%) _ 2

Oxy Oxy
%) —
Oxg oz,
%) _ 0
Oz, Oxzq
%) _ 2
Oxy Oxy
%) S
Oxg oz,
%) S

T Oxy
995 %)
Oy + Oxg
995 %)
Oz, + Oxg
995 %)
Oz, + Oz
-9)

For sylinderkoordinater er jacobimatrisen gitt ved

q'(s,0,2z) =

Cos
sin

0

093 _ 0Ogp
Ox, Oy
99, _ Og3
Oxg oz,
99, _ Ogy
oz, Oz,
(8g1 _ 893)
Oxg ox,
(892 _ 391)
Oz, Oz,
(893 _ 592)
Oxy Oxg
(891 _ 993 ) 0%g,
Oxg Oz, 0x?
(892 _ 891) + 3292
Oz, Oz, Ox2
(893 _ 692) 8293
Oxy Tg Ox2
0291 3291 6291
522 T a2 T 52
929, %9, g,
- oz? + Ox3 + 81:%
8293 8293 99,
0x? + Ox3 + 0w
— Ag.
f —ssinf 0
0 scosf O
0 1

Den fgrste og siste kolonnen er allerede korrekt normaliserte, mens for den i midten er det bare

)
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a dele ut s. Basisen er altsa

cos —sinf 0
(e, ey e,)=|sinfd cosf 0.
0 0 1

For kulekoordinater har vi

cosfsinp —rsinfsiny 7rcosfcosyp
g (r,0,p) = | sinfsing rcosfsing 7rsinfcosyp

cos ¢ 0 —rsin g
og normaliserer vi kolonnene, far vi kulekoordinatbasisen

cosfsingy —sinf cosfcosp
sinfsing cosf sinfcosp | .
Cos 0 —sing

(0 €0 )=

Merk at e, er det samme som koordinatene til z pa enhetskuleskallet, og at e, er enhetstangentvektoren
til enhetssirkelen i x;z4-planet.

Dette blir pent og likner mer pd den varianten du laerte pd gymnaset:

_ a4 e
- 2
4drey T

Det som er skummelt her er at vi har

q q o1
E(‘T) = 4 W = 3/2 Zo
Teo | X 4mey (23 + 23 + 23) s

sa dersom vi skriver E(r, 0, ¢), sier vi

.
E(r,0,6) = q 0
(r,6,9) dme, (r? + 6% + ¢2)3/2 (¢)

men mener egentlig

rcosfsin ¢
E (rcos@sin ¢, rsin 0 sin ¢, r cos ¢) = 1 4 5 | rsinfsing | .
Teo” 7 COS ¢

Det ryddigste er derfor & skrive

E:h(r’97¢>:f<g(rae7¢))

og sa holde ngye styr pa hva vi mener med f, g og h. La oss fgrst derivere f:
2

1w me o
EETE B Bk
, q Loy 1 x% Loy
z) = —~ — 32 323
7@ = e P P E

P Y R S |

|z|® || lz]3 |zl

1 0 0 2 Ty To TT
= % 0 1 0f— ig) 552;71 51032 x;ﬂi =12 (131 — 35517.’1,’T)
dmey \ |z 00 1 || 5 dmey \ |z |z

T3ly T3Ty T3



TMA4101/4106/4111 /4121

Kulekoordinater er gitt ved
r cos fsin ¢
g(r,0,¢0) = | rsinfsin¢
7 COS ¢

slik at

cosfsing —rsinfsing 7rcosfcos o
g (r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcoso | .
cos ¢ 0 —rsin ¢
Kjerneregelen gir
W (r,0,¢) =f"(g(r,0,¢))g'(r,0,9)
1 cos fsin ¢ cos fsin ¢ g
7 " |r-3 sin fsin ¢ sin fsin ¢

- 3
dmeg cos ¢ cos ¢

sinfsin¢g rcosfsing rsinfcoso
cos ¢ 0 —rsin ¢

(cos fsing —rsinfsing 1 cosbcos d))

som vi kan gange ut og forenkle, men i dette tilfellet er det faktisk enklere 3 sette kulekoordinatene
inn i uttrykket for E (nd med korrekt notasjon)

rcosfsin ¢ r~2 cos fsin ¢
rsinfsing | = q r~2sinfsin ¢

r Ccos ¢ Ameo r=—2cos ¢

E= h(’l“, 0, ¢) =f (g(r, 0, @))

- 3
4dregr

og sa derivere pa direkten:

—2r3cosfsing —r2sinfsing r2cosfcosd
h'(r,0,¢) = a —2r3sinfsing r2cosfsing r2sinfcosp
dmeg —2r~3cos ¢ 0 —r~2sin ¢

—2sinfsin¢g rcosfsing rsinfcoso

q (—2 cosfsing —rsinfsing rcosfcos qb)
- 3
Ameor —2cos ¢ 0 —rsin ¢
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4 - 3 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM IV - LF

Her er det viktig & forstd at na har vi en funksjon h som gir oss tetthet eller konsentrasjon eller
et annet skalarfelt, og sa har vi putta kulekoordinatene

rcos fsin ¢
x=g(r,0,p) = | rsinfsinep
T COS

inn i denne og fatt en ny funksjon
h(r,0,¢) = f(g(r,0,¢)).
Kjerneregelen gir
W(r,0,0) = f'(g(r,0,0))g'(r, 0, ),

som skrevet ut pd matriseform blir

Oh Oh Oh of of of cosflsing —rsinfsing rcosfcosp
<7 - )=\ 7~ 57— infsiny rcosfsingy rsinfcosy
or 09 a¢> (8x1 Oz, Oy ) S

cos 0 —rsinp

= ﬁ ﬁ ﬁ (er rsinpe, re )
Ox, Oxy Oz s
slik at
oh _ of N _ no 2 oh _ . of
ar _ de, a0 ¥ de, op e,

Vi vet at ¢’ (7,0, ¢) har ortogonale kolonner, s& den er lett & invertere, hdper du husker alt du
lerte om ortogonale matriser i TMA4106. Vi ganger med den inverse av ¢'(r, 0, ) fra hgyre
og far

er
dh  dh  Oh 16T_8f6f8f
or 00 Oy rsing 0 — \9xz; Oz, Ouzg
1.7
1”650
eller
oh
or
— 1 1 oh
vf—<7’ rsing 0 r€<P> 06
oh
dp”

La oss si at du har en liten rektangulaer boks, parallell med koordinataksene og med ett hjgrne
i  og borterste hjgrne i © + h. Volumet til boksen er h,hyhg, utnormalvektorer for de seks
sidene er bare standardbasisen i R3. Vi kan estimere den totale utstrgmningen gjennom de
seks sidene slik, haper du husker fluksintegraler fra TMA4111:

(fl(x+h1€1)_f1(x)>h2h3+ (fz(x+h2€2)_f2($>>h1h3+ <f3(x+h363)_f3(93)>h1h2-
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Tar vi ut volumet, far vi

fi(z +hyey) — fi(x) " fo(z + hoey) — fo(x) n f3(x + hgeg) — f3($)>
hl hg h3 .

h1h2h3<
og deler vi pd volumet og lar h — 0, far vi

0 0% O

v-I= 0xy Oxy Oxq

Kontrollvolumtankegangen er corny og fremstar ved fgrste gyekast som litt heuristisk. Men
man stgter pa den sa ofte i faglitteratur at det er en god investering & bli vant til tankegangen.
Du skal lete bra for & finne en bok om elektromagnetisme eller fluidmekanikk som ikke bruker
kontrollvolum til alt mellom himmel og jord.

Denne gjgr vi pd samme mate som forrige oppgave, det er bare litt mer jobb & sette opp alle
fluksintegralene. La oss ta et rektanguleert omrade i (r, 6, ¢)-koordinatsystemet, med det ene
hjgrnet i (r1,0;,¢,) og det andre i (ry,0y,05) = (11 + h,, 04 + hg, 1 + h,). Volumet av
bildet av dette under kulekoordinattransformasjonen er sdnn omtrent

72 sin ¢1h.hoh,

og bildet du fér er omtrent det du far om du tar en enorm sirkelsag og skjaerer ut en bit av
jordskorpen, loddrett ned til en viss dybde og langs et rektangel pa overflaten. (Noe som ligger
dgnn ned pé jordskorpen vil jo ikke vare et rektangel pa grunn av jordkrumningen, men du
skjgnner hva jeg mener.) Fluksintegralene i retningene til e, e, og e, blir henholdsvis (haper
du husker fluksintegraler fra TMA4111 - dette blir et svineri)

P P2
[ ] (0 b8y 12 = 118,003 ) s oo
61 P1

(£, 1+ s 00, 00)(r + 1) = Fo(ry, 01, 00)13 ) sim oy gh,

T2 P2
/ / <f9(r, 01+ hy, ) —fe(ﬂal,go)>rdrd<pm

1 1

(f@(rlv 91 + h97 901) - f@(rla 917 ¢1>>rlhrhgo
T2 62
/ / fga(r7 07 902)718111 P2 — fcp(/r7 97 @1)74811’1 Soldrde ~
ry 70,

<f¢<7"1, 01,01+ h¢> sin(¢p; + h¢) - f(p(rl791’ 1) sin 901>T1hrh9-
Legger vi sammen alle disse og deler pd volumet far vi

1
72 sin ¢, h,hgh,

((fr(rl + hm 917 (Pl)(rl + hr)2 - fr(rlv 617 901>r%> sin Solh‘ﬁhga

+(f0(T1701 + hg, 1) — fo(ry, 04, ‘pl)>r1hrhtp

+<fgp(r17 017 ¥1 + hga) Sin(gpl + hcp) - fga(rh 917 ()01) sincp1>r1hrh9>
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og lar vi volumet g& mot null, blir det

, 1 dfy, 1 0

DR rsing 90 + rsinp dp (51n<pf<p).

Litt grisete ble dette ogsa. Men ikke sa ille som om vi skulle satt kulekoordinatene inn i f og
regna i vei slik som vi gjorde med polarkoordinater i TMA4111. Jeg gjorde ellers hele greia i
forelesning 27. januar gkt 2, se den for mer utfyllende gjennomgang.

Laplaceoperatoren far vi enkelt tak i ved & sette svaret fra oppgave 1 inn i denne og fa

10 of 1 0 1 of 1 0 /. 10f
Ik () (e ) o (et
/ r2 or (T or +7“sing089 rsin @ 00 +rsing08g0 Sm(pr@go

_ig < 28]0) + 1 an + 1 2 (S‘ af)
- r20r " or r2 sinzgp 062 r2sin ¢ dp msof)go )

Nei fy og faen det gidder vi ikke, som min svigerfar ville sagt. Du skal fa slippe & kunne denne
til eksamen.

@ Dette er egentlig bare oppgave 2 pa nytt. Kontrollvolumet er en slags oppfinnelse som hjelper
oss & forstda sammenhengen mellom ting pé integral- og differensialform.

Banalt! Divergensen er 2 og volumet mellom paraboloidene er trivielt & beregne, dette gjorde
vi i TMA4111. Setter vi paraboloidene lik hverandre, far vi

23+ (25 +1)2 =10 — 2 — (x5 — 1)?
som gir
227 4+ 223 +2 =10
eller

24+ a3=4

27 2
/ / (8 — 2r%)rdrdf = 167
o o

Her m3 du regne ut fluksen gjennom topp og bunn og si trippelintegrere divergensen (som
er 3) over volumet og si gjgre opp totalregnskapet og se hva som mangler - det er dette
som gar ut gjennom den krumme delen av 9T. Jeg gjorde en liknende oppgave i aller siste
tirsdagsforelesning etter paske.

og volumet blir

sa korrekt svar er 327.

@ Divergensteoremet sier at

fro- Lo

thttps://ntnu.cloud.panopto.eu/Panopto/Pages/Viewer.aspx?id=9380592d- cd1d-427a-b982-b3af00c0af23
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Dersom f = Vu, far vi

/V-Vu:/Au
Q Q

pa den ene siden, og

/ Vu-dS
o0

pa den andre siden. Divergensteoremet for skalarfelt lyder altsa slik:

/Au:/ Vu-dS
9} 90

Vi antar at vektorfeltet er

Da blir divergensteoremet

der e,,; er den fgrste komponenten i e,,. Tilsvarende gjelder for f, og f3, sd vi kan skrive opp

den generelle regelen
0
/8:: :/ ue,;, dS.
Q 0%k 00

Vi kan putte uv inn i den forrige formelen, og fa

ou ov
/v + [ uz— :/ uve,,;, dS.
som kalles delvisintegrasjonsformelen i flere dimensjoner. Dette er en generalisering av
formelen du er vant til fra skolen.

Litt herjing med nablaoperatoren gir at
V- (vVu) = Vu - Vv +vAu

og integrerer vi denne og bruker divergensteoremet, far vi

/ vVu-dS:/V~(UVu) dx:/Vu-Vvda:+/vAudx
00 Q Q Q

som kalles Greens fgrste formel.
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4 - 4 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM V - LF

Arbeidet som F' gjgr pd partikkelen er

b
/FF ~ds = / (—F,(rcosO(t), rsin(t)) sin O(t) + Fy(rcosO(t), rsinO(t)) cos O(t)) r0(t) dt

o(b)
= / reg X (Fre; + Faey) - €5 df
o(

:/ x X F-eqdf.
0(a)

Innmaten i dette integralet er dreiemomentet til 7' om origo, s huskeregelen er at dreiemomentet
er den stgrrelsen du integrerer med hensyn pa 6 for & finne arbeid p&d noe som dreier om en
rotasjonsakse.

Vi har

og

x(t) = e;rcosf(t) + eyrsinO(t)

v(t) = —eyr(t) sin O(t) + eyr(t) cos O(t)
sa dreieimpulsen blir

L=x xp:mr29e3.

La oss for enkelhets skyld anta at m er konstant. Vi deriverer L og bruker F© = p og at
kryssproduktet mellom parallelle vektorer er null, og far

L=a2xp+axzxp=zxxF.
Hvis det ikke er dreiemoment er dreieimpulsen konservert siden L = 0. A beregne dreieimpulsen
for en ting med utstrekning er et trippelintegral, men hvis du ser pa partikkelen i oppgaven
over, sa ser du at om r minker ma noe annet gke og det eneste som kan gke er . S3 om

du tenker pad en kunstlgper som en partikkel i posisjonen til kunstlgperens massesenter, vil
rotasjonshastigheten gke om massesenteret trekkes inn mot rotasjonsaksen.

Denne er litt morsom. Dersom skiven er sentrert i origo og har rotasjonshastigheten w gitt i
radianer per sekund, er hastighetsvektoren i punktet med koordinater (s, 6,0) gitt ved
v = Swey

= sw(—ey sinf + e, cos )

—z,
=w(—e1xTy +€3x1) =w | x4
0

Divergensen til denne er null, men rotasjonen er 2e;w. Jeg vet ikke om det finnes noe godt
norsk ord for stgrrelsen %V x f, men pa engelsk kalles denne “rotation”, mens det vi kaller
“rotasjon” kaller de “curl”.
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Lureoppgave, dette er det samme som forrige oppgave.

@ N3 skal vi foregripe begivenhetenes gang og bruke formelen for rotasjon i sylinderkoordinater

og fa at
10 1
Vxf= g&(sfev)@z = gez

siden fp=1o0g f,=f,=0.

Her er V x f = 0, noe som er apenbart for alle som kjenner magnetfeltet rundt en rett
strgmfgrende ledning.

Herer V x f = —e_ /s

@ Denne skal du f3 slippe & kunne til eksamen, men utledningen star her:
https://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates#
endnote_Alpha

Dersom f er rotasjonsfritt finnes en potensialfunksjon V', og om gradienten til denne er
divergensfri, ma V' vaere harmonisk. S3 bade divergens- og rotasjonsfrihet impliserer at det
finnes et harmonisk skalarpotensiale. Av og til er det innlysende hva som er korrekt potensiale,
og det er bare & skrive opp og dobbeltsjekke, mens av og til m& man regne. Her kommer et
utvalg:

Vektorfeltet (2, x,,z3) har potensialfunksjon V(z) = %|z|* + ¢ der c er en vilkarlig konstant.

Den laminzre vannstrgmmen (z4,0,0) er divergensfri, og her vil du kanskje oppdage at det
finnes massevis av vektorpotensialer, for eksempel (0, —%:cg, 0) gjgr jobben, men det gjgr ogsa
(0,—22%,0) + g(x) der g er et tilfeldig rotasjonsfritt vektorfelt. Av og til m3 man velge
potensialet pa en spesiell mate - det skal vi se i neste uke.

Coulombfeltet har potensialfunksjon —ﬁﬁl‘, som vi sjekket i TMA4111.

Den roterende skiva er ogsd divergensfri, sa her finnes det mange mange vektorpotensialer -
for eksempel —%(0,0, 27 4 23) funker fint.

Vektorfeltene i oppgave 6-8 i denne gkten er alle divergensfrie, dette er lett & se fra formelen
for divergens i sylinderkoordinater:

10sf, 10f, 0f.
s 9s 500 9

Sa de har vektorpotensialer. Rotasjonen sjekket vi i oppgave 5-8 og det var kun den i oppgave
7 som ikke hadde rotasjon, sa den er gradienten til en harmonisk funksjon. Gradientformelen

af  19f  of

V.-f=

VI= g5t T 5o T 5%
gir
1ov_ 1
s 00 s’

slik at V' = 0 + ¢ der c er konstant gjgr jobben. For den i oppgave 6 vil for eksempel ze, eller
—se,, gjgre jobben, og du klarer nok a finne noe pa oppgave 8.


https://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates#endnote_Alpha
https://en.wikipedia.org/wiki/Del_in_cylindrical_and_spherical_coordinates#endnote_Alpha
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Skjeringskurven mellom x5 = 22 + (25 + 1)? og 23 = 10 — 27 — (x5, — 1)? sin projeksjon ned
i ©z9-planet er

ri4ai=4

og en parametrisering for skjaeringskurven er for eksempel

2cosf 2cosf
g(0) = 2sin 6 = 2sin 6
4cos?f+ (1 +2sinf)? 54 4sin6

som helt klart er en ellipse i R?, oppgaven er jo designet for at det skal bli en pen skjaeringskurve.
Dette skjer selvfglgelig hele tiden i det virkelige liv - i atomkraftverk er reaktorens tverrsnitt alltid
enhetssirkelen og alle vindmgller produserer energi per tidsenhet som er en heltallsmultippel av
m, dette vet alle. Integralet

?{f -ds

r

er selvfglgelig altfor grisete & beregne rett frem, en sa grisete beregning ville aldri forekommet
i analyse av et realistisk prosessanlegg, sa vi bruker heller Stokes’ teorem og beregner

/fo-dS
b

der X er den ene av paraboloidene, for eksempel

1
h(z) = Ty .
22+ (25 +1)2
Denne har partiellderiverte

oh L oh 0
o, |0 I e GO
1\ 2z, 2 \2(zy+1)

—2z
oh oh 1
I o, 11
Oy % o, ( (xi * >) ’

og utnormalvektor

som peker oppover. Rotasjonen til f er

0 (o)
0 " Oz, Ox4 Ty + Ty Lo
o) (o)
V){f: 8713 0 _87"51 1‘2—1'1 :2 —l‘l
-0 9 2 2 _
9o, Oz 0 i + x5 1

og integralet blir

—2x,
/V X f-dS =2 //(x2,—a:1,—1) —2(zy+1) | dxidz,
b Q 1
:2//2$1 —1 d:Ulde == —87T
Q

der €2 er en sirkelskive i z;x45-planet, sentrert i origo og med radius 2.
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Ellipsoideskallet skjaerer x;x,-planet i enhetssirkelen, s3 her er det bare & regne ut den andre
siden av stokes’ teorem slik:

27
/ f-ds= 5/ sin® ¢ + cos? ¢ dt = 10m,
o) 0
gitt at utnormalen i flateintegralet i oppgaven peker oppover.

Dette er lett & huske om man husker stokes teorem siden stokes teorem sier at

Zng.ds:o

Det er viktig at flaten 3 er orienterbar:
https://en.wikipedia.org/wiki/Orientability
De fleste flater du kommer til & stgte pa er det. Det mest kjente unntaket er mgbiusflaten:
https://en.wikipedia.org/wiki/Mdbius_strip
Noen studenter i TMA4106 tipsa meg om denne:
https://www.youtube.com/watch?v=sTogqbqPOtFk&t=484s

/QV-fdm:

f-ds:/fo-dS
>

dersom V x f = 0.

Vi skriver divergensteoremet slik:

f-dS

S~

Q

og Stokes’ teorem slik:

0%


https://en.wikipedia.org/wiki/Orientability
https://en.wikipedia.org/wiki/Möbius_strip
https://www.youtube.com/watch?v=sToqbqP0tFk&t=484s
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4 -5 - ELEKTROMAGNETISME - LF

@ Sé f($7t> = IES og Vf(l‘,t) = <x27$17t>'

Maxwells likninger pé differensialform er:

v.E="~
€0
V-B=
VxFE=-B
C2V><B:E—i—i
€0

De to fgrste kan vi trippelintegrere over omradet 2 C R?

//QV-ECZ:U:;O///dex
//Qv-de:o

og massere med divergensteoremet pa venstre side:

//GQE-dSzelo///dex
//aQB-dS:O

De to siste kan vi fluksintegrere over flaten ¥ C R3

//E(VXE)-dS:—//EB-dS
CQ//E(VXB)-dS—jO//ZJ-dSJr//ZE-dS

og ta tidsderivasjonen ut av integraltegnet:

[ a2 [ 5.as
CQ//Z(VxB)-dsz;//EJ-derjt//EE.dS

og massere med Stokes’ teorem pa venstre side:

/ E-ds:—d//B~dS

o dt >

, 1 d

c B-ds=— J-dS + — E-dS
0% € JJx dt J)s
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Likningen V x E = 0 impliserer at det finnes V slik at £ = —VV, og likningen
pleg =V -E=-V-(VV)=-AV

er Poissons likning. Dette er en dreven variant av Laplaces likning og vi kommer tilbake til det
om noen uker. Potensialet V' er ogsa kjent som spenning.

Hvis du har en punktladning og antar at feltstyrken er den samme i alle retninger ut fra
ladningen, kan vi sld en kule €2 om ladningen med radius r og ladningen i sentrum og se at

1 27 ™
4 _ = pdr = / E-dS = / / E(r)r?sinp dfdp = 4nr?E(r)
€ %o Jo o0 0o Jo
slik at q
Er)=————:
(r) 4mr2e

Siste ord er ikke sagt om dette, fglg med i uken om harmoniske funksjoner.

En punktladning er en liten ting som sitter inni et omrade €2 og sgrger for at feltet dens har
netto fluks ut av 2. Men vi har alltid faQ B-dS =0, sd Gauss' lov for magnetisme sier at det
ikke finnes noe slikt. Ingen har ihvertfall funnet en sa langt.

@ Sa hvis vi tenker at det gdr en uendelig lang strgmfgrende ledning langs z-aksen og s legger
vi en liten sirkelskive 3 med radius s rundt denne, sier Amperes lov at

1
c2/ B-ds=— [ J-dS.
) € Jx

Hgyresiden av denne likningen er bare en konstant, og antar vi at B = B(s)ey, far vi

1
2msc?B(s) = — / J-dS
€0 Jx

slik at

Bls) = — / J-ds.
2

- 2
2msce

Siden V - B = 0 finnes det alltid et vektorpotensiale A. Setter vi dette inn i Amperes lov, far
vi

C2V><V><A:i

€o

og na kan vi bruke oppgave 13 i gkt 4-1 og skrive
VxVxA=V(V-A) —AA

N3 vet du at det finnes mange mange vektorpotensialer, og velger vi det slik at V- A = 0, far
vi

2AA = _J

€o

som er Poissons likning i hver komponent. Nok en grunn til & studere harmoniske funksjoner
om et par uker.
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La oss fgrst tidsderivere ¢2V x B = E og fd ¢V x B = E. Men Faradays lov gir
VxB=-VxVxE=-V(V-E)+AE
og er vi i tomt rom forsvinner det fgrste leddet pad hgyresiden, slik at
E = 2AE.
Likningen B = c2AB utledes pa samme mate.

@ La oss fgrst sette uttrykkene inn i Maxwells lover og fa

Eokzo BOkZO

og na er det rimelig klart at alle disse vektorene er ortogonale pad hverandre. Kryssproduktet
av F og B kalles poyntingvektoren:
https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting_vector

Vi deriverer den fgrste likningen og far

0 1 0p
ZVvV.E=—=2F
8tv € Ot

og tar divergensen til den siste likningen og far

OE 1
0=V Zp+VJ

Hvis vi antar at det er greit & bytte rekkefglge pa tidsderivert og divergens, kan vi sette den
fgrste likningen inn i den siste og se at

V- J=0.

Her er det bare a trippelintegrere kontinuitetslikningen over et omrade 2 og bruke divergensteoremet
pa [[[ V-J. Vi mai tillegg anta at det er greit 3 flytte den tidsderiverte pa p ut av integralet:

Lett! Arbeidet fra B pa partikkelen mellom punktene x(a) og z(b) pa I er

b
/F-ds:q/ (vx B)-vdt=0
r a

siden kryssproduktet stér ortogonalt pa begge faktorene i kryssproduktet.


https://en.wikipedia.org/wiki/Poynting_vector
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4 - 6 - LAPLACEOPERATOREN Il - LF

Laplaces likning er

2ar\" or r2sin? o \ 002 r2sin o g > Soago N

i kulekoordinater, og dersom w ikke skal avhenge av ¢ og 0, far vi

10 (,0u
o (750) =0

Det er vanlig & kalle denne Igsningen ®(r). Ganger vi likningen med 72, far vi

slik at
og

Hvis du ser ngye pa dette, vil du se at dersom du velger konstantene riktig, blir v potensialet
til coulombkraften: )
d(r)=—.
(r) 4mr
Dette er ikke tilfeldig. La oss integrere Poissons likning
—Au=9§

over ) € R3, og fa

—/Au:/(S: 1 0€Q
Q Q 0 0¢Q

Dersom vi setter inn uttrykket for ® pa venstre side og bruker at

E=—-Lva(r)
€o

og s bruker divergensteoremet, far vi

€ 1 0€Q

0 / E-dS =

q Joq 0 0¢0Q
som er i overensstemmelse med vare tidligere beregninger. Vi tolker derfor coloumbpotensialet
som impulsresponsen til laplaceoperatoren dersom konstantene settes til ¢; = —ﬁ og ¢y = 0.
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Siden coloumbpotensialet er impulsresponsen til laplaceoperatoren, kan vi antagelig lgse poissons
likning Au = —f ved 3 konvolvere f med coloumbpotensialet:

u(z) = /R B — y)f(y) dy.

Det er litt jobb & vise ordentlig at dette er riktig, men det er jo litt artig at coloumbpotensialet
er et fysisk eksempel pad noe som oppfgrer seg som diracpulsen.

Dette blir nd veldig greit. Anta det finnes to Igsninger, og trekk dem fra hverandre. Vi kaller
differansen v. Siden laplaceoperatoren er linezr, Igser v dirichletproblemet

Av=0 paQ
v=0 paofN

siden v er differansen mellom to funksjoner som tilfredsstiller det samme randkravet. Vi bruker
formelen fra oppgave 13 i gkt 4-3 med v = v og far

Oz/vAv—i—/]Vv]Q:/\VuP.
0 Q 0

Siden innmaten i det siste integralet ikke kan vaere negativt, ma den alltid vaere null. Kombinerer
vi dette med at v = 0 pa 02, ser vi at v er ngdt til & vaere null overalt, og fglgelig finnes det
bare én Igsning. Merk at det samme resonnementet funker pé

Au=f paQ
u=g paoQ

sd dette problemet har ogsa entydig Igsning.

Oz/Au:/ Vu-dS
Q fle)

som sier at dersom potensialet til et flytfelt er harmonisk, er utfluksen alltid null ut av omréder.

Lett! Divergensteoremet gir

La u og w tilfredsstille u = g pa 02, der u er harmonisk og w er hva som helst. La v = u—w.
Vi beregner

1
E(w) == [ |Vu— Vuv|? dx
2 Jo

1 (/\VUP dx—Q/Vu-Vvda:—i-/\Vv\z dx)
2 \o ¢ 0

Siden w er harmonisk og v = 0 pa 012, gir formelen fra oppgave 13 i gkt 4-3 at

/Vu-Vvdx:O,
Q

Bw) = | (/ﬂ V2 dx+/Q|Vv|2 dx) _ B(u) + E(v).

Siden verdien til E alltid er positiv, md E(w) ta sin minste verdi ndr E(v) = 0, som impliserer
at v = 0 (slik som i oppgave 3).
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@ La Q(zx,r) veere kulen sentrert i x og med radius r, og la

x, + rcosfsingp
= | 2y +rsinfsing
T3+ 1rcosp

vaere parametriseringen til kuleskallet, med enhetsutnormalvektor
o2 cos fsin ¢
n(0 = — = | sinfsin
0 0) =5 @
cOoS

og flateelement r?sin ¢ dpdf. Vi beregner si (husk den nye varianten av divergensteoremet
fra oppgave 4!):

0z

/0 u' (2(0,¢)) - 5, S dpdf
2

T , 0z )
e /O /0 u (2(0,9)) - 57“2 sin ¢ dpdf

Siden integralet

er konstant som funksjon av r, kan vi ta

1 1
— dS =1i ds = .
472 //69 uds rs0 4772 //69 udS = u(z)

La

1 + scosfsingp
2(8,0,0) = | @+ ssinfsing

T3+ scosp
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vare en parametrisering av 2(z,7), med volumelement s2sin ¢ dpdfds. Vi beregner

///Qu dr — /OT /02“ /07r (u(z<3,e, ¢))>52 sin ¢ dpdfds
- / T ( / ) / " (ulx(s.0,¢)) ) sing dgod@) 2ds

= / (u(a;)47r> s? ds (fra forrige oppgave)
0

Dersom w(x) alltid skal veere lik gjennomsnittsverdien til u i omrédet rundt z, kan ikke u ha
lokale maksimums- eller minimumspunkter. Hvis du hadde for eksempel et lokalt maksimum,
ville alle u sine verdier i omradet rundt maksimumspunktet vaert lavere enn i maksimumspunktet,
og det motsier jo middelverdisatsen.

@ La oss nd introdusere en ny notasjon for derivasjon, det blir s& jeevlig mye skriving ellers. Vi
skriver

for partiellderivert og
0, = (0,,,0,,.0,,)
for liggende gradient. La y = Ax der A € R**3, og la v(z) = u(Ax) = u(y), slik at
v'(x) = u'(Ax)A.

Skrevet opp kun med operatornotasjon blir dette

0, = 0,A,
og transponerer vi, far vi
VvV, = ATVy.
Laplaceoperatoren er
Ay =0,Vy,
og setter vi inn kjerneregelen, far vi
A, = ayAATVy.

Dersom AAT = AT A =1, far vi
A, = 8yVy = Ay,

sa disse operatorene gir samme resultat etter rotasjon av koordinater.
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4 - 7 - FLUIDMEKANIKK - LF

Det man gjgr her er & anta at det finnes en trajektorie x(t) som tilfredsstiller

Mi=>Y"F
l

slik at

n
k=1

og sa bruker vi lineariteten til derivasjonsoperatoren og skriver

2 & 42
23 LY,
dr? &= " T g2 (Mz)

slik at om vi definerer

1 n
—1
har vi et punkt som tilfredsstiller

Mi=>"F,. (1)
l

Hvis vi antar at det er et endelig antall partikler og ser pd den vertikale komponenten av
kraftregnskapet, far vi p& samme mate

n
E myly, = E F
k=1 1

der [ Igper over alle eksterne krefter. Dersom vi tenker at membranen er kontinuerlig istedet,

blir venstresiden
/pil.
Q

Na gjelder det a forstd at mellom to partikler inne pd membranen er det ingen eksterne krefter,

kun interne krefter som kansellerer pa grunn av Newtons tredje lov. Med andre ord Igper [

over alle krefter som pafgres membranbiten langs 02, og denne kraften fant vi matte vaere
ou

T — ds (2)
o €,

/pﬂdl‘:T/ @ds.
Q b O€y,

i TMA4111. S3 da m3 vi ha
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Dersom T er konstant, far vi

/ Tenkds—T/ e ds =0 (3)
Gle) 00

ved 3 velge u = 1. Dette funker for bdde k = 1 og k = 2, sa netto kraft pad {2 ma veaere null
langs bade e; og e,.

Samme triks her, kraften fra det hydrostatiske trykket er alltid retta langs —e,, og den totale
kraften i koordinatretning k pa 2 er

- | palen ds.
o
Siden p kun avhenger av x5 gir gaussgreenteoremet at de to fgrste er null, mens det tredje blir
9]
- [ v s == [ L ——aja
o0 o 073

Minustegnet betyr at kraften peker oppover, siden x5 er dybden. Siden a er sann ca ti tusen
pascal per meter, vil en kubikk med vann f& oppdrift p& omtrent ti tusen newton (“et tonn”
pa folkemunne), som er riktig i fglge Arkimedes' lov.

Hvis vi legger den ideelle gasslov til grunn, bgr pV /T veere konstant etterhvert som du gar
nedover. Antar vi konstant temperatur, er lungevolumet

Cc

= 4
v axs +b )

der a er som i forrige oppgave og b er trykket pd havoverflaten. Luft veier om lag en kilo per
kubikkmeter, si vekten pd luften i lungene kan vi neglisjere. Din nye massetetthet blir

60
= .985 5
p(z3) A1V (5)
og nar denne er 1, far vi
V =.985-60—54~5.1 (6)

som skjer sann ca allerede pa to meters dyp. Dette er rimelig - hvis jeg hiver meg naken i
sjgen, synker jeg selv pa overflaten om jeg tgmmer lungene for luft. Det er visst ogsé slik at
lungevolumets prosentandel av kroppens totale volum er veldig variabel blant folk (lungevolumet
korrelerer for eksempel mye mer med kroppshgyde enn totalvolum), sa gjgr beregningen pa nytt
for dine egne mal om du trenger 3 vite dette ngyaktig.

La  vare et kontrollvolum. Moralen fra forrige side er at hydrostatisk trykk alltid leverer en
kraft pa en flate som er rettet langs normalvektoren pa flaten, s& kraften fra det hydrostatiske
trykket pd en bit av ) er

—pe,, dS

der dS er en liten bit av 02 og e,, er utnormalvektoren, sd kraften pa hele 0€2 er

/ —P€n1 ds
o0
/ —pe,, dS = / —peny dS

/ —D€n3 dS
0N
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og kraften fra tyngden er
0

0
—6’3/P9d90:
Q —/pgd:ﬂ
Q

Dersom vi skal sammenlikne integrandene i alle disse integralene, ma vi fa kontaktkreftene over
pa trippelintegralform. Vi bruker gaussgreenteoremet, og skriver

Jp
—pe,; dS /— dx
/89 ' o 01y
dp
50 o0 Q T2 o
o0 o Oxg

Summerer vi disse kreftene og krever at de balanserer hverandre, far vi

O:—/Vpdx—e3/pgd:c:—/Vp+pge3dx
Q Q Q

og dersom 2 er vilkarlig valgt, ma integrandene vaere like:
0= Vp+ pges

Her far vi to forskjellige endringer i tid,

%f(l‘(t),t) =0, f(z, t)i(t) + f(,1)

Merk at dette gar fint bade om f er skalar- og vektorfelt sa lenge du er ngye pa matrisedimensjonene.
Stgrrelsen kalles totalderivert fordi den tolkes som en partikkel eller et lite flyttbart volumelements
opplevde endring av f med hensyn pa tid. Det andre leddet er der fordi f endres over tid,
mens det fgrste leddet er der fordi partikkelen flytter seg rundt i vektorfeltet:
https://en.wikipedia.org/wiki/Material_derivative

Dersom vi setter f = v og antar at v = &, far vi at akselerasjonen til partikkelen eller det
infinitesimale flyttbare volumet blir

0+ (0,v)v.

Det siste leddet skrives som regel

(v-V)v

i fysikkbgker. Siden vi skal sette opp regnskap i volumkrefter, blir venstresiden

p (v + (0,v)v).

og dersom trykkgradienten og tyngden er de eneste kreftene, far vi

p (0 + (9,v)v) = —=Vp — pges.


https://en.wikipedia.org/wiki/Material_derivative

TMA4101/4106/4111 /4121

Spenningen pa en liten plate med normalvektor e, blir oe,. | de fleste fluidmekanikkbgker
transponerer de o og sa skriver de n-o og har alle vektorer pa radform i stedet for kolonneform,
se for eksempel her:
https://en.wikipedia.org/wiki/Stress_(mechanics)

Hvis du senere er ngdt til 8 basere alt i livet pa rader i stedet for kolonner, ma du ogsa huske a
skrive kjerneregelen som ¢'(x)f'(g(x)) og ikke f'(g(x))g’(x) slik du er vant til. Merk at selv
de som skriver pa wikipedia er ikke helt enige med seg selv om notasjon - her:
https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy_stress_tensor

og her:

https://en.wikipedia.org/wiki/Stress_(mechanics)#Cauchy_tensor

er indekseringen i o byttet om i forhold til hverandre.

@ Dette er det samme resonnementet som i oppgave 6, men med en generell spenningstensor.
La o), veere rad k i o, altsa alle spenninger i retning e;. Kontaktkraften pa en liten bit av OS2

er
oe,, dS,

/ o.e, dS /V-O‘l dx
o0 Q
/06 - /Uzends - /V-O'Qd:E
ba 00 Q
/ ose, dS /V-U3dx
o0 Q

Dersom du kun har hydrostatisk trykk p, blir spenningstensoren bare

p 0 O
c=—10 p O
00 p

sd vi kunne gjort denne oppgaven fgrst og tatt Arkimedes' lov som en triviell konsekvens.

sa netto kraft blir

Vi trenger altsd @ beregne divergensen til rad k i o for & finne kraftbidraget i den kartesiske
koordinatretningen e;.. La oss f@rst skrive opp den fgrste komponenten i den viskgse spenningstensoren

v\’
0'1 :Vl <81,'U1+ <8x1) ) +V2€1V"U

0%v, 0?0y 0%v,
+ -
0x,0x; Oxy0x; Ox30x,

v, 2 (Ov | v | Ovs
20x, \ Oz, Oz,  Oxy

og sa beregne

V.o, =1 (Avl-i-

0
=v1Avy + (1] + 1)

a—%(v-v).


https://en.wikipedia.org/wiki/Stress_(mechanics)
https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy_stress_tensor
https://en.wikipedia.org/wiki/Stress_(mechanics)#Cauchy_tensor
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| den siste likheten har jeg antatt at det er greit & bytte plass pa blandete partiellderiverte.
Samme beregning gir

0
V . 02 — I/lA'UZ + (Vl + ]/2)87562 (V . U)

0
v . 03 - VlAUS + (Vl + 1/2)87.@3 (V . U)

sa om vi legger den vanlige vektortolkingen av Aw til grunn, kan disse tre likningene sammenfattes
slik

V-o=v,Av+ (v +v5)V(V-0)
slik at Newtons andre lov blir
p (0 + (0,0)v) = =Vp — pges + (11 Av + (v +15)V(V - v)).

Egentlig er det litt feil & kalle det “Newtons andre lov", for det var Euler som introduserte
denne maten 3 gjgre opp kraftregnskap pad omtrent femti ar etter Newton publiserte Principia.
Derfor kalles de utvidete bevegelseslovene Newton-Euler-likningene:
https://en.wikipedia.org/wiki/Newton-Euler_equations

Kulekoordinatene er gitt ved
rcosfsin ¢
y=g(r,0,¢) = | rsinfsin¢

7 COS @

og tar vi rotasjonsaksen langs e; og konstant rotasjonshastighet, betyr det at 6(t) = wt, slik

at posisjonen til punktet blir
r cos wt sin ¢
x(t) = | rsinwtsin ¢

7 COS ¢
med fart

—rwsin wt sin ¢
z(t) = | rwcoswtsing | .
0

12-13| Disse dropper vi.


https://en.wikipedia.org/wiki/Newton–Euler_equations
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4 - 8 - TRANSPORT - LF

Se forelesning 17/2.

Hvis v er en konstant, sier transportlikningen
p+v-Vp=0
at den totalderiverte til p skal veere null langs kurver pa formen
x(t) = xy + vt,

siden

d d .
ZpPa(),t) = p(zo +ot,t) = p+v-Vp=0.

Karakteristisk kurve betyr noe sadnt som en kurve der du kan klare 3 finne ut hva Igsningen er,
og dette er det enkleste eksemplet.

€

(x,€)=
X, tV 1T

>
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| forrige oppgave viste vi at en eventuell Igsning ma vaere konstant pa alle kurver pa formen
x(t) = xy + vt,
sd med andre ord passer funksjoner pa formen
p(z,t) = h(x — vt)
i likningen sé lenge h er deriverbar. Derfor er ogsa
p(z,t) = g(z —vt)

en lgsning, og gjett hva, denne tilfredsstiller ogsa initialkravet.

S(X*):j(%_\”)
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La oss undersgke hvordan Igsningen oppfgrer seg langs de karakteristiske kurvene x(t) = z,+uvt.
Vi far

d .
Sep(a(8),8) = plg + vE,8) 4+ v Vpleg + vt t) = —1p(eg + vt )
eller
d
Ep(x(t%t) +p(xg +vt,t) =0

om du vil. Denne likningen kan vi handtere ved & gange hele greia med e slik:

e"ta (x(t),t) + e yp(xy + vt t) =0

og sa skrive
- (€ p(a(t),1)) =0
slik at

p(x(t),t) = ce .

Denne likningen sier at Igsningen skal vaere en konstant ganger e~ p3 hver karakteristisk
kurve, sd om vi setter

pla,t) = glz —vi)e "

har vi noe som tilfredsstiller bade differensiallikningen og initialkravet.
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@ Hvis vi evaluerer Igsningen p pa de karakteristiske kurvene fra forrige oppgave, far vi

d d
p7 (z(t),t) = Ep(:co +ot,t) = plxg+ vt,t) +v-Vp(xg+vt,t) = f(zy + vt,t)

og hvis vi integrerer denne likningen fra O til ¢, far vi

z(t),t) — p(x(0),0) = x(s),s) ds = Ty + vs,s) ds
pla(t),8) = p(2(0),0) = [ Sta(s)5) ds = [ s+ vs,5)
slik at

p(x,t) = g(x — vt) +/0 flzy + vs,s) ds.

Men z, = x — vt, s vi kan skrive dette enda penere slik:

p(x,t):g(a:—vt)-l—/o flx+v(s—t),s)ds

e 6.8 N
vi) t Soguw

SCX.*) =) (-

ﬂ(m
- — 4

La © vaere et omrade i R3. Den totale massen inne pa € er

/pdw
Q
d
— d
dt/ﬂp v

er fglgelig gitt i kilo per sekund. Dersom v er gitt i meter per sekund, er pv gitt i kilo per
sekund per kvadratmeter, sa da er

/ pv-dS

o0

Denne er gitt i kilo, og endringen
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den totale utstrgmningen av masse gjennom 0% i kilo per sekund. Hvis vi antar at masse ikke
skapes eller gdelegges inne pa 2, ma vi ha

il
— pdm—i—/ pv-dS =0
dt Jo, 00

siden negativ utstrgmning leder til gkning av masse inne pd ). Dette er kontinuitetslikningen
pa integralform, og bruker vi divergensteoremet og antar tidsderivasjonen far lov til 3 ga inn
under trippelintegralet, far vi

/pd:c+/V~(pv) dr =0
Q Q

og dersom (Q er tilfeldig valgt, ma summen av integrandene vaere null, slik at
p+ V- (pv)=0.
Dersom vaesken er inkompressibel, er p en konstant, slik at
V-v=0.

Dette er den samme likningen som Gauss' lov for magnetisme, og det finnes idealiserte situasjoner
der vaeskeflytmodellene gir opphav til de samme feltene som i magnetostatikk.

Vi deriverer den fgrste likningen og far

0 _1dp

og tar divergensen til den siste likningen og far

OE 1
0=V Gy +2V-J

Hvis vi antar at det er greit 3 bytte rekkefglge pa tidsderivert og divergens, kan vi sette den
fgrste likningen inn i den siste og se at

p+V-J=0.
@ Partikkelflukstettheten er gitt ved pv, s& Ficks lov blir
pv=—DVp
og antar vi at D ikke endrer seg i rom eller tid, far vi diffusjonslikningen
p=DAp
om vi setter fick inn i kontinuitetslikningen.

La oss tenke at temperaturen er gitt ved funksjonen T'(z,t), der = er de romlige koordinatene
og t er tidspunktet. La €2 vaere et omrade i R3. Tidsendringen i varmeenergien i (2 er

(o [re) = 1
—\|pc | Tdx|=pc | Tdx.
dt o o
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der massetettheten p og den spesifikke varmekapasiteten c er antatt konstante. Det er ogsa
antatt at T er glatt nok til at vi bare kan slenge tidsderivasjonen inn under integraltegnet.
Varmen som slipper ut gjennom 95} er

/ q-dS

o0

og om det ikke produseres varme i £2, ma vi ha

pc/T(a;,t) da::—/ q-dSs.
Q o)

Bruker vi divergensteoremet pa varmefluksen, far vi

pc/T(m,t)dx:—/V'qu.
Q Q

og dersom dette skal gjelde for alle omrader €2, ma

pcl +V -q=0.
Da er det bare 3 sette
q=—rVT
inn i
pcl +V -q=0.
og anta at x er konstant, sa far vi
pcT = KAT.

Dersom & varierer i enten tid eller rom (begge disse forekommer, for k kan vaere temperaturavhengig

og mediet kan veere anisotropt), far vi den mer kompliserte likningen
pcT —V - (kVT) = 0.

Se ogsa aller siste forelesning.
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4-9-B@LGER - LF

Se Helenes notater fra gvingsforelesning.

Vi partiellderiverer med hensyn pd x to ganger, og far

82u V4 V4
92 =¢"(x+ct) + " (x —ct)
og
u 2 2. n
o2 = ¢ ¢" (x + ct) + Y (x — ct).

Denne passer helt klart i bglgelikningen.

@ Vi vet at
w(z,t) = ¢(x +ct) + Y(z — ct)
passer i bglgelikningen. Dersom man bruker
u(z,0) = f(x)
far man

¢(z) +(x) = f(z)

og dersom man bruker

i(,0) = g(r),
far man
et/ (x) — et/ (2) = g(x),
eller .
o) = () = 3 [ gls) ds +6(0)  ¥(0)
0

Vi har nd et linezert 2 x 2-likningssystem for ¢ og 1. Legger vi likningene sammen, far vi

26(a) = f(&) + ; [ o) ds + 6(0) = (0

og trekker vi dem fra hverandre, far vi

Vi setter nd alt sammen igjen:

u(z,t) =p(x + ct) + P(z — ct)

z+ct r—ct
_;(f( +ct) + f(x —ct)) ;(/ ds—/o g(s)ds)

T+ct
%(f( +ct)+ f(x —ct)) /
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Vi utvider f slik

og g slik:

D'Alembert gir oss na

u(@,t) == (flz+ct) + flz —ct)) +1/I C G(s) ds.

2c x—ct

N |

| dette problemet er x alltid positiv, s vi trenger & skille mellom ndr x —ct er positiv og negativ.
S3 lenge x > ct, far vi bare

(1) = (f(:v~|—ct)+f(:v—ct))—|—2lc/ os) ds.

x—ct

N |

mens ndr z < ct kan vi bruke den odde utvidelsen og fa

(f(:v~|—ct)—f(ct—x))—|—1/z ) g(s) ds.

2c ct—x

N | —

u(zx,t) =

Hvis du syntes det var vanskelig & fa rett fortegn pa det siste integralet, er det bare & huske at
integralet til en odde funksjon er jevn, og beregne

r+ct z+ct r—ct
| atras= [ gwas- [ s as
T—ct 0 0
z+ct ct—zx
[ s [ g as
0 0

T+ct ct—x z+ct
:/ g(s) ds / g(s) ds = / g(s) ds.
0 0 ct—x

Gjennomsnittet har vi allerede derivert med hensyn pa r i 4-6:
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og setter sammen ingrediensene:

c? (@Tﬂ + 2&@) = c2Au dS
T

@ Vi beregner fgrst

=rc? <am_ﬂ + 2@@)
T
=c? (rd,,u + 20,u)
=c20, (u + rd,u) = ¢*9,,U.

N3 er det bare 3 bruke formelen fra oppgave 7, med 0 < r < ct, og skrive

1 1 r+ct
U(r,t):(F(r—{—ct)—F(ct—?“))—l—/ G(s) ds
2 2¢ Joyy
og sa
u(z,t) =lim uir?)
r—0 T
F _F o 1 r+ct
= lim << (r+ct) (ct = 1)) + / G(s) ds)
r—0 2r 2re Jo,_,

=F'(ct) + %G(ct)

0 1 1
= | —5 ds — ds.
ot <47T62t /83(1:,ct) f ) " dme?t /BB(w,ct) I

S3 da er g noe som ser litt ut som diracpulsen i omradet rundt origo, og dette kan vi tenke pa
som noe som tilfgrer litt bevegelsesmengde momentant, husk oppgave 39 og 40 i gkt 2-2:
https://mortano.folk.ntnu.no/stoff/2-2.pdf

og kirchhoff gir
1
) = — ds | .
U(CE ) (47['(32t /8B<m7ct>g )

Integranden g er null pd 9B(x,ct) helt til radien ¢t begynner & nerme seg origo, og nar ct
har passert origo blir det stille igjen. Dette er ikke det som skjer i to dimensjoner - nar du
kaster en stein pad et vannspeil, far du bglger som fortsetter & bevege vannspeilet lenge etter
at bglgefronten har passert.


https://mortano.folk.ntnu.no/stoff/2-2.pdf
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3
I Ct CIxl Ct = IXI| (%>\><’
A DU STAR HER 7 UOSTAR WER A o DUNSTAR HER
" A
N N N
Plor?! Plor? ! Rlopt !

I

LA U STAR HER o sTARAL 10 R

%

o— (@

(N
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4 - 10 - NABLAOPERATOREN II - LF

0 —ys Yo
S = ( Ys 0 _y1)
Y2 Y1 0

Det fgrste vi ma gjgre er a se litt pa

Ferst beregner vi (husk at |y| = 1)

—(y3 +v3) Y1Ys Y1Ys
52 = Y19 —(3 +v3) Yals
Y193 Yals —(y: +93)

vi—1 yiye  Yiys
=| iy ¥—-1 wyys
YiYs Yoy yi—1

og sa er det bare & sammenlikne med oppgave 10 i gkt 2-9:
https://mortano.folk.ntnu.no/grunnstoff/2-9.pdf

Vi fortsetter (husk at |y| = 1) med

0 Ys Y
S=1|-y; O v | =-S5
Yo —y O

og
(Y3 +932)  —thvYs  —YiYs
St=1 —yyy W +Y3)  —yys | =57
—1ys  —Yaus  (yE+3)
og

0 —Ys Y2
S =1 us 0 —y|=5
Y2 U 0

Nei sku du ha sett. Disse matrisene danner en syklisk gruppe (se ukens ngtter) med fire
elementer sa lenge |y| = 1, isomorf til en annen gruppe du kjenner godt, nemlig alle potenser


https://mortano.folk.ntnu.no/grunnstoff/2-9.pdf
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av den imaginare enheten i. Resten er barnemat:

e’ =T+0S+ el
2
9353 9434
TR
55> 966
5T e T
92 2
=1+6S+ 5
63,60t
N 55 -5 41
0° 0

i 224 ..
—1—55! +S Gl +

=1+ Ssinf+ S%(1 —cosh)

La oss fgrst skrive opp

aﬂcvl
ov—Vu=|0,v, | — (Vo Vyv, V,vg)

aﬂcUS
8a::lvl 833201 8I3’U1 a:vl’Ul azlv2 z1v3
= 8arlv2 aa:QUQ 8w3v2 - 8arzvl aa:QUQ wQUS
a:rlv3 8332113 8z3U3 8303”1 w, V2 Oz, U3
0 81,2 Ul - axlvz 81.37_}1 8$1’U3
0y Vo — Oy vy 0 0,V — 0y, V3
0y, V3 — Oy vy 0,03 — 0, 1y 0
Sammenlikner vi nd med
0 —Ys  Ya
0S(y)=60| y3 0 —y |-
Y2 U1 0
ser vi at om vi setter
_ V xwv
v= |V x v
blir
(v — )
— (Ov— Vv
2

generatoren til en rotasjon som gar vinkelen

1
0=—-|Vxwv
SV %ol
rundt y. Dette er altsd grunnen til at vi sier V x v er den “infinitesimale rotasjonen” til
vektorfeltet.



6]
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Siden en rotasjonsmatrise R tilfredsstiller RTR =1, far vi
y'y =2TRTRx = 272
dersom y = Rx.

Strgmlinjene tilfredsstiller

og dette systemet har Igsninger

z(t) = efte.

A

Disse gér i sirkel rundt origo nir t gker, siden e“** er en rotasjon dersom A er skjevsymmetrisk.

Dersom A er symmetrisk er A ogsa ortogonalt diagonaliserbar, sd da kan vi like gjerne legge
koordinatsystemet slik at A er diagonal. Lgsningene er fortsatt

z(t) = ette.

men na er e!* diagonal, og vi ser at denne strekker komponentene i ¢ nar tiden gar. Det er
klart at avstanden mellom partikler flyttes over tid i dette tilfellet, og vi ser derfor at det er den
symmetriske delen av jacobimatrisen som sgrger for at partikler flyttes relativt til hverandre.
Dette motiverer Newtons definisjon

o=v(0v+ Vv)

av viskositeten til en vaeske.
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4 - 11 - ALEMBERTOPERATOREN - LF

Den blir

Yyp =x; — vt
Yo =Ty — Vgl
Y3 =x3 — Vgl

og for ordens skyld ¢ = ¢, men pa Galileo Galileis tid var det selvfglgelig ingen som tenkte
tanken at du kanskje kgdda til tiden ndr du bytta koordinatsystem pa denne maten.

¢ ~ 3-10% meter per sekund i begge.

Veien fotonet reiser sett fra togvognen er 2L der L er takhgyden, sa vi far
ct=2L
for denne turen. Sett fra togskinna far vi
ct = QJm

slik at

2L 2LJc
Ve2 — 2 \/1—212/02.

t =

Forholdene mellom disse to uttrykkene er

1
Den romlige tranformasjonen den ene veien er
Y1 = v(xy —vyt)
mens den andre veien er
zy =Y(yy +v17)
=y(y(zy —v1t) +v17)
:72:1:1 — 'valt +yu T
slik at
T =1y(1—9%)/y0, + 7t
=y (t —zyv,/c?).

Dette hadde veert en fin oppgave i TMA4101, men den er selvfglgelig litt for enkel for TMA4121.
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Dette hadde veert en finfin oppgave i TMA4111, men for 4121 er den litt for enkel. Dessuten
fglger den av oppgave 11 under.

@ Lett! En rotasjon R endrer ikke |z| siden RTR = I, og da endrer ikke R minkowskiproduktet
heller.

Dette hadde veert en finfin oppgave i TMA4106, men jeg visste dessverre ikke om den da jeg
laga TMA4106.

La oss sette y = v/|v|. Vi beregner fgrst

1 0 0 0
2 |0 v Y2y Ysh :(1 0)
0 192 YaYs Yslo 0 ny
0 v1ys Y293 Ysys
og
0 —Y1 Y2 —Y3
3_ | W% 0 0 0 B
K= —yy 0 0 0 =K
—y; 0 0 0

slik at K* = K2 og K° = K3 og sa videre. Dette gjgr det enkelt & summere opp eksponensialfunksjonen:

> )\2n+1

o
—I+KZ Gn Tl Z‘{

=I + K sinh()\) + K?(cosh(\) — 1)

2n

@ Siden A\{ K og A\, K apenbart kommuterer, kan vi enkelt og greit regne ut at

AR\ + Ay) = eKO1tA2) = KODHEOS) = (KO K02 = A(X)A(Ay)

Minkowskiproduktet er gitt ved

ct

T

<Cta517173327553)"7 !

Lo

L3

og vi ma ha at

ct ct
T T
(Ct’fvazws)n M= (Ct,xh%a%)ATW\ !
Lo Lo
T3 T3

for alle hendelser (ct,x,, 25, 25) som kun er sant dersom n = ATnA.
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Husk at ct = x, bare for & forenkle notasjonen litt. Inspirert av siste oppgave i 4-6, setter vi

_0_
Oz
9
ox
vx - 81
Oz,
_9_
Oxs
slik at
0, =VinV,
siden
0 0
Y _. 2
ot ox,
Setter vi y = Az, far vi (fra kjerneregelen)
VI =vIA
og
V,=A"V,.

Oppgave 10 og symmetrien til A gir nd at

O, = VInV, = VIARATV,, = VIATAV, = VIV, = O,
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4 - 12 - KRASJKURS | RESIDYREGNING - LF

Ops, vi beregner:

2

COS 2 (=12t 1 1

(2n)! 2 22 e

|
| -
gk

\

|

|

25

n=0

som gir

COs 2

dz = —mi.

T
I\
o
o

@ Denne og, vi far

sin 22 1 & n(2z)2n L
_ [ = d
/ / e ;) 2n iy v

2 32 128 d 25671
— R — —_ ... z = — .
27 3'25 5!z3 T2 7!

Her er det kun i utviklingen til €!/# det dukker opp en 1/z, sa /ez +e'/% dz = 2mi.
r
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Denne er litt mer jobb. Det beste er kanskje a skrive det ut slik:

m OO

o
e tl/z —pzpl/z — Z - Z 71
m! z"n!

m=0 n=0

Z2 2’3 24
— 1 I T
<+z+2+3y+y+

PRESE A S
222 2z 4 2-31 2.4

1 1 1 1 z

T3 32 T30 Tam s
11 | 1 1

toa T s T2 Tann T

og nd ser vi at

1 1 1
+1/ — )i [T T H
/Fez Zdz—27rz<1+2+3!2!+4!3!+ )

Prinsipaldelen er alt som er markert i blatt:

ez+1/z 1/z

=c%e

22 23 Z4
=1 Z o4 4z 4
tit TS
N S
z 2 3 4

L S S
222 2z 4 2-31 2.4
11 1 1

+ommr o

tos t o+ +oomr o

3123 3122 31.22 3131 314!
1 1 1 1 1

T T s T2 Tasn T




TMA4101/4106/4111 /4121

@ Funksjonen
1

har en singularitet i z, = 0 og i z5 = 1. Laurentutviklingen i z, = 0 far vi ved & bruke den
geometriske rekken og skrive

1 1
=5 (I4+z+224)

f(2>2m—z

og na ser vi at z; = 0 er en pol av orden to. Laurentutviklingen i z; = 1 far vi ved & fgrst
taylorutvikle 1/2% om z, = 1. Vi har

dn
T = D
slik at
%:1—2(21—1)4-3(2—1)24-
—14+ Z (n+1)(z—1)"
og
6= g —12)22 _— (1 +Z "+ 1)(z— 1)%) == I EIUERNEE

og vi ser at z; = 1 er en pol av orden 1.

Disse er bare a hente ut av laurentrekkene. Vi far

res, of(z) =1 og res, _1f(z) = —1.

/22(11—2) dz = 2mi (resZOZOf(z) + resz():lf(z)) =0
/22(11_2) dz = 2mires, _, f(z) = —2mi

1 . ]
/ (1 =g = 2riress—of(z) = 2mi
Siden

est est

241 (s+1i)(s—1)

er funksjonen singulaer i s = 41, sd her er det noen poler og de ma helt klart vaere enkle. Hvis
polen er enkel ser vi av formen p& laurentrekken at vi kan gange med (s+1i) og ta grenseverdien
inn mot s = F¢ for & f3 residyet:

s—i s—i (S + Z) 2

res,,_ 1 f(s) = lim (s + ) f(s) = lim ——— = —

s——1 s——1 (S — 7,) 21
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Summen av disse to er helt klart sint. Denne er ogsa enkel 3 ta med cauchys integralformel,
som utledes i siste oppgave.

Denne er for vanskelig for eksamen. De av dere som trenger inversformelen for laplacetransform
i avansert linezr systemteori vil antagelig bli plaget med utledningen av foreleseren i kurset.

https://en.wikipedia.org/wiki/Residue_(complex_analysis)

La

a= res f(2).
Dersom -
__Ga o 1 (2p) n
O D
ser vi at

x© £(n)(y il
lim(,z—zo)f(z):ZILIEO <a+2f (20) (2 — 25) )za

N |
229 =0 n.

For den enkle polen i z =1, far vi

.o —1
e D/E =l =1
og for den doble, far vi
res f(z) = lim (fo(z)) = lim ! =1
z=0 20 dz z—0 (1 — 2)2


https://en.wikipedia.org/wiki/Residue_(complex_analysis)
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