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3-1- FLUENS STOLTE GANG OVER RULLEGARDINEN - LF

Vi trekker likningen z;, + x5 = 0 fra z; + 25 + 25 = 1 og far x5 = 1, og ser at alle vektorer pd
formen

passer i likningssystemet. Dette er jo en rett linje, og derfor kalles gjerne det & sette opp

ue

Igsningsvektoren “a parametrisere Igsningsrommet”.
Denne kan du Igse omtrent pd samme mate.

Her er det antagelig lurt 3 vite at = : [0, 27) — R? gitt ved

cos ¢
z(0) = .
() ( sin 0 )
er en finfin parametrisering av enhetssirkelen, og passer derfor i likningen 2% + 22 = 1. Den
siste komponenten finner vi ved & skrive x5 = —z; — x,, slik at

cos b
x(t) = sin 0
—cosf —sinf

er en parametrisert kurve som passer i begge likninger.

Dersom vi setter z; = s og wy = —s, har vi noe som passer i likningen z; + x, = 0 og setter
vi

slik at

er det gudd.

Vi tar utgangspunkt i parametriseringen for enhetssirkelen

cos 6
z(0) = ( . > .
sin 0
A justere radien til noe annet enn 1 er bare 3 gange hele greia med radien, og sentrum flytter

vi ved 3 legge til en konstant vektor. Sirklene har likninger

(7 —1)2+22—-4=0 og (v —4)2 + (25— 2)2-3=0
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s parametriseringene blir

1 cosf 14+ 2cos@
0 = 2 =
=(6) (0>+ (sinﬁ) ( 2sin 6 )

4 cos @ 4+ +/3cosb
2(0) = (2>+\/§(sin9> B <2+\/§sin9)'

@ Nok en gang bygger vi videre pd gamle ting, og innser raskt at

acos b
z(0) = .
bsin b

og

passer i ellipselikningen

2 2
ry | Ty
—+ 5 =1L
a b

Den fgrste likningen er av denne typen med a = 1/v/2 og b = 1, s3

1
£(0) ( \/5.0050)
sin 6

gjgr jobben. Den tredje komponenten regner vi ut ved d ta 5 = —2, — 25 = —% cos —sin @,
slik at vi far
% cos 6
z(0) = sin 0

—% cosf —sin @

En ellipse har parametrisering

acosf
bsin 6
cosa —sina acos 6
y(9) = R()z(9) = (sina cos & ) (bsin@)’
(0) = 1 (1 —1> acosf 1 acosf —bsinf
Yy V211 bsind | 2 \ bsin®+acosh )’

/Fds:/ab]dc(t)\dt

er en definisjon, og den kan motiveres pa flere mater. Steg én er a ta en titt pa denne figuren:

@ Formelen
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Her er intervallet [a,b] pa t-aksen partisjonert i n korte linjestykker med lengde hj. De
korresponderende krumme lengdene i z-koordinatsystemet heter L, se fargekodene. Buelengden

er
n—1 n—1
ZLk ~ Z |2 ()| P,
k=0 k=0

og vi har god tro pa at uttrykket pa hgyre side blir en bedre approksimasjon etter hvert som
partisjonen gjgres finere. Men uttrykket til hgyre er en venstre riemannsum for funksjonen
|(t)|, s& nar partisjonen blir finere, gér denne summen mot

/ab (t)] dt.

o(t) = <ln(1 +t2)>

2arctant

Funksjonen z : [0,2] — R? gitt ved

er spesielt designet til NTH av en ekspert pd & konstruere parametriserte kurver man kan
beregne buelengden til. Vi finner fgrst tangenten

i) = o G) |

og banefarten

og buelengden
2

2
. 2 -1
z(t dt:/ dt = 2sinh " (2).
[ = [ 2)

Tangenten til ellipseparametriseringen er
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og banefarten er

|z(0)| = \/a2 sin” 0 + b2 cos? 0

slik at buelengden blir

27 27
/ |2(0)| d = / \/a2 sin” 0 4 b2 cos? 0 df.
0 0

Med a = 3 og b = 4 blir omkretsen omtrent 22.10. Integralet kalles et elliptisk integral, og
kan ikke beregnes analytisk. Det er av forskjellige grunner bergmt,® og kode finner du her:
https://folk.ntnu.no/mortano/python/kvadratur/buelengde/ellipse.py

Vi finner tangenten:

og banefarten

|z(t)| = \/singt—i—coszt—i—l =2

og buelengden:

b b
/|y'c(t)\dt:\/§/ dt = V2(b— a).

For buelengdeparametrisering méa vi ha et startpunkt, sa la oss sette a = 0 og b = ¢. Buelengden

er i s3 fall s = \/2t, s3 om vi setter inn t = s/\/§ i den opprinnelige parametriseringen, far vi
buelengdeparametriseringen

cos (s/\@)
xz(t) = | sin (s/\/§>
s/\/§

lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_integral


https://folk.ntnu.no/mortano/python/kvadratur/buelengde/ellipse.py
https://en.wikipedia.org/wiki/Elliptic_integral
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Den ser faktisk omtrent sdnn ut. lhvertfall nesten. Om jeg skulle tegna den i forelesning, ville
det ikke blitt mer ngyaktig.

Tangenten er

og enhetstangenten er

(1) = i(t) 1 (31&2) _ 1 (3t2) 1 (3t2/|t|>
[2()] Vot 42 \ 2t [t]Vor2 +4 \ 2t Vo 14\ 2t/lt] )
La oss se litt pd hva alle disse tingene blir ndr ¢ — 0. Det er lett 3 se at
1 1

lim ——— = =
=0 /912 44 2

og at
t2
lim 3— =0.
t—0 |t|
Men vi har
t
— = 1.
t—0+ |t|
og
t
lim — = —1.
t—0— |t|
slik at
0
Iim T(t) =1
dim T(¢) ( | )
og

0
lim T'(¢t) =1 .
dim T(®) ( -1 )
Dette betyr at om du gér inn i origo pa den negative siden av t = 0, peker enhetstangenten
rett ned, men nér du gar utover fra origo pa den positive siden av ¢t = 0, peker enhetstangenten

plutselig rett opp istedet. Den snur momentant 180 grader i ¢ = 0 fordi kurven stopper opp
og begynner 3 kjgre motsatt vei.
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Denne ser ut som z, = 2, bare plott i python og se.

Deriverer du likningen T'(t)TT'(t) = 1, far du 27°(t)TT(t) = 0 sa endringen i enhetstangentvektoren

star normalt pa enhetstangentvektoren. Dette har 3 gjgre med at enhetstangentvektoren ikke
endrer lengde, sa det eneste som endres med tiden er retningen den peker.

La oss gjgre dette for den sirkulaere heliksen. Tangenten er

—sint
z(t) = | cost
1

og banefarten er

|z(t)] = \/sin2t—|—cos2t+1 =2

sé enhetstangenten er

) —sint
T(t) = 7 cost
1

og enhetsnormalen er den normaliserte tidsderiverte av denne:

—cost
N(t)=| —sint
0

Merk hvordan sistnevnte alltid peker rett inn mot z5-aksen. Binormalvektoren er kryssproduktet
av disse to, og her vil jeg benytte anledningen til & avslgre et hemmelig triks dere kan bruke
for & huske den umulige kryssproduktformelen. Det er relativt lett 3 huske regnereglene for de
imaginaere kvaternionene:

ij=k gk =i ki=j
ji=—k kj=—i ik =—j

| dette kurset skal vi skrive

1 0 0
ege=1|0 e =11 e3=120
0 0 1

for standardbasisen i R?. Kryssprodukter mellom disse fglger den samme tabellen som kvaternionene:

e X ey = €3 €y X €3 = € €3 X €1 = €9

62X€1:—63 63)(62:—61 €1X€3:—€2

| gamle dager skrev vi i, j og k for disse vektorene, og tabellen er lett & huske siden den gverste
raden er syklisk pa bokstavene 1 2 3, og forhdpentligvis har du i ryggraden fra gymnaset at

€1 X €4 =€y Xey=egXez=0.
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Vi kan bruke disse regnereglene til & beregne kryssproduktet slik:

-1
Tx N :E (—eysint + ey cost + e5) X (eq cost + ey sint)

=
V2

+ €5 X €1 c08%t + ey X egsintcost

. .2
<—el X e;sintcost —e; X egsin” ¢

+e3 X ey cost + ez X eQSint>

sint
———1 ( (cos?t + sin’ t) 4+ e, sint — e cos t) = L cost
e
\/§ 3 ! 2 \/§ 1

Ved fgrste gyekast ser det kanskje ikke enklere ut enn & memorisere kryssproduktformelen,

men fordelen er at man kan skru av hjernen, s& med litt trening er det mye mer praktisk.
Krumningen

|2 (t) x 2" (t)] i
(V' ()T2'(1))

er et mal pa hvor fort enhetstangenten dreier, og torsjonen

B (m/(t) X x”(t))Tm”’(t)
) xar(0))?

er mal pa hvorvidt kurven ikke er plan i et punkt - null torsjon betyr at kurven ligger i et plan.
Begge disse er lette & beregne for den sirkulaere heliksen.
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3-2-0M KART OG KOMPASS OG TRYKK OG TEMPERATUR - LF

@ Gradientvektoren er
fx) =2z, + 2y + 1,3, 4 22, — 1).

Vi setter denne lik null

og far likningene

2x1+$2+1:0

som har Igsning x; = —1, x5, = 1. Nivakurvene er litt tricky - her gjelder det & ha et gye for
smarte koordinattransformasjoner. Vi husker rotasjonsmatrisen

sinae  cosa

o) =

cos & —sina>

Koordinatsystemet til x er rotert fgrtifem grader i forhold til koordinatsystemet y dersom

x = R(m/4)y

Lo \/i 1 1 Yo
Setter vi dette inn for z i unksjonen, far vi

f(x(y)) = f(Ry)

eller

1 o 1 1 9 1 1
= (=) o =) W Fye) + o () =y — ) — —=(yy +
5 (Y1 — ¥2) 5 (Y1 — y2) (y1 + ¥2) 5 (Y1 + ¥2) \/E(yl Y2) \/i(yl Y2)
3 1
= 5?4% + 5?4% - \[2312
og setter vi denne lik en konstant, far vi
3

1
SV U — V2y, =C,

som kan skrives om til
2
3y + (v, — V2) =2C +2
eller

yi (yz_\/i)Q
2C+2)/3 " 2042

som forteller oss at nivikurven til f(z) = C er en ellipse med halvakser /(2C + 2) /3 og
V2C + 2 med sentrum i y = (0,v/2)7 aka 2 = (—1,1)” aka bunnpunktet.
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Vi setter g inn i f og far den envariable funksjonen
flg(s)) = a(x; + scosB) + b(zy + ssinf) + ¢

sd kjerneregelen du laerte pd skolen gir oss at vi far indreproduktet mellom gradienten og
retningen:

%f(g(s)) =acosf + bsinf = (a,b) (COS 0)

sin 6

Tenk p3 retningen (cos ,sin §)7 som en dimensjonslgs ting du ganger med s for & fa en vektor

i R2.

Vi far f/(x) = BT. Strengt tatt er dette et spesialtilfelle av oppgave 3, men en morsom fun
fact kan vel ikke fremsies for ofte.

Hvis du skriver ut komponentene og tar jacobi, vil du se at f'(x) = A. Dette er det fgrste av
mange pene eksempler pad at regneregler du kjenner fra envariable funksjoner generaliserer pent
til flervariable dersom du setter inn matrisemultiplikasjon overalt der det er vanlig multiplikasjon
i regelen du kan fra fgr.

Sjekk forelesningen i uke 35.

@ Her er det bare & skrive om
til

og sa transponere til

Vi skriver ut
a1, a x
flz) = ( Ty Tg ) ( e ) ( ! ) = a1 23 + (a1 + agy) 212y + agyx3
som har gradient

(2a1121 + (agp + ag1) @y, (a19 + A1) T + 2a9575).
som er det samme som f’(z) = 27 (A + AT). siden
A+AT_( 2ay, a21—|—a12>.
arp + agq 2099

Vi kan alltid skrive
1 1
og 5 (A + A”) kalles den symmetriske delen av 4, mens 1 (A — AT) kalles den skjevsymmetriske

delen. Dekomposisjonen kalles toeplitzdekomposisjonen. Siden % (A+ AT) er symmetrisk,
er Vf=(A+ ATz
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Nar vi fant det kritiske punktet til
FB)=(y—XB)T(y—XB) =yTy—2y" XB+ BT XTXP
i TMA4106, gjorde vi slik:
VB =—2XTy+2XTXp=0
og regna ut at
XTXB=XTy
eller

-1

B=(XTX) XTy

om du vil.
@ Gradienten er
f(2) = (2a3071 + ay125 + ay, a1121 + 200575 + ag)
og det kritiske punktet tilfredsstiller likningssystemet

2a90T1 + a11%9 = —ay

Dette har entydig Igsning dersom matrisen er inverterbar og dette skjer hvis og bare hvis
2
4aggagy — aj; # 0.

Hvorvidt det er topp eller bunn skal vi komme tilbake til om noen uker, og a,,-koeffisienten i
den ideelle gasslov er 1/ Nk mens de andre er null.

Gradientene er

file) = (20 = 1),20,)  og  file) = (2e, —4), 2z, —2))
slik at
f{(L 1) = (072) og fé(la 1) = <_6a _2)

Tangentplanene blir

pi(s) = =3+ (0,2) (z;j) =—3+2(s,— 1)

og

51 —1
S5y —1

p2(s):7—(6,2)< ):7—6(31—1)—2(52—1>.

Nullnivdkurvene skjeerer hverandre i punktet s som tilfredsstiller

2(sy—1)=3
6(s;—1)+2(sy—1)=T.

og dette klarer du nok 3 regne ut.
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Nivakurvene til
fi(@) = (z; —1)?+ a5 -4
tilfredsstiller
(r,—1)2+25—4=0C

og er sirkler med radius v/4 + C med sentrum i (1,0)7. Den andre Igses p4 samme mate.

Denne oppgaven ser tilforlatelig ut, men peker frem pa en veldig viktig ting, spesielt for de som
skal lzre elektromagnetisme. Vi partiellderiverer og far

0 0 1 xq

7 u(z) = —_— :
Oz, 0y /2] + 23 + a3 (2 4+ 23 + x%)g/z

og
0 0 1
aiu(ﬂf) =3 7 2. 2 =2 3/2°
T2 T2 o+ x5 + 23 (22 4+ 23 + 22)
og
0 0 1
67“(33) =3 2 2. 2 - 3/2°
T3 T3 a1+ x5+ 23 (22 4+ 23 + 22)
slik at
u/(x)__ ($1,$2,CC3) :_£
(x2+:n2—|—x2)3/2 =]
1+ 23+ 23

Dette er en vektor som alltid peker rett inn mot origo, og nivaflatene er dgnn sfariske, altsa
kuleskall sentrert i origo med radius 1/C, siden likningen
1
uz) = ———==0C

Vi + a3+ 23

/ 1

kan skrives om til

Vi er interessert i funksjonen
I 1 B 1
2] Veos2t +sin’t+12  VI+EE
Denne er det bare & derivere med hensyn pa ¢, og fa
t
)=y
(1412)"?

eller bruke kjerneregelen og de foregdende oppgavene og fa

g(t) = u(z(t)) =

—sint
g (t) = o (z(t))a’ (t) = _ (cost,sint,t) cost | =—t
(1+t2>3/2 . <1+t2)3/2

som selvfglgelig blir det samme.
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Et skalarfelt av n variable har n partiellderiverte, og hver av disse er et skalarfelt med n
partiellderiverte, s& da blir det totalt n? dobbelderiverte. De rene dobbelderiverte til u er

0%u 1 x2
57 = " T3
o}, |z] |z|
mens de blandede er
Pu L wpa
oz, 0x;,  |z|°

Yes sir, | can harmonic function. | can harmonic function all the night:

3 3
Z @ — Z <3$/12€ _ )
=0t g\ P 2P
x? 1 x2 1 x2 1
—=(g=2L _ - 437™2 _ _~ 73
B ~ o 2~ B e )
3 3
=|—z =0
<Il‘!3 Il‘\3>
Cauchy-Riemann-likningene er
du_ov ou_ v
ox Oy oy Oz’

Dersom vi deriverer den fgrste likningen med hensyn pa = og den andre likningen med hensyn

pd y og antar at
0%v

0%v

Oyox - Oxdy’

(dette er sant, men litt for hardt for oss & bevise), far vi

0%y

a2 "

Likeledes far vi
9%v
Ox?

a7

T

82
Y_o.

9%v

ved 3 derivere C-R-likningene henholdsvis med hensyn y og = og anta likhet mellom de blandede
dobbelderiverte til u (som nok en gang er sant, men for vanskelig for oss & bevise). Real- og
imaginardelene til en kompleks deriverbar funksjon er altsd harmoniske funksjoner!

UKENS N@TTER

Det er na generelt slik at det & vise at noe ikke er sant dersom det ikke er sant, ofte kan
vaere lettere enn & bevise at noe er sant dersom det er sant. Grenseverdier er ikke sa enkle
a handtere i flervariabel kalkulus, men denne eksisterer ikke, og det kan vi se ved 3 bytte til

polarkoordinater

xqy =rcosf

Ty = rsinf
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og sette inn i uttrykket for f:

) .
f(rcpse) _ 2ricosOsing ., o osing
rsinf

r2
N3& ser vi at denne funksjonen er konstant pa alle rette linjer ut fra origo, men med forskjellig
funksjonsverdi 2 cos 6 sin 0 pa hver linje. Disse linjene mgtes i origo, sa det er klart at grenseverdien

der ikke kan eksistere. Hva skulle den veert?

Denne oppgaven er mest med for & illustrere at det ogsd kan veere vanskelig 3 avgjgre om en
grenseverdi eksisterer nar den ikke eksisterer. Vi prgver samme triks som i sted, og far

f (r cos 0) _ 213 cos? fsin O 2r cos? 6 sin 6

. = 2, nZo
rsinf ricost@+r2sin“0  r2costf + sin 6

Hvis vi bestemmer oss for en verdi for 6 og sa lar r — 0 slik at = gér mot origo, kan det ved
farste gyekast se ut som om grenseverdien er null, siden telleren gar mot null og nevneren mot
sin” §, men dette er feil. Hvis vi sniker oss inn i origo pa en slik mate at sin® 0 gar mot null
etterhvert som vi narmer oss origo ved 3 reise inn langs kurven x, = z7 istedet, far vi

f 1 :2_‘77411:1
x? 2z7

som helt klart gar mot 1 nar z; — 0. S3 denne grenseverdien eksisterer visst heller ikke, men
det var litt vanskeligere & oppdage.
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3-3- OM LANDEGRENSER - LF

Vi setter gradienten til A lik null:

—2$1—$2+4:O
—x,—4z,+6=0

som lgses av z, = 8/7, x; = 10/7. Vi vet ikke at vi er pd en topp og ikke en bunn, men det
skal vi finne ut av i denne gkten.

Se oppgave 4.

La oss sende en rett linje gjennom punktet a slik:

Parametriseringen for den rette linjen er

x(t)—a+tv—<“1)+t(”1) teR
Ay Vg

La oss definere
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og sa bruke kjerneregelen pa g, og fa
g'(t) =f"(x(t))x’(t)
=f"(a+ tv)v

_ (;ﬁi(awv), ;é(“”“)) (2 )

_of of
—Ulaixl(a + tU) + /U287x2(a + t’U)

Na kan gjenta denne suksessen og derivere dette uttrykket med kjerneregelen, og fa

d (0 d (0
g (t) =01 (ag{l(a—i-tv)) +v2$ (aé(a—ktv))

0% f 0% f 0% f 0% f
=u, (vlam%(a + tv) + v, g0, (a+ tv)) + v, (vl 901, (a+tv) + UQO—;U%(CL + tv))

Hvis du na skriver ut

a a )
UTAU:<U1 Uz)( 11 12)(1)
Qg1 Qog Vo

_.2 2
=V70q1 + V1 Va0 + V1 Va1 + V3099,
ser du at vi kan skrive

g’ (t) = vl " (a + tv)v

o2f > f
7= 0x32 Oz, 0,
- 9%f 9%f

Ox501, Ox2

der

Vi kan na taylorutvikle g:

g(t) =g(0) + ¢’ (0)t + g”(O)t; 4o

2
= (a)+(f/(a)v)t+(va”(a)v)%+...

Merk ellers at
9'(0) = f'(a)v

som vi kjenner igjen som den retningsderiverte til f i a.

La a veere et av f sine kritiske punkt. Vi tar en motorsag og snitter flaten til f(x) langs den
parametriserte linjen a + tv, og s taylorutvikler vi motorsagsnittfunksjonen ¢(t) = f (a + tv)
om t = 0, slik som i forrige oppgave. Siden f’(a) = 0 dersom a er et kritisk punkt, blir

taylorutviklingen
2

fla+tv) = f(a)+ (T f" (a)v) % + -

Dersom ¢ er bitteliten og f oppfgrer seg bra nok til at (v f” (a)v) % fullstendig dominerer
alle leddene som kommer etter, kan vi nd konkludere med fglgende tabell. La \; og A\, vaere
egenverdiene til f” (a).
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= Dersom \; og A, er positive, er a et bunnpunkt.

= Dersom A\; og A, er negative, er a et toppunkt.

= Dersom A\, og A, har forskjellig fortegn, er a et sadelpunkt.

= Dersom en av dem er null, gir testen ingen konklusjon.
Hvordan kan vi vaere s3 freidige? Siden

aZf 82]('

0xo0x,  O0x,0T,

for alle funksjoner du kommer til & plages medl er f” (a) symmetrisk, og fglgelig ortogonalt
diagonaliserbar. La u; og u, vaere ortogonale egenvektorer til f” (a). Disse utgjgr en basis for
R2, s3 vi kan alltid skrive

V= iUy + Couy

og regne ut den kvadratiske formen

T

UTf” (a)v={(cru; +cauy)” f"(a) (cru; + couy)

T

= (C1uy + catg)” (Ajcquy + Agcatiy)
2 2

:)‘10% lug|” + >\2c§ |tg]

Dette uttrykket er helt klart positivt for alle v i det fgrste tilfellet, og konklusjonen fglger siden
vi fglgelig alltid legger noe til f(a) i nerheten av a nar vi beveger oss bittelitt vekk fra a.
Samme resonnement dersom egenverdiene er negative. Dersom egenverdiene har forskjellig
fortegn, kan vi bruke samme resonnement pd v = u; og v = uy og konkludere med at det
finnes en retning der vi gar nedover og en retning der vi gar oppover, slik at a er en sadel. Hvis
en av egenverdiene er null, finnes det en retning der vZ f” (a) v = 0, og i s3 fall trenger vi flere
ledd i taylorrekken for & konkludere. Hvis begge egenverdier er null, er f”(a) nullmatrisen, og
da sier andreordensleddet ingenting om hva slags punkt a er.

Dersom alle egenverdier er positive, sier vi ellers at matrisen er positivt definitt. Tilsvarende
for negative egenverdier.

Hessematrisen til fjellet i oppgave 1 er

po= (2 )

som har karakteristisk polynom
—2—A —1 9
det 1 4y =24+NA+AN)—1=T4+6A+ X
og egenverdier

A=—-3+2

som begge er negative, og fglgelig kan vi vaere sikker at dette er en fjelltopp og ikke en dalbunn.

zy(z2—y2

1Det finnes patologiske unntak, slik som for eksempel % der de blandede andreordens partiellderiverte ikke

er like, men disse er konstruert av matematikere for & krangle med folk som er uforsiktige nok til & pastd at de blandede
andreordens partiellderiverte alltid er like. Se ukens ngtter.
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Hessematrisen er X7 X og denne er som kjent positivt definitt dersom X har full rang, sa da
ma det kritiske punktet vaere et minimumspunkt.

Du m3 lete etter maksima og minima til de tre envariable funksjonene
h($1,0)2—$%+43?1+8 x) € [0a4]
h(O, 1’2) — —258% + 6[172 + 8 .732 (S [O, 3]

h(4cosf,3sinf) =
—16cos®# — 12 cos @sin § — 18sin” § + 16 cos 6 + 18sin 6 + 8 6 € [0,7/2]

Det er trivielt & se at de to fgrste har globale minima i endepunktene og globale maksima i
kritiske punkter. Den siste er uhdndterlig med penn og papir.

Siden f er et andreordens polynom, kan vi skrive

2
flatt)=f(a) + (7 f" (a)v)
og siden f”(a) er negativt definitt, vil funksjonsverdien i et tilfeldig punkt i R? vaere funksjonsverdien
i det kritiske punktet pluss noe negativt. Derfor er det klart at det kritiske punktet er et globalt
maksimum. Minimumspunktene ma sitte pd 0f2, si la oss sjekke. Funksjonsverdiene pa de
rette delene har dpenbart minimum i endepunktene, og funksjonensverdiene pd den krumme
delen av 052 kan skrives

h (4cosf,3sinf) = —12cos sinf — 2sin° § 4 16 cos § + 18sinf — 8 6 € [0,m/2]

sd her ma vi nesten plotte litt:

9.2

9.0

8.8

8.6

8.4

8.2

8.0

Det er klart fra figuren at de lokale minima finnes i endepunktene ogsd pd den krumme delen,
sa da ma vi sjekke

f(0,0) = f(4,0) = f(0,3) =8
og globalt minimum er 8.

Lagranges multiplikatormetode er basert pa en ide som er veldig enkel 3 forstd om man har
det klart for seg hvordan gradienten til en funksjon skal tolkes geometrisk. Den er ogsa til
god hjelp dersom man gnsker en enkel huskeregel nettopp for & huske gradientens geometriske
tolkning. Huvis jeg sier at man gar en tur pa den elliptiske kurven i figuren under, klarer de aller
fleste uten & tenke seg om merke av turens hgyeste og laveste punkt:
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Djupsliaétte

Nordrenna

S °
s Grékallian.

Grakallen

Varden

Y |

4 ¥

N3 gjelder det & tenke p& f (altsd den funksjonen du skal maksimere eller minimere) som
en funksjon som beskriver fjellet du gar pa. Nivakurvene til f er det som er printa som
ekvidistanselinjene pa et vanlig turkart. Den snedige ideen til lagrange var a se pa turtrajektorien
som nivakurven til en eller annen annen funksjon g, og sé innse at i f sine topp-, bunn- eller
sadelpunkter ma gradienten til f veere parallell med gradienten til g, siden gradienter
og nivakurver star normalt pa hverandre.

Djupslaette

Nordrenna

e °
& Grakallian

Grakallen

Varden

L) ."\.

Denne ideen gir tre likninger

<
~
—
=
I

AVy(z)

som kan lIgses for x og A. Det er litt forskjellige betingelser ute og gar; f og g ma vaere
deriverbare, og gradientene kan ikke vaere null, og du ma ikke vaere i endepunktet for trajektorien
og litt forskjellig.

Alternativt kan vi parametrisere kurven og bruke kjerneregelen og fa
VI f(a(t)a(t) =0

siden f(x(t)) har et lokalt maksimum og
VTg(a(t)@(t) =0

siden g(x(t)) er konstant.
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@ Gradienten til L er

V(a) = (o) o 5(0))

of dg of
= (83:1@) — )\87:61(33)7 87%@:) - )\8%(%),0—9(33))

og setter vi denne lik null, far vi lagrangelikningene siden trajektorien er gitt ved g(x) = c. Vi
kan nd prgve oss pa den krumme delen av 02, som har likning

ﬁ_i_lj:l
16 9
slik at
2 2
_4 1

Gradienten til g er
") = (F 25%)
7@ = (5
mens gradienten til h regnet vi ut i oppgave 1:
(@) = (22 — 25 + 4, —2) — 425 +6)

Alt i alt far vi likningssystemet

—9my —my 4= AL
8
2
—$1—41‘2+6:)\&
9
2 2
ﬁ+&:1
16 9

De to fgrste likningene kan skrives om til
(A +16)x; + 8z, = 32
9z, + 2(A + 18)z, = 54

og i dette tilfellet synes jeg det er kjappest a bare invertere matrisen og skrive

v 20+ 16)(/\1+ 18) — 72 ( 2</\—Jr918) (A 1816) ) ( gi >

T+ 16)()\1+ 18) — 36 ( 2(A—Jr918> (A —|_—816) ) ( ;g ) ‘

Setter vi denne inn i ellipselikningen, far vi en fjerdegradslikning som er uhandterlig med penn
og papir, men triviell & Igse med en numerisk likningslgser.
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Gradienten til fjellet er

og setter vi

blir

Lagrangelikningene blir

_2.%'1 — .%'2 - 2)\.%1
_'1:1 - 2$2 — AIE2/2

eller

20+ 4+ N)zy =0

Dersom matrisen er inverterbar, er x = 0 den eneste Igsningen, og dette punktet ligger ikke pa
ellipsen, s& da fér vi nesten kreve at determinanten

pA) =21+ XN)(4+X)—2=2\2+10\A+6
blir null, noe som skjer nér

5+ V13
e

A

Likningen 2(1 + \)z; + x4 = 0 gir i safall at

(2):S(—2<11+A>):S<3i1m>'

Hvis vi na setter inn disse punktene i ellipselikningen, far vi
1
52 (1 - 1(3 + \/13)2> =1,

slik at

1 2
+

s =+ = .
NERRCERViEiE 4+ (3+V13)2

Alt i alt har vi nd de fire punktene

- 4+(32;|:\/ﬁ>2 (3i1\/§>'

N3 er det bare 3 putte disse inn i h og sjekke hvilken som gir stgrst verdi.
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Vi setter

9(x) = 6(x; + 9)* + 2(x; — 25)?,
og beregner
f(z) =(1,2)

og
g (z) = (12(xy + x5) + 4(T) — 49),12(21 + 24) — 471 — 7).

slik at lagrangelikningene blir
12(2q + x5) + 4(z1 — 25)
12(2q + x5) — 4(zy — 25)
6(zy +25)% + 2(x; —25)° =

A
2X
3

nd er det kanskje ryddigst & sette u = x; + x4, v = x; — x4, slik at likningssystemet blir

12u +4v = A\
12u — 4v = 2\
6u® + 202 =3

Gausseliminiasjon av de to fgrste likningene gir

(1)=5(4)

og setter vi denne i ellipselikningen, far vi

6 2
2= — =
# (5 51) =2

som gir
A=4+v24 =+2V6

Siden f er plan, gir en av disse maksimum, og den andre minimum; de faktiske x-koordinatene
finner vi ved & Igse likningssystemene

(o) =B ()

og evaluere f for & finne hva som er maksimum og hva som er minimum.

Vi setter lengdene i X og vekten i y. Dersom han har mélt de samme kolbene to ganger

i samme rekkefglge men med forskjellig enhet, kommer disse kolonnene til & vare tilnaermet
parallelle, og fglgelig far ikke X full rang. Dersom to av kolonnene i X er parallelle, er ogsa to
av kolonnene i X7 X parallelle, og da vil python klage pa at X7 X ikke er inverterbar nar han
Igser normallikningene X7 X5 = XTy.

La g(B) = |B]?. Gradienten til

fB) == XB)"(y—XB) =y"y—2y" XB+ " X" Xp
er fortsatt

VB =—2XTy+2XTXp=0
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men na skal den settes parallell med

Vy(B) = 28.
Vi far
—XTy+ XTXB = \3.
som gir
(XTX —\I)B=XTy
eller

B=(XTX =) XTy.

Denne ble litt for komplisert for penn og papir. Det er visst komplisert i virkeligheten ogsa, se
her: https://en.wikipedia.org/wiki/Ridge_regression

Singulaerverdiene til enhetsmatrisen er alle lik 1, s& dette er trivielt.

Aksiomene er
= |lz|| > 0 dersom x # 0
* Jaz| = lal|z]
= Nz 4yl <l + [yl

| TMAA4106 sjekket vi at (z,x) er et indreprodukt, s& det fgrste er greit. Aksiom to fglger av
lineariteten til indreproduktet, mens aksiom tre er trekantulikheten, ogsd bevist i TMA4106.
Vi ma skissere algebraiske kurver pa formen

P +yP =1
Dersom p = 1 far vi fire likninger pa formen
+tr++y=1
alt etter i hvilken kvadrant vi er i, sd vi far en klassisk diamant. Nar p — oo, far du co-normen

0o — k
[l = max|z,|

for nar p blir stor, er

Z|$k|p ~ |z P = |z
%

der x; er det stgrste elementet. For p = oo far vi likningen
max(|z], |y]) = 1

som rett og slett blir enhetskvadratet. For p = 2 fér vi den vanlige enhetssirkelen, og for andre
p far vi forskjellige mellomting mellom p = 1 og p = oo, se figur her:
https://math.stackexchange.com/questions/1746413/p-norm-with-p-to-infinity
eller her:

https://en.wikipedia.org/wiki/Norm_(mathematics)#Properties


https://en.wikipedia.org/wiki/Ridge_regression
https://math.stackexchange.com/questions/1746413/p-norm-with-p-to-infinity
https://en.wikipedia.org/wiki/Norm_(mathematics)#Properties
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Hvis du inverterer svd-dekomposisjonen til A, vil du se at du snur singulaerverdiene pa hodet
nér du inverterer A.

Dersom OS2 har et knekkpunkt, vil ekstremalpunktene pa 92 kunne havne her, se for eksempel
konten i 24. En sirkel i en-normen har knekkpunkter pa koordinataksene, sd da settes noen av
komponentene i 8 lik null ndr man finner ekstremalverdiene.

20-22 | Dette kommer ikke pa eksamen.
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3-4-0M VAR OG VIND OG KRAFT - LF

@ Dst-sgregstlig svak vind.

Her er noen numeriske Igsninger plotta oppa vektorfeltet - merk hvordan Igsningstrajektoriene
er parallelle med vektorfeltpilene:

Dette er oppgave 2 pa eksamen i TMA4106 varen 2025:
ttps://mortano.folk.ntnu.no/eksamen/
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Se side 124 her: https://mortano.folk.ntnu.no/notater/sivingmatte.pdf

Her er konturplot og gradientfeltplot av fjellet pd fgrste side i forrige gkt. Merk hvordan
gradientpilene star normalt pa nivikurvene.
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De blandete partiellderiverte til et skalarfelt er like unntatt i patologiske unntak, sd du kan
sjekke om

o _9h
Ory Oz

Dersom dette er tilfelle er det bare & sette i gang og lete etter potensialfunksjon.

@ Det er to tidevannsbglger pa jorden - én fra solen og én fra manen. Den fra manen dominerer,
men ndr manen, jorden og solen stér p3 en rett linje (sdnn ca ved fullmane og ingen mane),
kommer topp og bunn samtidig og sa blir det lavere fjaere og hgy flo. Hvis du da har litt for
kort fortgyning og ikke noe dragtau til land, kan baten stikke av. Det gjorde var bat en gang.

Den tok med seg hele fortgyningen og seilte av garde! Selv en liten bat kan Igfte en fortgyning
pa flere hundre kilo av sjgbunnen.

Hvis vi setter massene m, i origo, ms i 7 = 1 og my, i punktet a der 0 < a < 1, kan vi finne
punktet der gravitasjonskreftene balanserer hverandre ved a sette opp gravitasjonskreftene pa


https://mortano.folk.ntnu.no/notater/sivingmatte.pdf

TMA4101/4106/4111 /4121

my fra m; og my lik hverandre:

Gmimy  Gmgymy

a? (1—a)?

Ganger vi opp med a?(1 — a)? og Igser for a, far vi

My £\ /mymg

my —mg

der den ene Igsningen gir et punkt mellom origo og r = 1 der kreftene balanserer hverandre.
Den andre gir et punkt bortenfor r = 1 der kreftene er like store men rettet samme vei.

Vi husker at

u'(m):— <$1,ZE2,$3> _ <

3/2 (23
(23 + 22 + 22) / ]

sd vi har altsd at

(2) 1 1 x
CUZ‘ = — €T g

3/2 2 3

(3 + 22 + 22) / Ty ||

F(z) = —Gm;myu’(z)7T.

@ Det er ikke sa lett & lage et pent plot av dette med vektorpiler, for det elektriske feltet helt
innerst mot ladningen blir helt ekstremt sterkt. Sa her er et plot som ser veldig stygt ut og tar
litt tid & bli vant med, men det lyver ikke. |kke noe lagrangepunkt her nei.
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10-1
Logr gmmy
z>|zf? ||® |z|°
Py =9 | g%t L g3 a1
dmeg |5 >zl |25
T3, R S |
|z[° ||® 22 |zf?

2
. . 10 0 3 i 1’1»;52 L1123 q 1 3 T
:r W 0 1 O — W $2x1 $2 x2x3 = ﬁ WI N Wxx
TEY 00 1 Tyl TyT, T3 ’

Denne blir null. Dette er det samme som 3 si at spenningen til en punktladning i ro er en
harmonisk funksjon - se oppgave 11 i gkt 3-2.

Et stringent bevis er litt for hardt for TMA4111, men den korte forklaringen er at en similaritetstransformasjon
A=VBV!
ikke endrer hverken spor eller egenverdier, og da ser vi av jordandekomposisjonen
V3IAV =J

at sporet til A ma vaere det samme som summen av egenverdiene, siden begge disse er summen
av diagonalelementene i J.

Dette er pa en mate litt trivielt, likningen
q=p

sier bare det samme som definisjonen av p og ¢, mens 0 + gsin 6 = 0 gir

. 9.
p=—=sing
l
nar du bytter ut # med ¢ og 6 med p.
Jacobimatrisen til
1
L(p,q) = 5p* + %Cosq

er

L'(p,q) = (p, —% sin q)

som er den transponerte til hgyresiden i pendelsystemet.

Lagrangefunksjonen

1 1
L(p,q) = 5292 — §q2

har en gradient som er den transponerte til hgyresiden i klossesystemet
q=p
p=—q
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Dette blir hamiltonfunksjonen

1 g
H(p,q) = 5192 — 7 Cosg.

Dersom vi deriverer H(q(t), p(t)) med kjerneregelen, far vi

d OH  OH
—Hgt),p(t)) = —¢ + —p =
7 (q(t),p(1)) 94 q+ o ! 0
siden vi antar
_oH _ 0H
= "p Y

Dersom du har luftmotstand eller friksjon eller sant, kan ikke vektorfeltet vaere konservativt.
Dette skal vi se i neste uke.

pendel

0.6

0.4

0.2

0.0

—0.2

vinkel

—0.4 4

_D.ﬁ -

_D.B -

1.0

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
fart
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3-5-LINJEINTEGRALER I - LF

Dette gjgr jeg ganske ngye i forelesning.

Det enkleste er & kreve at kurven er glatt, og den enkleste maten 3 f& dette til pa er 3 kreve
at komponentene er deriverbare og at z(t) # 0 for alle ¢ i definisjonsmengden. Da vet du at
kurven aldri stopper opp og at den aldri snur og kjgrer bakover.

Brugdens trajektorie I' er parametrisert ved

cost
o(t) = (sint) ’
der /2 <t < 2m. Linjeintegralet blir
27
[ras= [ sl d
T /2

2m
:/ (1 + costsint)y/(—sint)2 + (cost)? dt
/2

27
1
:/ 2 +sin(2t) dt = - (3 —1).
/2 2

Brugden spiser altsa % (3m — 1) plankton pa sin tur fra xy-aksen til z,-aksen. Ordet “plankton”
er avledet fra det greske ordet for “& drive”, sa plankton er en fellesbetegnelse for levende ting
i havet som ikke kan svgmme horisontalt. Noen typer plankton kan svgmme vertikalt, og det
er mye som er plankton som man ikke tenker pd som plankton.

Vi ma fgrst parametrisere den rette linjen. Dette kan gjgres pa mange mater, men for eksempel

x:[0,1] — R? gitt ved
=)+ ()= (")

gjor jobben. Linjeintegralet blir

/fds:/ A+ -0/ 2= V2
T 0

6

Vi kan prgve x : [0,1] — R? gitt ved

o-()-e()

(")

https://en.wikipedia.org/wiki/Plankton


https://en.wikipedia.org/wiki/Plankton
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Denne kurven reiser ogs3 fra (1,0)7 til (0,1)7, men med varierende fart (fgrst sakte og s3
fortere). Linjeintegralet blir

/f ds _/ (1+ (1 —t2)t2)\/(=2t)2 + (2t)2 dt
T 0

V2

1
:/ (142 —th)|2v2t] dt = —~
0

@ Linjeintegralet blir

4m
/f ds :/ —(—t)\/(—sint)? + (cost)? + 12 dt
0

r

47
2\[2/ t dt = 8m2V/2.
0

Tre meter ganger ti newton blir tretti newtonmeter eller joule som vi sier. Massen til tingen er
uvesentlig.

Sa da blir det tre meter ganger ti newton ganger cosinus til fgrtifem som er en pa roten av to.

0
F(ac):( 0 )
—mg

og fluens trajektorie kan parametriseres ved x : [0, 1] — R? gitt ved

3 3t
m):t(o) :(0)
1 t

dersom vi legger startpunktet i origo og punktet pa pulten i (3,0,1)7. Arbeidet blir

@ Tyngdekraften er

1 3
W:/F-d.s:/(0,0,—mg) 0| dt=—-mg-(1-0)
T 0 1
eller —mgh som vi ville sagt pa skolen. Arbeidet er negativt fordi fluen ma jobbe mot tyngden.
Parametriseringen er x : [0, 47] — R? gitt ved

cost
x(t) = | sint
t

4m —sint 4m
W:/F'ds:/ (¢,0,0) | cost dt:—/ tsint dt = 4m.
r 0 1 0

Her far altsé steinbiten litt hjelp av vannstrgmmen.
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Dersom vi tidsderiverer E(t) = 1m|&(t)|?. og bruker Newtons andre lov, far vi
E(t)=miTi = FTi,

og integrerer vi igjen, far vi

sd arbeidet som gjgres av netto kraft er lik endring i kinetisk energi. Fysikerne kaller dette
arbeidsenergiteoremet eller noe i den dur.B Den kinetiske energien i 7 skal vaere lik arbeidet
utfgrt, s& da blir det roten av to ganger tretti joule delt pd fem kilo, s& omtrent 3,5 meter
per sekund tenker jeg. Ditto pd 8. Kraften oppover bidrar bare til 3 avlaste gulvet litt, mens
arbeidet i bevegelsesretning gir kinetisk energi.

Det som er lurt & vite om arbeid, er at noen ganger slipper du faktisk & beregne integralet. Det
er derfor jeg plaget deg med gradientfelter i forrige gkt. Grunnen til at et vektorfelt sies & vaere
konservativt dersom det er gradienten til et skalarfelt, er at det korresponderer til fysikernes ide om
konservativt kraftfelt. Dersom netto kraft er gitt ved Fi(x) = —V’'(z)T, gir kjerneregelen en enkel
formel for arbeidet.

Dersom netto kraft er F(z) = —V’(x)T, blir

E(b) — E(a) = /F-ds

r

b
:/ F )T @) dt
b
_ _/ V' (a(t)) i (1) dt
b d

= —/a %V (x(t)) dt =V (z(a)) =V (x (b))

slik at
Eb)+V(x(b) =FE(a)+V (z(a)).

Fysikere bruker T istedet for E for kinetisk energi, men vi bruker allerede T for enhetstangentvektor,
temperatur, matrisetransponering og periode, s& kvota begynner 3 bli litt full.

Her er det bare & evaluere tyngdepotensialet i de to punktene og ta differansen. En av tingene
som dissiperer energi i solsystemet er faktisk tidevannsbglgene tyngdekraften lager pa legemer.
Det er dette som er grunnen til at manen alltid vender den samme siden inn mot jorden,® og
grunnen til at lo har massevis av vulkaner.

Det blir vel
qg 1
x) = —

¢ () drey ||
Siden det elektriske feltet har benevning kraft per ladning, ma vel potensialet ha benevning
kraft ganger meter per ladning eller joule per coulomb eller spenning som vi sier pd godt norsk.
Coulombkraften er kraften som holder alt sammen, inkludert stolen du sitter pa, sa ikke kgdd
med den.

2“The work-energy theorem” p3 engelsk.
3https://en.wikipedia.org/wiki/Tidal_locking
“https://en.wikipedia.org/wiki/Io_(moon)


https://en.wikipedia.org/wiki/Tidal_locking
https://en.wikipedia.org/wiki/Io_(moon)
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3-6- DOBBELTINTEGRALER - LF

Volumet av en dreiing av sinuskurven mellom to nullpunkter er

2

7'('/ sinzxdmzw/ 1 — cos(2x) do = =
0 2.J 2
Vi dreier enhetssirkelfunksjonen f(z) = V1 — z? og far
! 1
27r/ 1—2?de=2r(1— )= —.
A 3

For et vakkert volum:

2%4_23 1
42 32

Takhgyden er f(z) = x,x,, sa kapper vi grillhytten i to parallelt med x,-aksen, er arealet av
tverrsnittet gitt ved

Volumet blir

Ty (a6—ai)
/ T 1%y dzgy | dzq
0

@ Hvis du integrerer takhgyden z,x, fra z; = 0 til x; = 1, far du tverrsnittet

1
A(xy) :/ T Ty dTy
0
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sa motorsaga gikk horisontalt denne gangen. Volumet blir

//sz/: (/lel%d%)d%

Hvis du integrerer takhgyden x,z, fra x, = 0 til x5, = 2, far du tverrsnittet

2
A(:Ul) — / 3311'2 de
0

sd motorsaga gar vertikalt. Volumet blir

1 2
//f:/ / $1x2 d:L‘Q d:]jl
Q 0 0
1 1
1

0

La oss fgrst la saga g vertikalt. Hypotenusen i trekanten er gitt ved x, = 2z, sa arealet av
tverrsnittet blir

To=2

dx,

ro=0

2x,
A(xy) = / T Ty ATy,
o}

og volumet blir

1 2z,
//f :/ / :L‘IIL‘Q dl’le’l
Q 0 0

1 1 2z,
:2/ 7,73 dxy
0 0

1
1
=2 Sdr, = —=.
/0 L1 4Ty 5

Lar vi saga ga andre veien, far vi tverrsnittsfunksjonen

1

A(xy) = / T Ty dxy,
To/2
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slik at volumet blir

5=
&h
[l

2 1
/ / T1%o dxdT,
0 Jz,/2

1 2 =1
:2/ 32, dx,
T1=T5/2
1 2
2/ fo Ty ATy = =

Her er en oppgave fra konten 2024:

@ Vi beregner

3 pdx,/3
//f:/ / 2?2 + 23 + 1119 — 37, — 379 + 3 dwyda,
Q 0o Jo

3
= [ @ty /3)+ 5 (413" + Gy (1, /37 — 32, (4, /3)

0
b4 64 8 8
3 3 3 2 2
= [ soy+ sx) + —oy — 4oy — 2] +4xy day
/03 81 9 3
1 16 2 4 8
=3 3 -3 - -39 4232
370 TR Y 3 g >t

=27+16+18—-36—-24+18 =19

Ty = 21, og den andre har likning x5, = 2 — x;, sd integralet blir

2—xqy
//f / / 1Ty dxdT,
1/ , T =2—x,
_5 L1To
0 T1=To

1
—2/0 ((2 —x9)% — x%)xz dzy = -

dx,

Gar vi motsatt vei ma vi dele opp integralet, sa det blir litt mer herk:

3 (42, /3)° +3 (42, /3) day

Her er det enklest & la saga ga horisontalt fgrst. Den ene skrd delen av randen har likning

1 T, 2 2—x,
// f :/ / X%y drodr —|—/ / 1%y dxodr = =
Q 0 Jo 1 o

Husk alltid a tegne opp, ellers er det lett a tenke feil.

Dette integralet gar fint & sette opp i én smell, men da ma vi ha noen triks vi skal laere

kommende uke. | pévente av det, ma vi nesten sette det opp i to deler enten slik:

zi+1 1 1-z4
—x;—1 0 ;-1



TMA4101/4106/4111 /4121

eller slik:

0 To+1 1 1—x,
// f= / / T1%o dxdT, +/ / 1Ty dxidry =0
Q —1 J—zy—1 0 Jxy—1

At integralene blir null, far vi fra symmetrien til Q og f(z) = x,z,.

Parabelen er surefjes og skjaerer x,-aksen i x; = +1, sa volumet blir

1-22
//f = / / 1Ty dxodry =0
Q —1J0

Ogsa her blir integralet null pa grunn av symmetrien til Q og f(z) = xz,. Integralet kan ogsa

settes opp slik:
1 1‘2
// f= / / 1Ty dxidry =0
1 af2

Kurven z, = 1 — 23 skjeerer z,-aksen i z; = 1, og wy-aksen i 5 = 1, s3 volumet blir

1 128
//f:/ / 1'1.172 d$2dm1
Q 0 Yo
1 9
2/0 xl(l—ml) dz, = 0

1 YT 9
f:// T Ty dridry = —.
//Q o o ' ' 80

Her er integranden en kjegle med hgyde a (slik som du har pa fotballbanen, formet som en
pyramidal ting med sirkuleert tverrsnitt), og den skjaerer x;x,-planet i en sirkel med radius q,
s3 volumet blir en tredjedel av grunnflate ganger hgyde, alts3 7a3/3.

eller

Dette er bare en halv kule med radius a, s& volumet blir 2% a®.

En sylinder med hgyde a og grunnflate ma?, s& volumet blir ma>.

Harete greier:

(16 z?)
// fas= / / —22 — 1 1y — 222 + 47, + 675 + 8 daodr,

sa denne tar vi med et triks vi skal leere kommende uke.

Siden |7,25| < 1 p3 enhetskvadratet i R?, kan vi skrive

- [
T1To) dT
//Ql_% [3 e

At det i dette tilfellet gér greit & bytte om rekkefglgen pd sum og integral har vi ikke laert, men
pytt sann. Vi er da ingenigrer.
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3 - 7 - KOORDINATAVBILDNINGER I - LF

Arealet blir mab. Jeg kommer ikke til & be deg om 3 beregne envariable integraler pa eksamen.

Sa lenge matrisen har full rang blir bildet av enhetskvadratet alltid et parallellogram med
sidekanter lik kolonnene i matrisen.

Her er kolonnene linezxrt avhengige, sa alle punktene pa enhetskvadratet legger seg pa den
rette linjen fra origo til (2,2)7.

Dette blir enhetskvadratet dreid vinkelen e mot klokken, om en rotasjonsakse som sitter i origo.

Vi har
(2 cosa —2sin oz) 5 (Cosa —sin a)
2sina 2cos« sina  coso

sd denne dreier enhetskvadratet og strekker det med en faktor 2 i alle retninger.

2-8| Her ser vi at
(2 cos —sina) _ (cosa —sina) (2 0)
2sina cosa sihae cosa 01
sa denne strekker med en faktor 2 i x;-retningen og dreier sd vinkelen o mot klokken.
Her er det bare & ta determinanten av matrisene.

Sa ) er et parallellogram, og vi kunne i og for seg delt integralet i tre slik:

1 2z, 2 pxq,/2+43/2 3 pxy/243/2
// f= / / 1%y dxodr —|—/ / X%y drodx —|—/ / 1%y dxodzy,
Q 0 Jz,/2 1 Jx,/2 2 J2x;—3

men dette er jo litt knotete. Vi kan heller observere at koordinattransformasjonen fra oppgave
2-1 tar enhetskvadratet til €2, s om vi trgkker funksjonsverdiene inn pd enhetskvadratet med
transformasjonen Ax og tar volumet under dem ma vi gange med 3 for & kompensere:

//Q f= 3/01 /01(2561 + @) (2] + 224) dwyda,

Samme greia her, men rotasjonsmatrisen strekker ikke areal, s det er nok 3 bare evaluere den
ideelle gasslov i de roterte koordinatene:

//Q f= /01 /01(3;1 cos(m/6) — xy sin(mw/6))(x, sin(mw/6) + x4 cos(m/6)) dryda,

@ Diamanten er bildet av enhetskvadratet under den affine avbildningen

y=V2R(n/4) (z—(1,1)"/2)
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der R(m/4) er matrisen som roterer 7/4 mot klokken (en affin avbildning er en linezeravbildning
pluss en konstant). Eventuelt kunne vi kjgrt enhetskvadratet flytta litt ned, og justert med
integralgrensene slik:

//Q /= 4/1/2 /1/2 () cos(m/4) — zysin(m/4)) () sin(m/4) + x5 cos(m/4)) dyda,

—1/2 J-1/2

Lureoppgave. Vi har tidlig i semesteret funnet at ¢’(z) = A sa jacobideterminanten til g er
determinanten til A.

Vi beregner

99, 99,
(r,6) 00 (r,6) _(cos& —rsin@)

g'(r.0)= sinf rcosf

%200y %%2(r,0)

og determinanten blir fglgelig
det ¢/ (r,0) = rcos 0 + rsin® 0 = r.

Siden rektangelet [0, 1] x [0, 7/2] gar til enhetssirkelskivens bit i fgrste kvadrant, blir volumet

1 py/1—a2 w/2 1
//f:/ / T1Ty dTodT :/ / r3 cos@sin 6 drd.
Q 0 Y0 0 0

@ Dette blir likt som forrige oppgave, men med litt andre integrasjonsgrenser.

3n/4 p2
//f / / r3 cosOsin @ drdf = 0.
1

Her er en generisk figur:

D

\kf

<0¢p
CA(—\I‘Q(/-

Siden massetettheten p er konstant, far vi

m—p//ﬂ—p-|A|
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der A er matrisen i linezeravbildningen. S& ma vi integrere funksjonene z; og x,. For eksempel
er massesenteret til den tingen i 2-1 gitt ved

1//$f<x) o 1 //Qarlf(a:) dz 1 Bp/o1 /0121:1—1-:):2 dzydx, <3/2>
m Jja

“m ~3 Lot ~\ 32
" //Qﬂfzf@f) dz P 3p/ / ) + 2y drydz, /
0 0

La oss si at kakestykket ) ligger med spissen i origo og gar vinkelen o ut pa hver side av
x,-aksen, har radius a og massetetthet p. Massen er m = paa?, og massesenteret blir

. 1 ,0/ / r? cos 0 drdf o0 1
frrr = | e -2 ()
m aa o
@ p p/ / r2sin @ drdf
—a Y0

Vi setter

u(x) = u(rcosf,rsinf) = v(r,0)

La oss fgrst derivere litt. Med hensyn pa r far vi

@ —%cose—i—%sin@
87" _axl :1:2
og
@ _2 %COSQ-F ﬂsinH
or? _87’ 8%1 61-2
—ﬂ@coseJri@sinG
Oy Or Oxy Or
0 ( ou ou . o [ ou ou .
_87331 (5‘331 cosf + %smé?) cosf + 783:2 (8361 cos + a%smﬁ) sin @

S& deriverer vi med hensyn pa 6, og far

v =— %rsinQ—F %TCOSQ

00 Oz, 0xy
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og
872” _2 —%rsin9+ %TCOSH
002 00 \ Oz, 0,
= — ;xlgzrsinﬁ + aa%gzrcosﬁ — 68;:17“0080 — 88;27“81119
= — 88301 (—Serinﬂ—}— &rcos@) rsin 6
+ (’9(22 (;}eriDG + gxl;rcose) rcosf
—%TCOSH—%TSHIH
0xy T

Hvis du nd tar noen av disse og deler litt pd noen r-er og setter dem sammen og gjgr alle
kanselleringene, vil du se at

u  10u 10%u 0%u  O%u

o Tror T roe T o T aad

En klassiker! Siden

(L) =) ([ )

Denne her

brsin

o

tar rektangelet [0, 1] x [0,7/2] til den kvarte ellipseskiven. Jacobideterminanten blir abr, og
volumet av grillhytten blir

ar cos 9)

1 /2
// f= / / (—1672 cos? §—12r2 cos 0 sin —18r2 sin® -+16r cos 0+18r sin 0+8) 12rdrd6.
Q 0 Jo

Du gar en skitur pa en gy gitt ved

h(z)=1—2% — 2,205 — 23
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der h(x) = 0 er havnivaet. Hva slags kurver er ekvidistanselinjene? Finn gyas totale volum.

KOOldinattlanS (o] mas'onen
:[2 \/§ y2

er en rotasjon pa m/4. Setter vi dette inn for x i funksjonen, far vi

2

flz(y) =1— ! (Y1 —92)” — ! (Y1 —¥2) (Y1 +y2) — ! (1 +y2)°

2 2 2
3 1
=1- iy% - 519%
og setter vi denne lik en konstant, far vi
3 1

som er ellipser. P3 havnivaet er C' = 0, slik at vi far ellipsen med likning

3 1
59% + 593 = 1.

slik at halvaksene er 1/2/3 og v/2. Lar vi Q vaere omradet gitt ved

3 1
§y%+§y§ <1

tar koordinattransformasjonen over oss fra rektangelet [0, 1] x [0, 2] til €2, og volumet av gyen

blir
//Qf—jg/o%/ol(l—rQ)rdrdH—\%

Siden  er omradet mellom parablene
_ .2 — 9.2 _ .2 — 9,2
Ty = T7, Ty = 227, T, = T5 og T, = 2x5.

far vi vel prgve oss p3 noen nye koordinater v; og v, slik at v; = 1 gir 1, = 22, v; = 2 gir
Ty = 222, vy = 1 gir z; = 23 og v, = 2 gir x; = 223. Dette lukter av likningene

Ty = vy23 og T = vyT3.
Setter vi den fgrste inn i den andre, far vi
Ty = vavixy,
og setter vi den andre inn i den fgrste, far vi
Lo = Ulvgx‘i

slik at alt i alt er

x=g(v) =

( 1/%%)
1/3/ Ul”%
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en koordinattransformasjon som tar kvadratet [1,2] x [1,2] til . S3 er det bare & brette opp
ermene og beregne jacobideterminanten. Fgrst beregner vi

, —1 2 ’ —1 2
g1(v) = ECINE (20102, 07) og  g5(v) = 3(0,02)18 (v3, 2v1v5)

slik at jacobideterminanten blir
1
2,2°
3viv;

2 2 1
- — duydv, = —
//Qf / / 50 121 = g

Ellipsen er dreid /4 radianer rundt origo. Koordinattransformasjonen

9" (v)] =

og integralet blir

Y :E (z1 + 25)
_ ]' —
Ya _E (o 1)

er en ren rotasjon og ellipselikningen blir
2
Lrog=1

som forteller oss at halvaksene er v/2 og 1/4/2. Videre ser du forhapentligvis at en fornuftig
koordinattransformasjon er

(r 0)_L 1 —1) (V2rcosf _ T (2cosf —sinb
2\ 1 %sinQ - 2 \2cosf+sinf) "’

/\Xx

/A>

2e04 09" )
1L059 e

>v

Vi beregner jacobideterminanten:
Ory Oxy  Ox9 0wy

or 90 or 99

og integrerer:
27

1
/fda:—// ( 20039—sm0)+2<z(20080+sin0)>+4> rdfdr
D 0 2
1

=87 rdr =4m
0
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3 - 8 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM Il - LF

Se forelesning 7. oktober. Her er figur:

(i

MREID o 186 )
(k,;t\) _ ZL\% (X, X L)

) r/J

T ZL\ %\ (XI /X&fL)

Vi far vel begynne med 3 parametrisere sirkelen slik:

()= () ()
()= ()

27 27
W:/ f-ds:/ (1—|—sint)(—sint)dt:—/ sin®t dt = —
o0 0 0

og beregne tangentvektoren:

og beregne arbeidet:

Beregner vi venstresiden i Greens teorem

istedet, far vi dobbeltintegralet
—// de = —m
Q

La
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Fra Greens teorem ser vi

|Q|://Qldx://gg£—g£:/mf-ds:/ab:rl(t):tz(t)dt.

Likeledes gir vektorfeltet

at
b
] = —/ 2o ()i (1) di.
a
Arealet omsluttet av astroiden blir
27
3/ costtsin’t dt.
0

Dette ser grisete ut, men er faktisk veldig kjapt & ta med Eulers formel, siden

27
/ emt dt =0
0

sa lenge n # 0 er et heltall. Vi beregner fgrst

1, . . . .
costtsin®t = — o (e" + e*“‘/)4 (e — e*”)2

1 ) ) ) ) ) )
— @ <€4zt + 462“ + 6 + 4672175 + 674zt) (621t ) + 67211‘,)

Alt unntatt konstantleddene i dette uttrykket kommer til & integrere til null, s& ma bare samle
opp dem, og far fglgelig

27
3 3T
3 Ysin®tdt=—— - (4—6-2+4) 21 = —.
/0 cos* t sin 64( +4)-27 3

Jeg tror jeg holder fast ved at det enkleste er & sette opp matrisen

slik at
xxy=29Sy.

Da slipper jeg & tenke, for jeg vet at matrisen ma vaere skjevsymmetrisk, og en fordel er at
Rodrigues’ rotasjonsformel blir enkel & skrive opp. Husk & puste med nesen - det er bra for
blodtrykket: https://pmc.ncbi.nlm.nih.gov/articles/PMC11178300/


https://pmc.ncbi.nlm.nih.gov/articles/PMC11178300/
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@ Dersom
o(r,0) = (TCOSG)

rsin 6
far vi
i dgy,  0gy

=—=—-——=(1 inf.
Vxg % B9 (1+7)sinf

Dette blir nullvektoren - jacobimatrisen er symmetrisk, se oppgave 10-1 i gkt 3-4 eller oppgave
10 i denne gkten.

Vx f=(0,1,0)7T = e,.
9] Vx f=—(1,1,1)T = —¢, — ey — e
Dette blir nullvektoren, jf. oppgave 5 i gkt 3-4.
V X (Az) = (a39 — ag3, Ay5 — A31, Gy — a15)7, alts3 vektoren w med S(w) = A — AT,

Dette blir nullvektoren av samme grunn som i oppgave 7 og 10 - jacobimatrisen er symmetrisk.
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3 -9 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM III - LF

Denne gjorde jeg ganske ngye i forelesning.

Enhetstangenten blir

1
1
T(t) = ——— | cost
®) \/1+0052t< 0 )

og normalvektoren slik den er definert i 3-1 blir

T(t)—i !t 175
Cdt |\ 1+ cos?t COOS

__costsint _
(1+cos? t)3/2

cos? tsint sint

(1+cos2 )32~ /1tcos? ¢t
0
cost t
. 1+cos? t . COS
_ sint ot ¢ | = sint .
V1 +cos?t | Lreest (1 + cos?t)3/2
0 0

Et plot av x(t) er bare sinuskurven slik du tegna den pa skolen og merk at T alltid peker den
veien sinuskurven krummer innover.

Parametriseringen for en ellipse med halvakser a og b er

acost
t) = .
z(t) ( bsint )
og denne bytter ikke vei pd krumningen, sd her er det trygt & derivere enhetstangenten.

Enhetstangenten er
1 o
T(t): . ( basmt)
VaZsin®t + b2 cos? cost

og den deriverte av denne er

(t) = — (a® — b?) costsint (asint) 1 (acost)

(a? sin”t + b2 cos? t)3/2 \ bcost Va2sin?t + b2 cos? t bsint

B 1 ((az—bQ)costsint (asint) n (acost))
VaZsin?t + b2 cos?t \a2sin’t +b2cos2¢ \ bcost bsint .

Denne krummer innover, sa vi far utnormalvektor

. 1 (a®> —b*)costsint [ —asint acost
—T(t) = — + .
Va2sin?t + b2 cos?t \a?sin’t + b%cos?t \ bcost bsint

som normaliseres for & fa e,,.
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Denne gjorde jeg ganske ngye i forelesning. Her er figur:

rLukg (b §, (et )

hy + ZL\%L(’X L)

_" ZL\ Q.L(x /X&'L)

~J ({in\ \J

Her blir fluksen null. Venstresiden i

of1 | 9f /
T+ = = f-eyds
//Q Ox; Ox, 50

er jo null siden integranden er det. Vi dobbeltsjekker ved & regne ut fluksen. Parametriseringen

for sirkelen er
) (1 n cost
ry) \1 sint
0 — cost
n \sint )’

27
/f'@ndS:/ (1+sint)cost dt = 0.
o0 0

og enhetsutnormalvektoren er

slik at fluksen blir

@ Dersom strgmningsfeltet er konservativt, er det gradienten til et skalarfelt, og dersom skalarfeltet
er harmonisk, er divergensen til flytfeltet null. Dette betyr at vaesken er inkompressibel - dette
kommer vi tilbake til i TMA4121. Det er ogsa lett 3 sjekke at rotasjonen til en gradient er null,
sa litt forenklet kan vi si at gradienten til en harmonisk funksjon er en modell av inkompressibel
og rotasjonsfri vaeskeflyt. Ikke en spesielt bra modell kanskje, men i gamle dager var det det
de hadde.

Det er ogsa lett a sjekke at rotasjonen til en gradient er null:
VxVf=0,

sé litt forenklet kan vi si at gradienten til en harmonisk funksjon er en modell av inkompressibel
og rotasjonsfri vaeskeflyt. lkke en spesielt bra modell kanskje, men i gamle dager var det det
de hadde. Dette kommer vi ogsa tilbake til i TMA4121.
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3-10 - LINJEINTEGRALER Il - LF

Funksjonen
flz) =z

kalles enhetsavbildningen og gjgr ingenting med z, sd bildet av €2 blir bare ). Pa de to neste
er det lurt & skrive z = re?. Vi far

F(re?) = (Tez‘e)Q — 220

og da ser vi at radien kvadreres og argumentet dobles. Med andre ord blir bildet av €2 en halv
sirkel med radius 4. Sa ser vi at

L 1 4
ret  r

flre) =
slik at 1/z sender  til alt utenfor en kvartsirkel med radius 1/2 i fjerde kvadrant.

§

e N\

> >
L P
\ N\ \
s 7
2 N ¢

N

\
\ '

\/
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Her er det bare 3 vise at skalarproduktet av gradientene til v og v er null ved & bruke
cauchyriemannlikningene. Jeg gjorde det i forelesning.

Vi beregner
22 = (z+iy)? = 2% — y? + 22y,

slik at u(z,y) = 22 — 3% og v(z,y) = 2wy. Du finner plot av nivikurvene til real- og
imaginaerdelen i samme koordinatsystem her:
https://wuw.feynmanlectures.caltech.edu/II_07.html

Vi husker fra TMA4106 at

sin z =sin (z + yi)
=sinx cos ¢y + cos x sin iy

=sinx coshy + i cosx sinhy

A tegne nivakurvene til disse er nok litt i hardeste laget for eksamen.

Denne er lett & beregne:
et = eTe = €% (cosy + i siny)
Tror nok ikke jeg ber deg om 3 skissere disse heller pa eksamen.

@ Denne er ogsa lett & beregne:

1 z—ay T Ly

= = i
T+iy  a2+1y2 224y a2+ y2

Nivakurvene til disse er ikke sa ille, vi skriver

. T
- 2 + y2’
nei vent, la oss omdgpe konstanten C' litt:
I x
c a2 492
Da far vi
cx = 1% + 9
eller

c? 2, .2
Zz(a:—c/?) +y

slik at vi far sirkler sentrert i (¢/2,0) med radius |c|/2. Omtrent samme for v.

Hm:

T +iy + =xz+iy+

1 i T — 1y n z 4 ( Y )
=z iy —
x+2y x2+y2 x2+y2 Y x2+y2
Nivakurvene til disse er litt verre, vi har ikke trent pd a skissere algebraiske kurver av tredje
grad i bade = og .


https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_07.html
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Funksjonen er

fe)=z=z—yi

sa real- og imaginzrdelene blir u(z,y) = x og v(x,y) = —y. Dette paret tilfredsstiller ikke den
fgrste cauchyriemannlikningen, sa da kan ikke f vaere deriverbar. Merk at u og v er harmoniske
funksjoner, og nivakurvene star ortogonalt pa hverandre. S3 en kompleks deriverbar funksjon
lar seg ikke avspise med hvilket som helst par med harmoniske funksjoner med ortogonale
nivakurver.

(9] 2(t) = 1+ + 2¢™.

En parametrisering for den kvarte sirkelen er z(t) = e der t € [0, 7/2], s3 integralet blir

/2 A ‘ /2 ‘ 1 ..
/22 dz = / e2itjett dt = z/ e3it dt = — 3
T 0 0 3

En parametrisering for den rette linjen er z(¢) =1 — (1 — i)t der ¢ € [0, 1], s& integralet blir

/2 1
(e3m/2 —1) = 3 (—1—i).

W=

0

/FzQdz:/ol(l—(l—i)t)Q-(—l—i—z’)dt

:(_1+¢)/0 (1—(1—i))* dt

Da fér vi null siden integralene er like.
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Jeg tror jeg velger & integrere over lotkavolterrakurven, smelt opp i det komplekse planet. Det
finnes som vi vet ingen pen parametrisering for denne, men vi far

/zzdz:().
T

Dette er pa grunn av Cauchys teorem - f er nemlig kompleks deriverbar, og da er integralet
over alle lukkede kurver null, akkurat som for linjeintegral over konservative vektorfelt.

2.5

2.0

1.5 4

1.0

0.5 4

T T T T T
0.5 10 15 2.0 2.5

Hvis du gjgr som Cauchy og antar at u og v har kontinuerlige partiellderiverte (og at T' er
stykkevis glatt og alt det der) kan du faktisk vise dette fra Greens teorem. Trikset er a studere
vektorfeltet F' = (u,—v)T. La T vaere en lukket kurve som omslutter omradet Q. Vi beregner

b
/F £(2) dz = / F((0)2(2) dt
b

=/ (u(z(t), y(t)) +v(z(t),y(1))) (2"(t) + iy’ (1)) dt

a

b
=/ (u(z(t), y(t)2" () — (), y(t)y' (1) + i (w(z(@),y(1)y'(t) + v(x(t), y(t))2" (1)) dt

:/F-Tds—i-i/F-Nds
r r

S (U R Ly}
o 0 Oy o 0 Oy
N3a gar det an 3 vise at dette er sant uten & gjgre alle de ngdvendige antagelsene pd u og v
for & bruke Greens teorem, men dette er mye vanskeligere, og pa Cauchys tid visste de ikke sa
mye om komplekse funksjoner. Om du synes komplekse funksjoner er artig, kan du sjekke ut
bgkene til Ahlfors eller Stein.

En parametrisering for den kvarte sirkelen er z(t) = e der t € [0, 7/2], s3 integralet blir

/2 i
/z dz = / e et dt = —
T 0 2
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En parametrisering for den rette linjen er z(¢) =1 — (1 — i)t der ¢t € [0, 1], s& integralet blir
1
/zdz:/ (1= (14008 - (=1 +14) dt
r 0

—~(-1+0) [ (1= (i)

1

“Crrn (e arat)

0
1—2
2

=1

—(—1+1)

Merk at forskjellige integrasjonskurver gir forskjellig integral. Dette er analogt til 3 integrere et
ikkekonservativt vektorfelt langs to forskjellige kurver. Lotkavolterrakurven gdr dessverre ikke
& integrere over med penn og papir, for det finnes ikke eksplisitt uttrykk for den og ikke er f
deriverbar heller.

Vi ma seff ha parametrisering for enhetssirkelen i det komplekse planet:
F={zeC, =z0) =€ 0cl0,2n)} 2 () = ie®.

Sa er det bare 3 integrere:

27 27 o - 1
/Zn dz = / einaieie do = Z/ 6i(n+1)9 do = ™ = —
r 0 0 0 n# —1

https://en.wikipedia.org/wiki/Winding number
Vi ma seff ha parametrisering for den gitte sirkel
F={z€C, z2(0)=z+re?, 0cl0,2n)} 2/ () = ire®.

Sa er det bare 3 integrere:

o o omi n=—1
/(Z —zp)" dz = / reiret do = irntt / elnt18 g —
T 0 0 0 n#—1

Vi skriver om integranden og beregner

1 1 1 1 1 1 1
/2 dz—/ — dz—(/ dz—/ dz)—m'.
rze—1 2 phz—1 z+1 2\ Jz—1 rz+1

Det fgrste av disse integralene er et spesialtilfelle av oppgavene over, mens det andre blir null
pa grunn av cauchys teorem. Jeg glemte 3 skrive at sirkelen skulle vaere traversert mot klokken,
men det kan du ta som underforstatt.

Her er trikset & innse at du kan lage en kurve som ser slik ut:


https://en.wikipedia.org/wiki/Winding_number
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N

N
/

T

Siden den bla kurven gar i et omrade der integranden er deriverbar, er integralet over den bla
kurven null, og de to rette bitene inn og ut fra sirkelen kansellerer, s ma integralet over den
rosa kurven vaere det samme som integralet over sirkelen, og dette beregnet vi i oppgave 18.
Det er null om z, er pa utsiden eller n # —1, og 2w om 2, er pd innsiden og n = —1.

Hvis f er analytisk, eksisterer grenseverdien

Fo) — tim T = FG0)

z—2 z— zy
sa funksjonen
fE=f(z0) + 2
g(z) =% =%
[ (z0) 2= 2

er analytisk. Cauchys integralteorem gir

0=/Fg=/rf(zi:£§%) dz

og som gir
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3-11- LAPLACEOPERATOREN | - LF

@ Dette gjorde jeg i forelesning - den andre versjonen av Greens teorem blir

0
v ds = //Au.
o Oe, Q
Den fgrste versjonen blir bare 0 = 0 dersom u er deriverbar nok; dette visste vi jo allerede.

La oss se pa en liten bit av et trommeskinn:

Vi antar likeledes at molekylene i biten kun beveger seg rett opp og ned, slik at masse ganger
akselerasjon til biten blir

0%u
a2
der || er arealet til 2. Det som er nytt og litt komplisert a forstd her er at dersom spenningen
er gitt ved 0 = (0,,05,05)T, m3lt i newton per meter, er kraften p3 et linjestykke I gitt ved

et linjeintegral:
/0'1 ds
r

Fl
F:(FZ): /U2d8 :/o'ds
F3 r T
/03d3
T

Q|
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Merk at det ikke stdr o - s i det siste integralet, for dette er ikke et arbeid, men en kortform
for linjeintegral med tre vektorkomponenter. Eulers bevegelseslikningerﬂ sier nd at for 3 finne
akselerasjonen til den lille biten, ma vi summere opp kontaktkreftene langs overflaten av biten
- dette skal vi se mye ngyere pa i TMA4121. Siden biten kun beveger seg opp og ned, er vi
kun interessert i den vertikale komponenten av strekket, s kraften blir

/ o3 ds
o0

der o er strekkets vertikalspenning. Antagelsen om isotropi og konstanthet i horisontalretning
gir at spenningen normalt pd 0 alltid er den konstante spenningen T":

(01,00)e, =T

Hvis vi na ser pa biten med trommeskinn fra siden slik:

A\

ser vi at

F:/03ds:T/ ﬁals
o0 ba 9en

og bruker vi Greens teorem, far vi
5] 2 2 H2 o2
r[ Stas-r [[ S5+ S s ar~ial (554 05)
90, O€,, o 0r]  Ox5 Oxy  Ox;

o , o
dz? O3

slik at
F ~T|Q (

og setter vi denne lik akselerasjonen, far vi bglgelikningen
0%u 0%u  0*u
Pom =T\ 52+52
ot? Jxy  0Ox3
eller
pi = TAu

om du vil.

lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_laws_of_motion


https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%27s_laws_of_motion
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Vi har en plate som er dekket av Glava over og under slik varmeenergi kun strgmmer horisontalt
langs platen. La ) vare en liten bit av platen. Vi kan sette opp endring i indre energi slik:

dc// c/ ou
el U — o
o o, Ot

Konstanten c inneholder info om varmekapasiteten, platens tykkelse og alt det der. Endring i
indre energi ma veaere lik det som strgmmer ut gjennom OS2, s& vi ma ha

l=-]
c — = q-nds
o Ot o0

der g er varmefluksen. | mange materialer er denne proporsjonal med temperaturgradienten
men motsatt rettet, slik at vi far

5 = [ o= [ 5
c — =k —ds—k‘ .
//Qat 00 81‘1 83:2

Dette ma gjelde for alle sma biter av platen, sd da ma integrandene veere like, og vi far

ou . 0%u  0*u

“at (8;13% * OJU%)
Dette er varmelikningen med a = k/c. Utledningen stdr ogsé her: https://www.feynmanlectures.
caltech.edu/II_12.html
Husk at varmelikningen ikke bare er en modell for varmeflyt, men ogséd for diffusjon, derfor
kalles den gjerne diffusjonslikningen:
https://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion_equation
Utledningen er identisk, man bare bytter ut temperatur med konsentrasjon, energikonservering
med massekonservering, og Fouriers varmelov med Ficks diffusjonslov som sier ngyaktig det
samme.

Her er det bare & bytte ut alt pa hgyre side i utledningen av bglgelikningen med det som kreves
for at trommeskinnet skal vaere deformert men i ro. La oss anta at trommeskinnet utsettes for
et statisk trykk f(z) og sd ma strekkreftene i skinnet balansere de eksterne trykkreftene slik
at trommeskinnet ikke flytter pa seg. Vi bruker Greens teorem slik som i bglgelikningen og far

strekkreftene
T / L //
90 axl
Q

Setter vi disse lik hverandre og antar at 2 er vilkarlig valgt, ma integrandene vare like. Dette
kalles Poissons likning:

og trykkreftene er

[ 0%u N 0%u

T 023 023
og er den inhomogene varianten av Laplaces likning. Se ogsa utledning her:
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_12.html


https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_12.html
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_12.html
https://en.wikipedia.org/wiki/Diffusion_equation
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/II_12.html
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| oppgave 1 og 2 far vi en harmonisk funksjon om vi antar at Igsningen er stasjonaer, altsd
uavhengig av tid, slik at &4 = 0 og @ = 0. | oppgave 3 far vi harmonisk funksjon om p = 0.
Vi mé sjekke at dersom
r— Ry — (C?SO& —sina) <y1)
sina  cosa Yo
og v(y) = u(Ry) er

ou ot o
dx3  9x3  Oyi  Oys

sé lenge R er rotasjonsmatrisen. La oss derivere i vei:

ov ou +sin ou
73?!1 =cos a—axl S a—axz
0% 0 ou . Ou
—ay% = Cos a—axl CoS a—axl + sin a—ax2

+ sin ozi Cos oz% + sin a@
04 oz 0x4

@ = —sinaﬁ —i—cosa—u
dyy 0xy 0x,
8—2” ——si]aozi —sina%vLcosa%
oy 0xy 0x, 0x,
4—cosozi —sinoz% +cosa&
04 0z 0x4

Hvis du na legger sammen de rene andre ordens partiellderiverte og gjgr alle kanselleringene,
vil du se at

Pv v Qu  Ou
Oyi =~ Oys  Oxf O3

Et spesialtilfelle er at om u er harmonisk, er ogsd v harmonisk.

@ Dersom 2 er en sirkelskive sentrert i x med radius r, kan vi definere oss en funksjon ¢ og skrive

1
o(r) =5 /{mu ds

1 2m

=5 A u(zy +rcosb,xy + rsind) rdd

1 2m
=— / u(xy + rcosf,xy + rsinb) do.
27 Jy
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La oss derivere litt og bruke Greens teorem:

, 1 [ cos 0
@' (r) —/ u'(xy +rcosb, zy + rsinf) (sm&) do

27 o
% Qﬂaaeude

27r7“//Au_0

Dette viser at ¢ ikke endrer seg med r. Den konstante verdien ma vaere

lim ¢(r) = lim 1 / uds =u(x)
o2

r—0 r—0 27r

slik at

1
u(z) = / u ds.
277 Joq

Det siste steget er kanskje ikke helt innlysende for alle, men middelverdisatsen kommer i en
versjon for integraler, skroll deg litt nedover her:
https://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_theorem

Konsekvensen er at

a+h
tim o [ @) do = (o)

og var grenseverdioperasjon for ¢ er den samme, bare at vi har rullet sammen arket f er tegna
pa til en sylinder med radius 7 og sa er u hgyden til sylinderen som funksjon av r og 6. Vi tar
det neste integralet i polarkoordinater og regner i vei:

r 27
2 // 2 / / u(xy + pcosb, zy + psinf) pdfdp
r b o

:u(x) /07“ 27p dp = u(x)

mr2

Dette kalles altsa middelverdisatsen. En harmonisk funksjons funksjonsverdi er alltid lik gjennomsnittet

av funksjonsverdiene bade pé alle omliggende sirkler og alle omliggende sirkelskiver:

u(gu)—27lw/a U 8_7rr2//

UKENS NOTTER

Dette gjorde jeg i forelesning i uke 44.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mean_value_theorem
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Na er jeg litt lei av a skrive alle disse partiellderiverte. La oss introdusere notasjonen

A 0%u n 0%u
U= —+—.
dz?  Ox?
Dirichletproblemet bestar i & Igse
Au=0 paQ
w=g paofd

Dette problemet har entydig Igsning, og om € er en sirkel sentrert i origo med radius a, finnes
det faktisk en eksplisitt formel:

u(rcosf,rsinf) =

a® —r? /27T g(acos ¢, asin ¢) do
2 Jy a®—2arcos(0 — ¢) + r?

Utledningen er litt for grisete for TMA4111, men det er i samme gate som oppgave 6, bare mer
jobb. Integralet pa hgyre side er stort sett umulig & beregne for hand, men trivielt & beregne
med numerisk integrasjon. Du finner kode her:
https://folk.ntnu.no/mortano/harmonisk/

og trommeskinnet ser omtrent sdnn ut:

T 3.0



https://folk.ntnu.no/mortano/harmonisk/

TMA4101/4106/4111 /4121

3-12 - FLATEINTEGRALER - LF

Disse gjorde jeg i forelesning den 30. oktober. Jeg skal fa tegnet noen ordentlige figurer
etterhvert, men slikt tar litt tid.

Hvis vi tenker at kuppelen stdr vertikalt slik som pa en typisk bygning, kan vi gjgre noe slikt
p(z) cos @
9(0,z) = | p(z)sinf
z
og la definisjonsmengden veere [0, 27) x [0, 1].

Funksjonen i oppgave 1 er en linexravbildning, du ganger bare arealet av definisjonsmengden

med
2 1
(1) x (2) =11
1 1

og vips sd har du arealet av flaten. For sylinderflaten beregner vi

—sinf 0
cosf | x| 0||=1/cos26+sin®0=1,

99 99
0r; Ox,

dg _0Og
20~ 9z

0 1

sa arealet blir

27 1
/ / dzdf = 2.
0 0

Parametriseringen til enhetskuleskallet er
cos fsin
g(0,0) = | sinfsinep | .
cos

Tangentvektorene er

—sin#sin g cosfcosp
gg(@, p) = ( cos fsin @ ) og SZ(H, p) = (Sinﬁcos @)
0 —sing
slik at flateelementet blir
’&0 89 = sin .

Denne er strengt tatt null pd nord- og sydpolen, men det gar bra. N& er det bare 3 integrere:

™ 27
//dS = / / sin o dfdy = 4.
S o Jo



TMA4101/4106/4111 /4121

Er radien r, justerer vi bare parametriseringen slik:

rcosfsin ¢
g(0,0) = | rsinfsiny
T COS (P

og regner likeledes ut at

c?g ‘
&p 00

™ 27
/ ds = / / r?sin o dfdy = 4mr?.
S o Jo

@ Parametrisering for et kuleskall med radius 9 er

9cosfsinp
g(0,0) = | 9sinfsinyp |,

9cos ¢

= r?sing.

og at

men vi ma finne en fornuftig definisjonsmengde. Dersom z; = 2, er ¢ = arccos2/9, sa
definisjonsmengden blir [0, 27) x [0, arccos 2/9], og arealet blir

2w parccos(2/9)
//:/ / 81sinp dpdf = 27 - 81 - (1 —2/9) = 126.
2 0 0

La oss ga for det ideelle gasslovtaket, det blir mer enn komplisert nok. Taket er gitt ved
f(z) = xyx,, sé en fin parametrisering er

4rcos b
g(r,0) = 3rsind ,
1272 cosfsin @

med definisjonsmengde [0, 1] x [0, 27). Flateelementet blir

f)g 8g 4cosb —4rsin @
5 X 20| = 3sinf X 3rcosf = 12r\/1 + 1672 cos2 0 + 9r2 sin? 6.
" 127 sin 20 1272 cos 20

Jeg ma innrgmme at jeg ikke gadd & beregne kryssproduktet over; jeg brukte en annen formel.
Dersom flaten X faktisk er grafen til et skalarfelt f, er

- (2)
f(x)

en finfin parametrisering, og flateelementet blir

1 0

1l o ] ar\>  (or\?
“los || or ‘W(%)*(axz)'

0xy 0x,

99 99
Ox, Ox,
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Sett opp denne og bytt koordinater slik som i gkt 3-7 og vips sa har du flateelementet. Arealet
av taket blir

1 27
/ / 12r\/1 + 1672 cos2 0 + 9r2 sin® 0 dodr,
0 0
som ikke er helt godt & beregne for hand, men trivielt med numeriske metoder.
Overflatearealet til det halve enhetskuleskallet er 27, og massesenteret blir
p fOZW foﬂ/z cos Bsin® ¢ dpdf
0
1 pffw f07r/2 sinfsin® ¢ dodd | — ( 0 ) )

2mp
. oo 1/2
pj[f I /2 cos p sin ¢ dpdf /

@ La oss si at radien er r. Vi beregner

9 P —rsinf 0 7 cosf
ggxa—g: rcosf | x| 0| =] rsind
z 0 1 0

Dersom du tenker at sylinderen har en topp og en bunn pd konstante verdier av z, kan du
parametrisere disse enkelt. La oss si at bunnen er i z = 0, da far du

9(z1,m5) = (xz)
0

og du kan selv sjekke at normalvektoren blir

0
e,==+10
1

alt etter hvilken vei du ganger sammen tangentene.

Vi beregner

—sinfsin g cosfcosp — cos fsin® %
cosfsing | x | sinfcosy | = | —sinfsin’¢ |,
0 —singp —sin @ cos ¢

d nei a nei det ble visst inn-normalvektor. Vi prgver igjen med mere hell:
cos 0 cos ¢ —sin#sin ¢ cos f sin® ®
sinfcosp | x | cosfsing | = | sinfsin® %

—sin 0 sin ¢ cos ¢

La oss ta et tetraeder ) i fgrste oktant begrenset av koordinatplanene og et skratt plan som
skjaerer koordinataksene i (1,0,0), (0,2,0) og (0,0,3). En parametrisering for det skra planet

er for eksempel
L1
9(xq,25) = Lo
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og utnormalvektoren blir

1 0 3
0g dg
—x-——=10]x 1 =13/2].
Oy Oy (—3) (—3/2) ( 1 )

Parametriseringer for de andre flatene er for eksempel

9(x,my) = (3’3;)
0

g($17x3) - (01)
T3

Vi kan lage parametrisering for en smultring ved & se pa fglgende figur:

for den i z;x4-planet og

for den i x,x5-planet og sa videre.

/NX

X

Co§ O
g(ué
o

A

Setter vi sammen en linezcerkombinasjon av disse slik:

cos 6 cos ¢ cos ¢ (ry + rycos ) cos @
9(0,0) =1 | sin@ | +ry | cosesing | = | (r; +rycosp)siné

0 sin ¢ o 8in @
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blir bildet av [0,27) X [0, 27) under g en smultring dersom r, < ry:
https://en.wikipedia.org/wiki/Torus

Vektorfeltet er

T3
flz) = (O)
0

La 2 veere sylinderen fra oppgave 9. Vi ma regne ut

//BQ fras= /Topp frass /Bunn fras //Sylinderskall fras

De to fgrste integralene er null siden f stér ortogonalt pd utnormalvektorene pé topp og bunn,
jf oppgave 9. Fluksen ut sylinderflaten blir ogsa null, men det far vi nesten beregne, la oss si
at radien er r og hgyden h:

2w sh
// f-dS:/ / zrcosf dzdf =0
Sylinderskall 0 0

Hvis du beregner fluksen ut av kulen, tetraederet og smultringen, vil du ogsa finne at den er
null. Alle disse integralene lar seg fint beregne, men det finnes et triks for & finne ut av det
raskere. Dette trikset kalles divergensteoremet og er bare Greens teorem i tre dimensjoner.
Skjgnte du Greens teorem i to dimensjoner, klarer du antagelig & gjette deg til hvordan det ser
ut, og vi skal ha det i uke 46.

Coulombfeltet fra en punktladning g plassert i origo er:

¢ = q 1 (wl)

E(x) = — = x

3 3/2 2

4re || 4re, (22 + 22 + 22) 24

og parametriseringen til et kuleskall med radius r er
rcosfsin
2(0,¢) = | rsinfsing | .
7 COS

Tangentvektorene er
o2 —rsin @ sin ¢ o2 r cos 6 cos p
%(0, ¢)=| rcosfsiny og 8—(9, @)= | rsinfcosp
0 v —rsing
slik at utnormalvektoren blir (merk rekkefglgen p& faktorene slik at vi far ut- og ikke inn-

normalvektor)
9r 02 L (09s 0 sin gp)
— X — =r°siny | sinfsinp | .

cos

Sa beregner vi

1 r cos fsin ¢
E(z(0,¢)) = 4736 3 rsinfsiny | .
0 T COS


https://en.wikipedia.org/wiki/Torus
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Til slutt er det bare & integrere:

T 2w 1 (rcos fsin cos fsin
//E'dS :/ / L—S rsinfsing | - | r?sine | sinfsing dfdp
s o Jo AmeqrT

7 COS COS

™ 27
-1 / / cos? f sin® v+ sin® @'sin® ¢ + cos? psin ¢ dfdy
dmey Jy o
™ 27
— 1 / / sin® @ + cos? psin ¢ dfdy
dmeg Jo o
q ™ 27 q
= / / sin p dfdyp = —.
drey Jy o €



	3 - 1 - FLUENS STOLTE GANG OVER RULLEGARDINEN
	3 - 2 - OM KART OG KOMPASS OG TRYKK OG TEMPERATUR
	3 - 3 - OM LANDEGRENSER
	3 - 4 - OM VÆR OG VIND OG KRAFT
	3 - 5 - LINJEINTEGRALER I
	3 - 6 - DOBBELTINTEGRALER
	3 - 7 - KOORDINATAVBILDNINGER I
	3 - 8 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM II
	3 - 9 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM III
	3 - 10 - LINJEINTEGRALER II
	3 - 11 - LAPLACEOPERATOREN I
	3 - 12 - FLATEINTEGRALER

