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4 - 9 - TRANSPORT - LF

Hvis v er en konstant, sier transportlikningen
p+v-Vp=0
at den totalderiverte til p skal vaere null langs kurver pa formen
x(t) = o + vt,

siden

d d .
gP(t),t) = —plzo +ut,t) =p+v-Vp=0.

Karakteristisk kurve betyr noe sdnt som en kurve der du kan klare § finne ut hva Igsningen er,
og dette er det enkleste eksemplet.

€

(x, €)=
X, +Vt

>
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| forrige oppgave viste vi at en eventuell Igsning ma vaere konstant p3 alle kurver pa formen
x(t) = xy + vt,
sd med andre ord passer funksjoner pa formen
p(z,t) = h(x — vt)
i likningen sa lenge h er deriverbar. Derfor er ogsa
p(z,t) = g(z —vt)
en lgsning, og gjett hva, denne tilfredsstiller ogsa initialkravet.

VA
gax =50 b
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La oss undersgke hvordan Igsningen oppfgrer seg langs de karakteristiske kurvene x(t) = zy+uvt.
Vi far

d
Sep((t),) = flag + vt 1) + v+ Volag + vt, 1) = —yp(w + vt, 1

eller

Ep(w(t)’ t)+yp(zy +ot,t) =0

om du vil. Denne likningen kan vi handtere ved & gange hele greia med et slik:

e”ta (z(t),t) + e yp(xy + vt,t) =0

og sa skrive
(€ p(x(t),1)) =0
slik at

p(x(t),t) = ce .

Denne likningen sier at Igsningen skal vaere en konstant ganger e~ p3 hver karakteristisk
kurve, sd om vi setter

pla,t) = glz —vi)e "

har vi noe som tilfredsstiller bade differensiallikningen og initialkravet.
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Hvis vi evaluerer Igsningen p pa de karakteristiske kurvene fra forrige oppgave, far vi

d d
Ep(m'(t)?t) = Eﬂ(xo + ’Ut,t) = p(xO + Utvt) tou- vp(xO + ’Ut,t) = f(xO + Ut,t)

og hvis vi integrerer denne likningen fra O til ¢, far vi
t t
pla(t), 1) = pl(0).0) = [ fla(s),5) ds = [ flay +vs,s) ds
0 0
slik at
t
p(x,t) = g(xz —vt) +/ flzy + vs, s) ds.
0

Men z, = x — vt, sd vi kan skrive dette enda penere slik:

p(x,t) = g(xz —vt) —i—/ flx+v(s—1t),s)ds
0

j(xf‘“‘> Al

Scx,\‘) <

Her er trikset & se at dersom x(t) tilfredsstiller ©(¢) = v(x), far vi

%p(m(t),t) = pla(t),t) +&(t) - Vp(z,t) = pla(t),t) +v(z) - Vp(z,t) = 0.

Vi m3 fglgelig finne x slik at (t) = v(z).
@ Likningen & = x leerte vi & Igse i TMA4101 og Igsningen er
at

T = xge

sd p ma vaere konstant pa disse kurvene. Hvis z, og x skal veere relatert pd denne maten og p
skal tilfredsstille initialkravet p(z,0) = g(x), ma vi fglgelig ha

p(x,t) = glze ).
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Dersom v(z) = ax + b, far vi
r=(zy+0b/a)e™ —b/a
slik at
(x+b/a)e ™ —b/a =z,
og
pla,t) = g((z +b/a)e"" —b/a).
Kontinuitetslikningen blir
p+V(p(l—p)) =0
som gir
p+(1—2p)Vp=0.
Hvis vi krever 2(t) = p(x(t),t), far vi

d
a’

N3 ser vi at siden p ikke endres pd denne kurven, gir & = p at stigningstallet til kurven ma

vaere konstant, altsd en rett linje:

x(t) =pt+b

der stigningstallet p er det samme som Igsningens verdi p3 linjen. Dette var en uventet positiv

dreining mot handterbarhet! Lgsningen er som fgr gitt ved

p=flz—pt)

der f kan veaere hva som helst s3 lenge det er deriverbart. Dersom f = g (initialkravet) ser vi at
vi far u(z,0) = g(x). Men nd er p implisitt gitt, og derfor kommer det an pa initialkravene om
det er mulig & beregne p og om p gir fysisk mening, og herfra og utover er noe for komplisert

for oss.

(@(t),t) = pla(t), ) + &(t) - Vp(z,t) = pla(t), ) + p(x(t),t) - Vp(z,t) = 0.



