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4 -6-OM DODSLENGSEL

Anta at vi har to funksjoner f(z,y) og g(z,y). Vi leter etter et punkt (a,b) slik at bade
fla,b) =0 og g(a,b)=0.
likningene
flz,y)=0 og g(z,y)=0

angir nivikurver for funksjonene f og g. Punktet (a,b) ma ligge pa skjeeringspunktet mellom
disse.

flx,y) =0

Anta at du har en iterasjon (x,,,v,,). Vi setter opp tangentplanene til fog gi (z,,v,)
z— f(m'ru yn) = fm(w'rw yn)(x - xn) + fy(xrw yn)(y - yn)

z—= g($n7yn> = ga:(xn’ yn)<$ - xn) + gy(xn’ yn)(y - yn)

Hvis vi krever at z = 0, far vi likninger for skjaeringslinjene mellom disse tangentplanene og
(x,y)-planet

— (@, yn) = (@, yn) (@ —2,) + [ (%0, 9) (Y — Yy)

—9(Tns Yn) = 92 (T Yp) (@ — 2,) + 9 (0, Y ) (Y — )

Iterasjonen (z,,,1,¥, 1) defineres som skjaeringen mellom disse linjene.

o (xnv yn)
W (‘TnJrla yn+1)

(a,b)

S S
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Altsa er

_f(xn’yn) = fz(xn’ yn)<xn+1 - $n) + fy(xn7yn)(yn+1 - yn)
_g(xnvyn) = gm(xn7yn)<xn+l - xn) + gy<xn7yn)<yn+l - yn>u

et linezert likningssystem som definerer (z,,,¥,,. ). Matrisen er

( fo(@nyyn)  fy(@0 Un) )

9Ty Yn)  Gy(T0s Un)

og vi skriver

_ (f(xn,yn)> _ (fx(fvmym fy(xmyn)) (xnﬂ —wn) .
g(xrmyn) gm(xrmyn) gy(xn’yn) yn+1 7yn
N3 kan vi gange med

(fz(xn,yn) fy(wn,yn)>l

92 (T Yn)  9y(Tps Yy)

fra venstre, legge til (x,,,y, ) pa begge sider, og fa Newtons metode for systemer
-1
(xn+1> — (xn) _ (fm($n7yn) fy(xrwyn)) (f(xn?yn>) .
yn+1 Yn gr(xn7yn> gy(xn7yn) g(xn)yn)
For lesbarhetens skyld lot jeg vaere a skrive ut hva
( fx(xnﬂyn) fy('xn?yn) )
92 (s Yn)  Gy(T0s U

er, men du kan regne det ut ved 3 huske fra linezralgebraen at

a by 1 d —b
c d)  ad—bec\—c a )’

Skrevet litt mer kompakt blir dette

-1

Xnt1 = Xp — f (Xn>71f(xn)'

Her er rustkode for denne og oppgave 7 (laga dem i en smell for sammenlikning):
https://folk.ntnu.no/mortano/rust/optimering/

Det er jo fordi gradienten er null i et kritisk punkt. Hvis du partiellderiverer
Viz,y) =2 + 2%y +ay? +2y° — 22 —y? —oy — 2 —y.
og setter begge lik null, far du likningsssettet i oppgave 2.
Formelen
Xpi1 =X, — V(%) 1V (x,)

er den samme som Newtons metode, bare med V' = f.


https://folk.ntnu.no/mortano/rust/optimering/

TMA4101/4106/4111/4121

Xn+1 =X + apPy
Du hiver deg selvfglgelig rett utfor s3 bratt som overhodet mulig.

@ Nar du velger en retning p,, er det sikkert lurt & dra ned til bunnpunktet pd kursen du staker
ut. Eller er det det? lkke ngdvendigvis, faktisk. Det er ofte like greit & stoppe litt fgr og finne
en ny retning.

https://folk.ntnu.no/mortano/rust/optimering/

Funksjonen
V(x) = | Ax — b]?

er aldri negativ, og maler avstanden mellom Ax og b. Avstanden skal vaere null om Ax = b
har entydig Igsning, og minst mulig ved overbestemte systemer, for eksempel ved regresjon.
Dersom du har underbestemte systemer, finnes det gjerne mange x som gir V(x) = 0.

@ La oss begynne med 3 derivere x”Ax. Her m& man holde tungen beint i munnen. Det er best
a skrive

A11T1T1 + Q19T Ty + -+ + A1, 217,

T A91LT1 + A12T9%g + -+ + Ao, Tply
x'Ax =

Ap1LypTy + QpolyTo + o+ Ay LTy
Den deriverte av denne er rekkevektoren
(2a1171 + (a13 + ag1) Tg + -+ + (a1, + apy1) Ty

U Ax — (agy + ayp) 1 + 209975 + -+ + (g, + a,0) T,

(@1 + a1,) Ty + (no + agy,) Ty + 0 + 205, ,)
=xT(A+ AT)
=2xTA
Dersom x er en sgylevektor, fér vi altsa
VV(x) = xTA—bT = (Ax —b)”
som har entydig nullpunkt i A~'b siden A er positivt definitt, og dermed er inverterbar siden

ingen av egenverdiene kan vare null. Hessematrisen blir bare A, og siden denne er positivt
definitt ma det kritiske punktet vaere et minimumspunkt.

La

V(x) = xTAx — xTb.


https://folk.ntnu.no/mortano/rust/optimering/
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Vi bruker kjerneregelen og setter lik null:

d
EV(XH + anpn> = VV<Xn + anpn)Tpn
= <A (Xn + anpn> - b>Tpn =0

som gir

(b - Axn)Tpn
plAp,

O[n:

Dette kan gjgres for generelle andreordens polynomer, men vi skal bare studere denne, s3 jeg
plager deg ikke med det generelle tilfellet.

Her er det relativt enkelt & modifisere koden i oppgave 2.
Dette var pensum i TMA4106 og jeg tror vi sier oss ferdige med det.
Vi ganger likningen
k
med p? A fra venstre og far
pi Ax =Y a,p] Ap;, = oy,p Ap,
k
og bruker at Ax = b, slik at

B P{Apk (P> Pr)a .

Qy
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Samme triks, vi ganger med p7 A fra venstre og krever at indreproduktet skal bli null:

0 :p;}FAPkH
=prA (=T 1 + Bri1Py)
=- p;‘gArkH + ﬁka{Apk

slik at

8 _ (rk+1>pk)A
k+1 = T o\ -
- (P> Pr) A

Dette er litt hardt for TMA4121, ihvertfall i ar. Kanskje neste ar.

Dette er for hardt for eksamen.



