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4 - 2 - ANALYSENS FUNDAMENTALTEOREM ||

Her er det viktig & forstd at na har vi en funksjon h som gir oss tetthet eller konsentrasjon eller
et annet skalarfelt, og sa har vi putta kulekoordinatene

rcosfsin @
x=g(r,0,p) = | rsinfsinp
7 COS P

inn i denne og fatt en ny funksjon

f(?",@, 90) = h(g(’r, 0, 90)>

Vi skal finne et eksplisitt uttrykk for gradienten til &, evaluert ved f og dekomponert i kuleko-
ordinatbasisen. Kjerneregelen gir

f'(r,0,0) =h'(g(r,0,0))g (1,0, ¢),

som skrevet ut pad matriseform blir
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Her ser vi at

" % er den retningsderiverte til h i retning e,

. % er rsin ¢ ganger den retningsderiverte til h i retning e,

. g—f; er r ganger den retningsderiverte til 1 i retning e,
Denne likningen forteller hvordan du ma kompensere for at endring i (r, 6, ¢)-koordinatsystemet
ikke er det samme som endring i (r,6, ) i det kartesiske koordinatsystemet - nar du gker 6
eller ¢ blir det fortere endring i = om 7 er stor (dette gjelder begge vinkler) og endring i 0 gir
liten endring i  ndr sin ¢ er liten, altsd naert polene.

Vi vet at ¢’ (7,0, ) har ortogonale kolonner, s& den er lett & invertere, hdper du husker alt du
lerte om ortogonale matriser i TMA4106. Vi ganger med den inverse av ¢’(r, 0, ) fra hgyre
og far

er
(ﬁ of ﬂ) 1T _(ah Oh ah>
or 00 O rsing 6 | = \Ox; Oz, Oxz
1T
7“650

Her kjenner vi igjen hgyresiden som gradientvektoren til skalarfeltet, og venstresiden som den
samme vektoren dekomponert i kulekoordinatbasisen. Dette er slik formelen egentlig burde vaert
skrevet opp.
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La oss si at du har en liten rektangulaer boks, parallell med koordinataksene og med ett hjgrne
i x og borterste hjgrne i x 4+ h. Volumet til boksen er h hyhs, utnormalvektorer for de seks
sidene er bare standardbasisen i R3. Vi kan estimere den totale utstrgmningen gjennom de seks
sidene slik, hdper du husker fluksintegraler fra TMA4111:

<f1 (4 hiey) = fi ($)>h2h3 + (fz(l' + hoey) — f2($))h1h3 + <f3($ + hges) — f3(5’7)>h1h2~

Tar vi ut volumet, far vi

h1h2h3<f1(x+h1;11) — f1(x) n f2(x+h2;22) — fo() n f3<.1‘—|—h3;§> —f3(x)>.

og deler vi pd volumet og lar h — 0, far vi

Ox, Oxy Ozq
Kontrollvolumtankegangen er corny og fremstar ved fgrste gyekast som litt heuristisk. Men
man stgter pa den sa ofte i faglitteratur at det er en god investering & bli vant til tankegangen.
Du skal lete bra for & finne en bok om elektromagnetisme eller fluidmekanikk som ikke bruker
kontrollvolum til alt mellom himmel og jord.

Denne gjgr vi pd samme mate som forrige oppgave, det er bare litt mer jobb 3 sette opp alle
fluksintegralene. La oss ta et rektangulaert omrade i (7,6, p)-koordinatsystemet, med det ene
hjgrnet i (ry, 6y, ;) og det andre i (ry, 05, 05) = (71 +h,., 01 +hg, 1 +hy,). Volumet av bildet
av dette under kulekoordinattransformasjonen er sann omtrent

72 sin e1h.hgh,,

og bildet du fér er omtrent det du far om du tar en enorm sirkelsag og skjaerer ut en bit av
jordskorpen, loddrett ned til en viss dybde og langs et rektangel pa overflaten. (Noe som ligger
dgnn ned pé jordskorpen vil jo ikke vare et rektangel pa grunn av jordkrumningen, men du
skjgnner hva jeg mener.) Fluksintegralene i retningene til ¢,, e, og e, blir henholdsvis (haper
du husker fluksintegraler fra TMA4111 - dette blir et svineri)
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/ f’r‘(rl + hr7 97 90)<T1 + hr)2 - fr(r7 07 QO)T% sin @dad(p ~
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Legger vi sammen alle disse og deler pad volumet far vi

1
risin g, b, hoh,

((fr(rl + h’r)elv 901>(T1 + hr)2 - fr(rla 61’ @I)T%> sin @lhahga

—|—<f9<7°1, 91 + h07 801) - f@(rh 917 801>>r1hrh<p

+<f<p(7n17 917 ¥ + hnp) Sin(@l + hcp) - fgo(rlu 017 ()01) sin @1>T1hrh9>
og lar vi volumet g& mot null, blir det

1 of 19
2 /0 — (si
L)+ rsingp 00 + rsinp Op (sinpf,y)

Litt grisete ble dette ogsd. Men ikke sa ille som om vi skulle satt kulekoordinatene inn i f og
regna i vei slik som vi gjorde med polarkoordinater i TMA4111. Laplaceoperatoren far vi enkelt
tak i ved 3 sette svaret fra oppgave 1 inn i denne og fa

_19 20f) 1 3( 1 3f> 1 ‘9(- 18f)
Af_rQ(?r (r or +rsin4p80 rsiny 00 +rsing0&p Sm(pr(‘)gp

2 or or r2sin? ¢ \ 962 r2sin g dy ° wago ’

Banalt! Divergensen er 2 og volumet mellom paraboloidene er trivielt & beregne, dette gjorde
vi i TMA4111. Setter vi paraboloidene lik hverandre, far vi

23+ (29 +1)2 =10 — 2% — (15 — 1)?
som gir
223 + 223 +2 =10
eller

i +ai=4

2 27
/ / (8 — 2r?)rdrdf = 167
o o

Her ma du regne ut fluksen gjennom topp og bunn og sa trippelintegrere divergensen (som er
3) over volumet og sa gjgre opp totalregnskapet og se hva som mangler - det er dette som gér
ut gjennom den krumme delen av 9T. Gjesp.

[ Lo

og volumet blir

sa korrekt svar er 32m.

@ Divergensteoremet sier at
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Dersom f = Vu, far vi

/V-Vu:/Au
Q Q

pa den ene siden, og

/ Vu-dS
o0

pé den andre siden. Divergensteoremet for skalarfelt lyder altsa slik:

/Au:/ Vu-dS
Q 90

(

/afl:/ fien1 dS
0 021 o0

der e,,; er den fgrste komponenten i e,,. Tilsvarende gjelder for f, og f5, sd vi kan skrive opp
den generelle regelen

Vi antar at vektorfeltet er

~
I

o o>k
~_

Da blir divergensteoremet

ou ov
/Ua + Us— :/ uve,,;, dS.
o 9%k Jo 9Tk Jpo
som kalles delvisintegrasjonsformelen i flere dimensjoner. Dette er en generalisering av for-
melen du er vant til fra skolen. Legger vi sammen for alle k, far vi

vau+/uav—/ uve,,;, dS.
o 0T Jo Oy o



