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4 - 13 - HYDROGENATOMET

La oss avslutte torturen med & analysere hydrogenatomet. Schrédingerlikningen i tre romlige dimen-
sjoner er
. h2
th¥ = ——AU + VU,
2m

e

der m, er elektronmassen. Den enkleste modellen som spar noe fornuftig om hydrogenatomet, far
du ved 3 sette inn det elektrostatiske potensialet

q2

drre |z

V(r) =

der q er elektronprotonladningen og r er avstanden fra origo, som settes fast i protonet. Likningen
blir

. h2 2
ih¥(x,t) = ———AV(x,t) —
(0,8) = =5 —AU(x, )

e

U(z,t)

4ey | x|

og dette problemet lar seg faktisk fullstendig lgse med penn og papir, men da trenger vi alle triksene
vi har laert. Derfor er hydrogenatomet en fornuftig apoteose. Vi Igser selvfglgelig med & separere
variable, og jeg haper du husker at dette gjgres pa en spesiell mate i tid og at vi far

U(z,t) = e ()
der 1 tilfredsstiller den tidsuavhengige schrédingerlikningen

h2 q2
C2m

— Y = E.
e 47T€0|.I'|

Siden det elektrostatiske potensialet kun avhenger av avstanden til origo, tenker vi det er lurt 3 prgve
kulekoordinater, sa la oss na anta

og separere videre.

Bruk uttrykket for laplaceoperatoren i kulekoordinater og vis at

2

(PR + ( 7 —I—Er2> R(r) = vR(r)

4me

4
2m, dr

h? 1 (92Y (6, ) L9 (. 9Y(be)
2m, (Sin2<,0( 06> )Jrsinso@cp(m(p Ay ))_’yY(Q,(p)

der v er en forelgbig ubestemt separasjonskonstant.

og at
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Likningen for R er ikke s& vanskelig & hdndtere, men vi ma nesten vite noe om X\ for 8 komme igang
med analysen, og denne informasjonen gjemmer seg i likningen for Y, som er noe verre 3 handtere slik
den star. Derfor er det pa sin plass a innfgre litt mer formalisert kvantefysikk - dette vil faktisk spare
oss for en del arbeid. Du husker kanskje at operatoren som gir bevegelsesmengde langs ¢, er

0
p="L, =—ih—0-.
p k ! 0xy,

Det klassiske drivmomentet er x x p, sa da kommer det kanskje ikke som noe sjokk at det kvante-
mekaniske drivmomentet er

L=—ihzxV

. 0 0 0 0 0 0
= ((%8% —xs%) ot (%axl ‘“axg) 2t (%Q ‘”“"anl) 63)

Nar kvantefysikere skriver L2, mener de

L? =17+ L5 + L3

(o 0N (00N (oo
N $28x3 x38x2 x38x1 $18x3 xlaxz x281:1

og her kommer en oppgave som er harete og lang, men ikke spesielt vanskelig.

Vis at L? er —h? ganger vinkeldelen av laplaceoperatoren i kulekoordinater:

1 0? 1 9 0
i () i o)
g (sin2 © (802) * sin p Oy smgp&p

(Hint: Skriv Ly, L, og L4 i kulekoordinater og regn i vei.)
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Konklusjonen etter forrige oppgave er at vinkellikningen fra oppgave 1 kan skrives
L?Y = )\Y

der
A =2m,y.

N3 er det faktsisk enklere og mer generelt & hente ut informasjon om A ved & studere drivmomentope-
ratoren enn ved 3 studere vinkellikningen direkte, sa det skal vi gjgre. Det fgrst steget er 3 introdusere
kommutatoren] mellom to linezroperatorer

[A,B] = AB— BA
og na er det bare & regne i vei. Det neste steget er 3 vise at
[Ly,Ly] =ihLg [Ly, Ls] =ihL, [Ls, Ly] =ihL,
og at
[LQaLl] = [L27L2] = [L27L3] =0

og sa ma vi innfgre stigeoperatoreneEl

og vise at
[Ls, L] =nL, (L3, L ]=hL_
og at
[LQ,L+] =[L% L ]=0
og at

[2=L,L +I3—hLy=L L, +L2+hL,.

Q Varsdgod sett igang.

(Du far bruk for regnereglene her: https://en.wikipedia.org/wiki/Lie_algebra )

"https://en.wikipedia.org/wiki/Lie_algebra
*https://en.wikipedia.org/wiki/Ladder_operator


https://en.wikipedia.org/wiki/Lie_algebra
https://en.wikipedia.org/wiki/Lie_algebra
https://en.wikipedia.org/wiki/Ladder_operator
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La oss n3 anta at L? og L; har en felles egenvektor Y:
LY = )\Y LY =Y
Siden L, Yog L_Y kommuterer med L?, er det lett & se at L, Y og L_Y er egenvektorer for L?:
L*L.Y =L, L*Y =)L.Y L’L Y =L L?Y =)L_Y

Hvorvidt L? og L faktisk har en felles egenvektor Y er et spgrsmal for funksjonalanalyserﬂ og ikke
helt trivielt & vise, men det har ikke sd mye & si for oss, for vi skal analysere hydrogenatomet, og da
kommer vi til 3 finne de egenvektorene vi trenger. Man sier “stigeoperatorer” fordi

LiL.Y = (u+h)L,Y  og Ll Y =(u—h)L_Y.

Vis dette.

Vi féar altsd en stige. Denne stigen ma stoppe i begge retninger, siden

/\ZMQ.

Vis dette.

(Hint: Bruk at L? — L% = L% + L3 og at L, og L, er hermittisk linezroperatorer.)
Til slutt er det nd bare & bruke
L*=L,L +L}—hLy=L_L,+L%+hL,
og sa ser vi at
A=h2(+1)

der [ er et hel- eller halvtall.

@ Vis dette.

3https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space


https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert_space
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N3 som vi vet at A = A2l(l + 1) der [ er et helt eller et halvt tall, vet vi at v = A2l(l + 1)/2m, og
nd er det ikke sd ille 3 regne ut ©, ® og R. Vinkellikningen kan separeres videre ved & anta at

Y(0,¢) = 0(0)2(p)-

og det sier seg selv at ©® ma vaere en 27-periodisk funksjon siden det & legge til 27 bare er & ga én
gang rundt hydrogenatomet.

Q Vis at ©”(0) + m20© = 0 der m er et heltall.

Likningen over er sa enkel at det var pensum i TMA4101 3 Igse den, og Igsningen for en gitt m er
alle linezerkombinasjoner pa formen

0,,0) =A™+ B e ™
Likningen for ® er mer komplisert:
dy, , L
sin @% <<I> () sin g@) = (m* —1(l+ 1) sin® p) ®(p)

Denne er ikke s& god & handtere som den stdr, men en koordinattransformasjon gjgr susen.

Q La p(s) = ®(arccos(s)) og utled legendres assosierte Iiknin

%((1—52)]9/(8))4- (l(l+1)— m” )pZO

1—s2

og finn Igsningene. Det vanligste er & skrive p som en potensrekke og sd prgve & regne ut
koeffisientene.
(Hint: Begynn med spesialtilfellet m = 0 og bruk den heltallige Igsningen av [.)

‘https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials


https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials
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Likningen for R er

R d (T2R’(T)> + (qu + Er2> R(r) = MR(T)

2m, dr dme 2m,
eller
hz ” 2 ’ q2 h2l<l + 1)
2—me<R (r)+ R (r)) + (WEO + E) R(r) = =5, -5 RO

om du vil. A Igse denne er litt mer involvert enn den for Y. Vi er ferdige med & separere variable, men
det gar fremdeles an & vinne noe pa 3 splitte R videre opp. Den klassiske strategien er & analysere
hvordan R oppfgrer seg (1) langt ute og (2) tett pa kjernen og sé skrelle av oppfgrselen ved & skrive
R som produkter av funksjonene vi hoster opp pé denne maten. La oss fgrst skrelle av noen fysiske
konstanter. Det vanlige er & innfgre parametrene

2
megq

o =——t_
& Po dregh?a

og variablene
p=2ar og S(p) = R(p/2a)

slik at likningen blir

" 2 / 1 pO l<l+1) _
S(p>+p5(p)—<4—p+ p )S(p)—o-

Siden konvensjonen er at potensiell energi er null uendelig langt vekke fra kjernen, ma bundne
tilstander ha E < OE|

0 @ Utled likningen og finn motivasjonen for p ved a studere hva som skjer langt fra kjernen.

Langt ut fra protonet bgr jo bglgefunksjonen helst g& mot null siden elektronet stort sett holder seg
tett pa kjernen. Dette kan vi utnytte ved 3 skrive

S(p) = e P*F(p)
og skrive om likningen til
y 2 , -1 I{l+1
F(p)+<—1)F(p)+<p0 —( 2))F(p):0.
P p P

Q Utled denne og prgv en Igsning pa potensrekkeform slik som i oppgave 8.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Bound_state


https://en.wikipedia.org/wiki/Bound_state
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Forholdet mellom koeffisientene til rekkeutviklingen av en eventuell Igsning vil g& som 1/k nar k blir
stor:

Ao (k+2)—py 2

ap,  (k+2)(k+3)—1l+1) k&

Dette impliserer at rekkeutviklingen gar omtrent som en eksponensialfunksjon med positiv eksponent,
og dette kan vi ikke ha noe av, for det blir ikke noen normaliserbar bglgefunksjon. Vart eneste hap
er derfor & satse pa at kanskje p, er et heltall slik at rekken terminerer ndr 2(k + 2) = p, og det
produseres polynomlgsninger. Det er klart av forrige oppgave at om en vanlig potensrekkelgsning
finnes, starter den tidligst pd k = [. Derfor skreller vi av litt ved & sette

slik at
pL"(p) +2((1+1) = p)L'(p) + (py — 21+ 1)) L(p) = 0.

Dette kalles den assosierte Iaguerrelikningenﬁ Lgsningene til denne bygges fra Igsningene til den
noe enklere laguerrelikningen

pLy(p) + (1 —p)Ly(p) + nL,(p) =0
og vi ender opp med en haug med forskjellige polynomlgsninger.

Utled den assosierte laguerrelikningen, Igs vaniljevarianten og finn ut hvordan du bygger Igs-
ninger til den assosierte likningen.
(Den enkleste Igsningen for laguerre vanilla er faktisk laplacetransform, se eks 31 6.7 i Kreyszig.)

Schrodingers analyse av hydrogenatomet regnes som et av de viktigste arbeidene i teoretisk fysikk i
det tjuende arhundret, og derfor er det flere nobelprisvinnere som har skrevet elementaere leerebgker
om detﬂ Bglgefunksjonene til de forskjellige elektronskallene far du nd vet 3 sette alt sammen
og normalisere. Det blir et svineri uten sidestykke, og de fleste slar seg til roﬂ med 3 se pa fine
figurer av elektronskallene og studere formlene for energinivéeneﬂ Ideelt sett skulle vi nd involvert
relativitetsteorien, begynt pa spinn og funnet den relativistiske korreksjoneﬂ til balmerserierﬂ men
du blir reddet av gongongen - dette var det vi rakk. God péske.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Laguerre_polynomials
"Du finner Linus Paulings versjon her:
https://archive.org/details/ost-physics-introductiontoqu031712mbp/mode/2up
og Feynmans versjon her:
https://www.feynmanlectures.caltech.edu/III_19.html
og en gjennomgang av Schrédingers originale Igsning her:
https://arxiv.org/abs/2007.14798
Griffiths “Introduction to Quantum Mechanics” er kanskje den enkleste boken & lese.
Shttps://www.frontiersin.org/journals/ecology-and-evolution/articles/10.3389/fevo.2023.
1191274/full
9nttps://en.wikipedia.org/wiki/Hydrogen-1like_atom
Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Balmer_series
Uhttps://en.wikipedia.org/wiki/Fine_structure
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