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4 - 13 - HYDROGENATOMET - LF

Laplaceoperatoren i kulekoordinater er

10 of 1 0% f 1 o (. Of
1= L 0 e (50 s )
/ r2 or (7‘ or * r2sin? ¢ (802> + r2sin p dyp Smgpc’hp

sa den tidsuavhengige schrodingerlikningen blir

(10 (00 1 0% 1 0 o q>
(L2 9 (sinpZ?) ) - — B
2m (7“2 or ( 87“) * r2 sin? ¢ (692> - 72 sin p Oy <Sm¢8gp)) 471’607"1/} ¥

Hvis vi nd ganger med 72, far vi

h2 L O 1 (0% 1L 0 (. oY 2
(0?“( 87‘>+sin2cp(092>+sing08<p<5m900g0>> 47reo¢ Bry.

og setter alle r-tingene pé dene ene siden, far vi

K% 0 ( 8w> __hi 1 0% N 1 a(in &p)
omar \" ar 4re, " 2m \sin? ¢ \ 062 sin ¢ dp > (p&p
Hvis vi nd setter inn ¢(z) = ( )Y (0, ), far vi
2/ 2
V02 L (2 () + LR (0.) + BRI (0,¢)

B h2 1 0%Y (0, ) 1 0 (. 0Y(b )
__R(T>% (sin2g0 ( 062 > " Sin%"% (Slngo ofte ))

og deler vi likningen pad R(r)Y (6, ¢) far vi
1w dy,,, q°r
R(r) 2m dr (T <T)) + 4re,,

1w 1 9%Y (0, ) N 1 9 “in Y (0, )
Y (0,0)2m \sin® o 00? sin o O ? Do '

Siden den ene siden nd kun avhenger av radien og den andre kun av vinklene, ma begge sider
vaere konstante, og vi far de to likningene

1 nrd

7 ~ R(r)2mdr

+ Er?

2

(7“2R'(r)> + 4(;60 + Er?

og

L1 R (PYOe)) L0 (L 0V,
T Y(6,¢)2m \sin? ¢ 00? sin p Oy Sy Oy ’

Her gjelder det & huske tilbake til oppgave 1 i gkt 4-2. Likningen som relaterer stigningene
med hensyn pa den kartesiske basisen og og kulekoordinatbasisen, er

T
€r

o0 90 9 1 7| _(9o o _9
or 90 9y rsing 0 | = \ Bz, 0z, Oz,
1.7

resﬂ
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La oss skrive dette ut i detalj slik:

cos fsin sin #sin CoS

(@@@) L G s 0 | (0 2 9
or 90 9y rsing rsin g dr, Or, Oz,

1 1 . 1 .
—cosflcosp —sinfcospy ——sing
r r r

Dette ser nok litt forvirrende ut siden derivasjonsoperatoren star til venstre for kulekoordinatja-
cobien, sa la oss skrive det ut pa likningsform slik:

i = cos 6sin g — ! sim@2 + 1cos&cos i
ox, Yor rsin @ a0 r ('D&p
i =sin #sin ﬁ + cos 02 + 1Sinecos —
0y Yor rsin ¢ a0 r ('08(,0
O s d 1,9
oxy Yor 1 (’O&p

N3 er det bare 3 sette inn i uttrykket for L og huske at

rcosfsin @
x = | rsinfsiny
7COS
Det er litt jobb, men du far
0

o 1
thL, =rsinfsin ¢ <cos Y5 " sin cpa—>
ror %

.. 0 o 1 . 0
—TCcosp (sm@sm Y=+ oS 9% + - sin 0 cos go&p)

or  rsing

1
thLy =rcosp <cos€sin cpé — sin 9680 + - cos f cos 906(1)

Or rsingp

— rcosfsin (cos gpg — 1sincpa>
ar r Oy

cosyp | 0
=— 0— 0—
sing " ag T %5,
1 1
thLs = —rsinfsine (cosﬁsin cpaar — e sin 9880 + = cos f cos cpél)

. ., 0 1 o 1 . 0
+ rcosfsin (sm@smg@a + mcosﬁ% + rsm@cosgo(a@)
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og

L? =L3 + L5 + L3

9 o\’ o a1\’ o a1\’
A2 _ _ _r2 _ _ _r2 _ o
== (a:2 0xs 3 0, ) o (a:3 0xy 1 0z ) +h (xl 0x, 2 0z, )
) 9 \? oS ¢ ) 9\? 92
—_h2 <_COW SO~ — 97> (— sin f— 97) <7>
( sing %90 TS50 ) T Tame 0 T, ) T\ a0

=—h? L 8—2 + ! 8(3111 8)
B sin? p \ 962 sin ¢ dp (’Dacp

Merk at operatorer ganges ut litt annerledes enn skalarer siden rekkefglgen pd derivasjonene
ikke ngdvendigvis kommuterer. Hvis du blir forvirret er det bare & slenge inn et skalarfelt og
derivere og dobbeltsjekke. Her er utregningene i detalj. La

cosyp 0 0 _Ccosp 0 0
D, =— — —sinf— D, = no— —
! sin go 980 sin Op °8 2 sing V80 oo 08@
Da er
0 9\’
pero (8% 09 g
i/ sin e P Oy /

cos GE — sin 60—

(

= (55 55
(
(

LN
( SianOSO(% sm@aw f

Q)
‘G

0 0

sin @ 0 00 Oy
0 COs ¢ of

sin ¢

—i—sm@af)

08— + sin — 7 i

cosf— + sm98> (w cos 0— —i—sin&a) I
0 Oy ne
0
singo 00 84,0) ( «© 98
f

0s 00—

_cosgpcoseg (c9s<p 0
sin 00

cosp 09 0f>
sin @ ol ) + sin go 080 (5111 o Jp

d [cosp of o (. ,Of
—i—sm@% (singpco 08«9) +Sn9% <81n0&p>

2

= 0052 L4 co 680 <c0898f> + C?S(p HE (sm 9§f>

sin® ¢ 00 sin ¢ 00 ®
0 [cosyp df ) 22 ( af )
0 cos 0— —= 0— —
+sinfcos dp <Sin p 00 dp \ Oy



TMA4101/4106/4111/4121

og
2

0 0
D2 :<_cosg0 ., 0 7)
sf sin<p81n989+cose&p f

_( cosp D 8) (_cosgo ., 0 8)
_< sincp81n986+cose&p sincpsm089+coseacp f

cosp . 0 0 ) ( cosp . Of 3f)
=|— 00— 06— | (— 60— 00—
( sin g sin 20 + cos g sin sin 20 + cos Do

_ Cosy . 0 0 (COSSO si 98f> _ %Y sin02 <C0898f>

sin ¢ T sin Y sin 00 Oy
— CoS 08(?0 (Z:Z sin 92‘(’;) + cos 988()0 (cos Hgi)
= cos ¢ sin 92 (sin 98f> i sin 92 (cos 96f>
~sin?ep 00 99) sinp 06 D
mo (SSEOY g0 (2
cos@sm@ago <sincp89 + cos 98@ o

sd nd er det bare 3 bruke produktregelen pa de leddene som ikke er skrevet ut og sjekke at alt
stemmer.

Vi beregner

-1 0 0 0 0
7z [L1: Lo (562(%3 - 5338%) (x?’(?xl - 901%)

e D (0 O O (Y O (O O (2
_x28x3 x?’axl w28w3 $18x3 ”“"383:2 x?’@xl x38x2 xl(‘)xS

=T3 + xyg 211 0 QL 1 i
0 0wy O3 Oxqry 0oy
Tolg + 212y + 23 0 .0 T3T _9
1 Oxs 0x |y 0 0xyT
0 0 1

slik at
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De to andre beregningene er like.

Siden L? og L, kommuterer, far vi
[L?, Ly] =[L3, L] + [L3, Ly] + [L3, Ly]
:L%Ll - LIL% + Lng - Lng = [L%, Ll] + [L%, Ll]

og nd kunne vi satt inn uttrykkene for L, og regna i vei, men det er enklere d bruke regneregel
4 her: https://en.wikipedia.org/wiki/Commutator#Lie-algebra_identities
og skrive

(L3, Ly] + [L3, L] =Ly[Ly, Ly] + [Ly, Ly] Ly + Lg[Lg, Ly] + [Lg, Ly Ly
= —ihLyLg —ihLqLy + ihLgLy +ihLoLg =0
slik at [L?, L] = 0. De andre beregningene er like.
Sa regner vi
[Ls, L] = [Ls, Ly +iLy] = [Lg, L] + t[Lg, Ly] = ihLy + ALy = hL,
og sa videre.
Lett!
LyL.Y =L,L,Y + L, LY —L Ly +Y
—L, LY +[Lg, L,]Y
=L, LY +hL.Y
=L, (Ly+h)Y =(u+h)LY

Merk ellers at egenverdien x m& ha samme benevning som 7, altsd joule sekund.

Vi har

(L2 — I2)Y = (A — p2)Y.

Siden L, er hermittisk, er egenverdiene reelle, og da m3 L? vaere positivt definitt. Det samme
gjelder for L2 og fglgelig for summen av dem. Men da m3 ogsd L? — L2 vaere positivt definitt,
og fglgelig er

A—p?>0.

Merk n3 at A m3 ha samme benevning som %2.

@ Vi kan fortsette som i oppgave 4 og se ved induksjon at

LyLnY = (u+nh)L2Y

men n3r (1 + nh)? ndr opp til A m& dette stoppe opp p3 en eller annen m3te siden L? — L2
er en hermittisk linezroperator og vi ikke kan ha (u + nh)? > X. Den eneste miten 3 f4


https://en.wikipedia.org/wiki/Commutator#Lie-algebra_identities
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dette til pd er at L''Y = 0 for en eller annen m. Av samme grunn ma LY = 0 for en eller
annen n. La oss kalle de korresponderende egenvektorene for Y, og Y, og egenverdiene til L,
for lh og kh der [ og k er benevningslgse tall. (Husk at 4 m& ha samme benevning som #.)
Egenvektorlikningene til disse med hensyn pa L, blir

L?Y, =(L_L, + L3+ hLsy)Y,
= (04 1Ph% + h2)Y,
=h2l(l+1)Y,

og

L*Y, =(L,L_+ L3 —hL;)Y,

=(0+ k%h% — h2k) Y,

=h?k(k —1)Y,
s& det er klart at de er egenvektorer til L?. Men siden L? kommuterer med L, og L_, kan vi
beregne at
L’L.Y =L, LY =L \Y =)\L,Y
og
I?’L Y=L _IL?Y =L _\Y =)L.Y
sd vi ma ha

RA+1) = A = h2k(k—1).

Likningen (I + 1) = k(k — 1) er en annengradslikning i [ for hver verdi av k, og abc-formelen
gir

z—*l + /1 +4k(k—1)
a 2

B R S

—1+2(k—3) 1 (k_1>

slik at enten [ = —k eller [ = k — 1. Den siste likningen er ikke mulig siden [ > k, s vi ma ha
| = —k. Siden det for hvert valg av [ finnes bade 1; = lh og pu_; = —lh og du skal kunne ga
i hele steg mellom disse ved 3 bruke L, og L_, ma det nesten vaere slik at [ er enten et helt
eller et halvt tall.

Sa med all var nye kunnskap kan vi skrive likningen

_h2< 1 <02Y(9,¢)>+ 1 9 (SiwaY(e,@»:W(e’@

2m,, sin? ) 00? sin ¢ % Do
om til
(L (O0) 1 9 Y, (0, ¢) R2(1+ 1)
_ o . _ v
2me (Sin2 %2 ( 892 ) + sin 2 8@ (Sln v agp ) ) 2me l(ea gO)
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eller

1 0%Y,(0, o) 1 0 (. 0Y(0,0)
— ) = (l+1)Y ©»
sin® ¢ ( 002 ) sin o ¢ (smg@ dp ) i (0. ¢)

Vi setter Y;(0, ) = O(8)P(¢) inn i denne likningen og far og far

®(¢) o(0) 0

OO Sm@%(@/(gp) sing) = —1(1+1)0(8)@(p)

2

og sa deler vi pa O(6)P(yp) og far
1 1 0
——0"(0) + ———— (P’ i =—l(l+1
O(h) sin? (6)+ O (p)sinp 8g0< (%) sm<p> (1+1)

som kan skrives om til

@zm ”(0) = —2?;; 8(?0 <<I>/(cp) sin (p) 4+ I(1 + 1) sin® .
Fglgelig er
1
@9”(9)
og
sing 0 [/, , 9
“3(p) 99 (<I> (p) smgo) +I(l+1)sin” ¢

begge konstante, slik at
0”(0) = aB(0)
og

—sin 808(?0 (@’(cp) sin go) + 11+ 1)®(p) sin? ¢ = ad(p).

Siden © ma veere periodisk er det klart at « < 0, og det peneste er nd (akkurat som i TMA4106)

3 sette v = —m? og
©,,(0) =A,, cosmf + B, sinmb,
men for vart formal er det nd mer praktisk & skrive dette som
0,,(0)=A,,e™ + B, ™
og s& husker vi pd at m? < (I + 1), siden him er egenverdien til L.
Dersom p(s) = ®(arccos(s)) er p’(s) = —®’ (arccos(s))/vV1— s2 eller

d d
24 1_24%
dp ¥ ds

om du foretrekker det. For gvrig er sin ¢ = sin(arccos(s)) = v 1 — s2, sa likningen

sin decfp (@’(gp) sin <,0> = (m? — (L + 1) sin® ) (p)
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blir

(1= s2) (1= 520/ (5)) = (m? — 10+ 1)(1 7)) pls)

S

eller

js(a_s )p (s>)+ (z<z+1)—<1’f82))p<s>:o

La oss begynne med spesialtilfellet m = 0, slik at

d

—(=sp'(9)) + 1+ Dp(s) = 0

eller
(1—s?)p"(s) —2sp’(s) + (I + 1)p(s) =0

Det vanlige er a gjette pa en Igsning pa potensrekkeform:

oo

— n

= g a,s
n=0

Dersom vi er i det absolutte konvergensomradet til denne, kan vi derivere og fa

o0

o0
— n—1 n—=2
= E na,,s og nin—1)a

n=2
som innsatt i likningen gir
(1—s2 Znn—l s 2—232nan8”_1+l(l+1)2ans”:
n=2 n=1 n=0

eller

[e.e] [ee]

Z(n +2)(n+1)a, 05" — Z(n +2)(n+ 1)a, os"2 —2 Z(n + 1a, " +1(1+1) Z a,, s"

n=0 n=0 n=0 n=0
Sammenlikner vi koeffisientene pd hver potens av s, far vi
(n+2)(n+1)a, ., —n(n—1)a, —2na, +1(l+1)a, =0
slik at

Gpey (0t 1) —I(1+1)
a,  (n+2)(n+1)

Her ser vi at for s = 41 vil rekken divergere med mindre vi kombinerer heltallslgsningen
A =1(l4 1) med kravet at a, = 0 eller a; = 0 alt etter om [ er odde eller jevn. Da vil rekken
terminere og sa far vi polynomlgsninger. Disse ponnomene kalles Iegendrepolynomen{] P,
og det er de du far ut om du gramschmidter 1, s, s2, ---. De dukker visst opp i nevralnett, og det
er de du skal bruke om du gnsker & beregne et |ntegra| numerisk til en helt insane preS|SJonE]

"https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
“https://en.wikipedia.org/wiki/Gauss-Legendre_quadrature

=0.


https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
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Dersom m = 0, blir likningen noe mer komplisert, men Igsningene er de assosierte legendre-
funksjonene’|

Pi(s) = (1)1 — )

ds™

By(s).

Det litt for kjedelig a regne seg frem til denne formen, sa vi kan ta det for god fisk. Det generelle
studiet av likninger i denne kategorien kalles sturmliouvilleteorf_r] og er litt hardt for oss, men
noen av dere vil nok stgte pa det senere.

@ Dersom r er stor blir alt som er delt pa r veldig lite, sa vi star igjen med

hQ
%R”(r) + ER(r)=0

e

og siden E < 0 for bundne tilstander blir Igsningen
R(T) ~ ef'm/f2Em6/h

Dette motivererer

o 2Em,

o = % og p = 2ar.
Det finnes ogs3 en Igsning med positiv eksponent, men den skroter vi siden |¥|? skal vaere en
sannsynlighetstetthet. Det finnes ogsa en integrasjonskonstant jeg ikke skrev opp. Kjerneregelen

gir

_

5 1 (p/20) og S”(p) = %R”(p/ 20v)

S (p) o

sé likningen for S blir

h? > 8a? 20q> 402h21(1 + 1)
s (10287(0) + ') + (1o ) 5(0) = O e
eller (vi deler ut £ = —a?h?/2m,)
L8 dp,  Al(l+1
157(p)+ 55'(p) - (1 204 HED Y 55 0,

Vi beregner

S'(p) = e (F/(p) - ;F(p)>
og
5 (p) = — 5?2 (F(0) = 3 F(0) + 2 (F" () = 5F'(p))

= (F"(0) ~ F'(p) + {F(p)).

3https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials
“https://en.wikipedia.org/wiki/Sturm-Liouville_theory


https://en.wikipedia.org/wiki/Associated_Legendre_polynomials
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Vi setter denne inn i likningen og deler ut e=?/2 og far

F/(0) = F(p) + 3 F (o) + 2 () = 570) = (1= 2+ L) Py =0

eller

P (2-1) - (R 1 ) —o.

Antar vi en Igsning pa potensrekkeform:
F(p)=> a,p" F'(p) = na,p"? F’(p) = n(n—1)a,p" 2
n=0 n=1 n=2

og setter inn, far vi

- 2 - 1— (I+1))
Zn(n —1Da,p" %+ <f — 1) Znanpnfl — ( oy ( —z )> Zanp” = 0.
n=2 p n=1 p p n=0

La oss rydde litt:

oo oo oo
Z n(n —1)a,p" 2+2 Z na, p" 2 — Z na,, p" !
n=2 n=1 n=1

_(1 - pO) Z anpn_l - l(l + 1) Z a’npn_2 =0
n=0 n=0

og skrive om indeksene:

> +2)(n+1)a,00" 42> (n+ 1), p" =D (n+ D)a,,,p"
n=0 n=0 n=0
oo oo
—(1=pg) D> a,p" =11 +1) a,p"2=0
n=0 n=0
og sa er det bare & brette opp ermene og studere koeffisientene til forskjellige potenser av p:
1
P : —I(l+ 1)a,
1
P : 2a; — (1 = po)ag — (Il + 1)a,
L: 6ay —ay — (1 —pglay — (1 +1)ay
pr (k+2)(k+3)apo — (k+ Dag, — (1= polag — U+ Dag,,

Av dette ser vi at alle koeffisienter helt opp til (k+ 2)(k+ 3) ={(l + 1) ma vaere null. Denne
kan veere sann p3 to mater; og den positive (og eneste korrekte) Igsningen er k =1 — 2, og
dette betyr at a; er den fgrste koeffisienten som kan vaere ulik null.
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Vi beregner
F(p) = p'L(p)
F'(p) =1p'"L(p) + p' L (p)
F"(p) =1(1—=1)p"*L(p) + 21" "L (p) + p'L" (p)
og setter inn i likningen for F og far

I —=1)p"2L(p) +2p" ' L' (p) + p'L" (p)

+ (i - 1) (Ip" " Lp) + p' L' (p)) — (1 —ppo =

) e o

og deler vi ut p'~! og rydder litt, far vi

pL”(p) + (2(1+1) — p)L'(p) + (pg — 1+ 1) L(p) = 0.

Vaniljelaguerre er

pLy(p) + (1 = p) Ly (p) +nLy,(p) =0
og laplacer vi denne og rydder, far vi (L,,(0) kansellerer)

(s — 52)%£<Ln> +(nt1- s)£<Ln> =0

som har Igsning

N3 er det bare a se at

(g ) = G

slik at

e’ d” (s—1)"
_— Ne—P =
£< n! dpn (pre >> sl

Dette betyr at laguerrepolynomene tilfredsstiller rekursjonen

e P d"
_ n,—p
Ln(p) = — i (p"e ).
Dette gir laguerrepolynomene péd en konstant nzr. Det finnes mange andre mater & definere
dem p3, for eksempel

() (1)
L,(p) = ( ) p*
2 )
eller ved rekursjonen

pLi(p) = (L (p) = Li(p))
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eller

1 /d

L,(p) = ! (dp - 1>npn-

Lgsningene LE til den assosierte laguerrelikningen
pL” (p) + (2(1+1) —p)L'(p) + (pg —1—1) L(p) = 0
kan nd skrives

k , d*
Ly (p) = (1) TM@HMP)

der k=2(1+1) ogn:po—l—l.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Principal_quantum_number
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