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4 -10 - BOLGER - LF

Vi far
po+p=clpy+p)
og deler vi denne pa
Po = ¢pgy

far vi

y
1+p:<1+p> .
Po Po

Vi husker sa pa taylorrekken til (1 + )7, eller binaomialformelen om du viI
oo ,y
]_ = n — 1
(1+w) nEZO (n) T + vz +

Dersom vi antar at p/p, er et lite tall, gir det mening & bruke den lineaere approksimasjonen

og skrive
~
(1 + p) ~1+ vﬁ
Po Po
slik at
P
J S —Op.
Po

Setter vi inn p + p, i kontinuitetslikningen far vi

D0 +0)+ Y ((po +)0) = 0.
For det fgrste er p, = 0, sa dette blir

p+ V- (pgv) + V- (pv) = 0.
eller

p+pV-v+(V-plo+pV-v=0

om du vil. Hvis du na ser pa disse leddene, ser du at vi ikke har gjort antagelser pa noen av
de deriverte, men vi vet at p og v er bitte sma, sa de to siste leddene er bittesma siden de er
ganget med henholdsvis p og v, sa da far vi

p+p0v'l)%0

"https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_series


https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_series
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La oss fgrst massere likningen

v+ (v-V)v = _Vipo+p)
Po+ P

litt og skrive den som
(po +p) (0 + (v- V)v) = =Vp.

i produktet pa venstre hand kan vi ta ut p og (v- V)v siden de er bitte sm3, og fa

Po¥ ~ —Vp
slik at
. —=Vp
VA
Po

Da tar vi siste likning fra forrige oppgave og setter den inn i p = —yp,V - v og far

. . —Vp P
p=—=TpV-0=—=7pV " ( ) = Topp,
Po Po

Vi partiellderiverer med hensyn pd x to ganger, og far

aQU V4 V4
922 =¢" (x4 ct) + " (x — ct)
og
d*u 2 2
ﬁ:C(Z)(l"i‘Ct)‘i‘Clb(I'—Ct)

Denne passer helt klart i bglgelikningen.

@ Vi vet at
u(z,t) = ¢p(x —ct) + P(x + ct)

passer i bglgelikningen. Dersom man bruker

u(z,0) = f(z)

far man
¢(z) + () = f(z)

og dersom man bruker

u(z,0) = g(x),
far man

c¢’(z) — e’ (x) = g(x),

eller

b(x) —h(z) = - ( / " o(s) ds + (0) — w<o>) |

C

Vi har nd et linezert 2 x 2-likningssystem for ¢ og 1. Legger vi likningene sammen, far vi

20(a) = f(a)+ ¢ ([ oto) ds-+-000) - w00
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og trekker vi dem fra hverandre, far vi

Vi setter nd alt sammen igjen:
u(z,t) =p(x + ct) + P(x — ct)
x+ct x—ct
(Fla+et) + fla —et)) 21(/+ w—é' o(s)ds)

(flz+ct)+ flx —ct)) + —

l\J\H

I\D\H

[\

S+
8]
+
¢}
o~

Vi utvider f slik

og g slik:

D’'Alembert gir oss na

(f(a:—l—ct) f(x—ct))+§c/zz ¢ G(s) ds.

l\’)\r—t

| dette problemet er x alltid positiv, s vi trenger 3 skille mellom ndr x —ct er positiv og negativ.
S3 lenge x > ct, far vi bare

DN | =

ule,t) = U@+dHﬁm—dD+i/%CM@w-

x—ct

mens nar z < ct kan vi bruke den odde utvidelsen og fa

u(w,t) = (f(x—i—ct)—f(ct—x))—l—l/z ) g(s) ds.

2c ct—x

DN | =

Hvis du syntes det var vanskelig a fa rett fortegn pa det siste integralet, er det bare & huske at
integralet til en odde funksjon er jevn, og beregne

T+ct T+ct r—ct
[ asras= [ dsas- [ g ds
r—ct 0 0
z+ct ct—x
—[ s [ gds
0 0

T+ct ct—x T+ct
:/ g(s) ds —/ g(s) ds = / g(s) ds.
0 0 ct

—T
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Vi beregner fgrst (la g veere kulekoordinattransformasjonen)

_ 1 o .
u(r,t) = - /33( udS = 471/ / g(r,0,p)) sinpdpdf.

Denne er lett 3 derivere med hensyn pa 7:

a ~ 2T T 89 )
Eu(r,t) —/0 /0 Vu(g(r,0, @))E sin pdpdd

1
- / Vu-dS
dmr 0B(z,r)

1 1 "
. / Au= L / / Au dS
dmr B(z,r) dmr 0 Y9B(z,s)

For ikke & snakke om dobbeltderivere:

82
u(r,t) = / Au as
or? 42 b Jane

—2 1
= 3/ Au+ 2/ Au dS
Amr B(z,s) Amr 0B(z,r)

Da er det bare & sette sammen ingrediensene slik:

0% 2 0 1
c? ( S U &) = 5 c?Au dS
or 7“ or 4r 0B (z.)
1
= 5 i dS
dmr OB(z,r)

@ Vi beregner fgrst

0? 0% _
et ="
=rc? —Qﬂ—i-ggﬂ
N or? ror
0% _ 0 _
=c? (rWu+ 28 u)
0 0 0?2
_ 29 O\ _ 2,0
= or <“+Tar“> ¢ 87“2U

N3 er det bare & bruke formelen fra oppgave 7, med 0 < r < ct, og skrive

U(r,t):;(F(r—i—ct)—F(ct—r))—i—;C/r ) G(s) ds
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og sa
U(r,t)
u(, ) = r
_ _ r+ct
:m(w”“>FW7”+1/ G@m)
r—0 2r 2re J, .

=F’(ct) + %G(ct)

0 1 / 1
_2 de) b / g ds.
ot (47TC2t 9B ct) 4mc3t B (.ct)

Sa da er f noe som ser litt ut som diracpulsen i omradet rundt origo, og dette kan vi tenke pa
noe som tilfgrer litt bevegelsesmengde momentant, husk oppgave 39 og 40 i gkt 2-2:
https://mortano.folk.ntnu.no/stoff/2-2.pdf

og kirchhoff gir
1
=\ == *)
u(zx,t) (471'6275 /33(1: ct) ? S)

Integranden g er null pd 0B(z,ct) helt til radien ¢t begynner & nerme seg origo, og nar ct
har passert origo blir det stille igjen. Dette er ikke det som skjer i to dimensjoner - nar du
kaster en stein pa et vannspeil, far du bglger som fortsetter 3 bevege vannspeilet lenge etter
at bglgefronten har passert.

3
R Ct Iy = (X <%>M

v DU STAR HER ) STAR WER v DUNSTAR HER
\ (x)
AN
plop? Plor? )

v DU STAR HER fR HER

s

-
7,



https://mortano.folk.ntnu.no/stoff/2-2.pdf

