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3 - 7 - KOORDINATAVBILDNINGER |

Arealet blir mab. Jeg kommer ikke til & be deg om beregne envariable integraler pd eksamen.

S3 lenge matrisen har full rang blir bildet av enhetskvadratet alltid et parallellepiped med
sidekanter lik kolonnene i matrisen.

Her er kolonnene linezxrt avhengige, sd alle punktene pa enhetskvadratet legger seg pa den
rette linjen fra origo til (2,2)7.

Dette blir enhetskvadratet dreid vinkelen e mot klokken, om en rotasjonsakse som sitter i origo.

Vi har
2cosa —2sina o [COSC —sino
2sina 2cosa ) sina  cosa
sd denne dreier enhetskvadratet og strekker det med en faktor 2 i alle retninger.

Her ser vi at
(2(:0804 —Sina) _ (2cosa —sinoz) (2 0)
2sina cosa 2sina coso 0 1
sa denne strekker med en faktor 2 i x;-retningen og dreier sa vinkelen o mot klokken.
Her er det bare & ta determinanten av matrisene.

Sa  er parallellepiped, og vi kunne i og for seg delt integralet i tre slik:

1 2z, 2wy /2+43/2 3 pxy/2+3/2
Q 0 Jz,/2 1 Jz,/2 2 J2z,-3/2

men dette er jo litt knotete. Vi kan heller observere at koordinattransformasjonen fra oppgave
2-1 tar enhestkvadratet til €2, s3 om vi trgkker funksjonsverdiene inn p& enhetskvadratet med
transformasjonen Ax og tar volumet under dem mé vi gange med 3 for & kompensere:

//Qf B 3/01 /01(2% + 3y) (2 + 225) dyda,

Samme greia her, men rotasjonsmatrisen strekker ikke areal, s det er nok a bare evaluere den
ideelle gasslov i de roterte koordinatene:

//Q /= / 1 / (21 008(r/6) — 2 Sn(/6) (& sin(r/6) + 5 coS(r/6)) digdlt,

@ Diamanten er bildet av enhetskvadratet under den affine avbildningen

y = V2R(n/4)z — (1,1)T/2
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der R(m/4) er matrisen som roterer 7/4 mot klokken (en affin avbildning er en linezeravbildning
pluss en konstant). Eventuelt kunne vi kjgrt enhestkvadratet flytta litt ned, og justert med
integralgrensene slik:

V2 //ﬂ f= / v / 1/2(951 cos(m/4) — q sin(r/4)) (zy sin(r/4) + a5 cos(r/4)) dzyday

1/2 J-1/2

Lureoppgave. Vi har tidlig i semesteret funnet at ¢’(z) = A si jacobideterminanten til g er
determinanten til A.

Vi beregner

%U”e) _ (cos@ —rsin@)

sinff rcos@

891 (7", 9) 891

g'(r,0) =
99, (r,0) %(7’, 0)

00
og determinanten blir fglgelig

g (r,0) =rcos? +rsin®f = r.

Siden rektangelet [0, 1] x [0, 7/2] gar til enhetssirkelskivens bit i fgrste kvadrant, blir volumet

1 V12 /2 pl
// f= / / 1%y dxydr, = / / 3 cos @sin 6 drdf.
Q 0 Y0 0 0

@ Dette blir likt som forrige oppgave, men med litt andre integrasjonsgrenser.

3w/4 p2
//f—/ / r3 cos@sin @ drdf = 0.
Q /4 1

Her er en generisk figur:

@ Siden massetettheten p er konstant, far vi

m:p//ﬂzp-|A|
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der A er matrisen i linezeravbildningen. S& ma vi integrere funksjonene x; og z,. For eksempel
er massesenteret til den tingen i 2-1 gitt ved

. //lef(ac) dx ) 3p/01/012:1:1+x2 drqydx, B (3/2>

3p 3/2

1
m//ﬂxf(:p)dxzm //szf(x) P 3p/01/01$1+2x2 dzpdz,

La oss si at kakestykket €2 ligger med spissen i origo og gar vinkelen o ut pa hver side av
xq-aksen, har radius a og massetetthet p. Massen er m = paa, og massesenteret blir

) . p/ / 72 cos 0 drdf 02 .
//xf(x)dx: oo :asma< )
mJjg

paa p/ / r2sin @ drdf sa 0
—a Y0

Vi setter

u(x) = u(rcosf,rsinf) = v(r,0)

La oss fgrst derivere litt. Med hensyn pa r fér vi

@—ﬁcose—i—%sine
or _8951 8332
og
0%v 0 [ Ou
Or2 67‘(8xlc 9+a2$1n9>
0 Ou o
T%ECOSQ —28731119
T (axlcosﬁ—l—%sm9) (ZOSQjLaTc2 <%0080+%sm9> sin @

Sa deriverer vi med hensyn pa 6, og far

0 0
v —ursinﬁ—i— —urcosﬁ

20 O0x, 0x,
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og

& _ O (Lo sin 6 + %rcose
902 — 00 \ oz, o,

=— (K)ilglgrsine + aizaz?“cose — aaslrcosG — aaxirsine

:—i —%TsineﬁTCOSQ rsin 6

Oz, Oz, 0xy
+ & (—gjlrsiHH + &rcos@) rcosf
— %rCOSH — —ursine
0x, 0x,

Hvis du nd tar noen av disse og deler litt pd noen r-er og setter dem sammen og gjgr alle
kanselleringene, vil du se at vil du se at

Ou 100 100 _Pu ot
or2 " ror 2002  0x?  Oxd

En klassiker! Siden

(/: e dx>2 = (/: et dm1> (/OO e v dxz)

[ee]

o oo

_ —x2—22

—/ / e~ "7"2 dyydxg
oo I

oo

27 ') ,
= / / e " rdrdf
0 0

Denne her
=t =

tar rektangelet [0,1] x [0,7/2] til den kvarte ellipseskiven. Jacobideterminanten blir abr, og
volumet av grillhytten blir

ar cos 9)

brsin 6

1 pm/2
// f= / / (—1672 cos? 0—12r2 cos 0 sin §—2r2 sin? O+ 167 cos O+ 18 sin 0+8) 12rdrd.
Q 0o o

Du gar en skitur pa en gy gitt ved

h(z) =1—2% — 2y25 — 23
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der h(z) = 0 er havnivaet. Hva slags kurver er ekvidistanselinjene? Finn gyas totale volum.

avslgrer at Setter vi dette inn for x i funksjonen, far vi

FE@) =1— 2 (01— 1" — = (41 — 1) (01 +¥2) — & (o + )"

2 2 2
3 1
:1—53/%—5.@%

og setter vi denne lik en konstant, far vi

3 1
som er ellipser. Pa havnivdet er C' = 0, slik at vi far ellipsen med likning

3 1
§y% + §y§ =1

slik at halvaksene er 1/2/3 og v/2. Lar vi Q vaere omradet gitt ved

3 1
5y%+§y§ <1

tar koordinattransformasjonen over oss fra rektangelet [0, 1] x [0, 27] til 2, og volumet av gyen

blir
//szjg/o%/ol(l—TQ)rdrdé’::/%

Siden  er omradet mellom parablene
_ .2 — 9,2 _ .2 — 9.2
Ty = X7, Ty = 227, T, = T5 og T, = 275.

far vi vel prgve oss pa noen nye koordinater v; og v, slik at v; = 1 gir 7, = 2%, v; = 2 gir
Ty = 222, vy = 1 gir 1, = 2% og vy = 2 gir z; = 222 Dette lukter av likningene

Ty = v T3 og T, = vyT3.
Setter vi den fgrste inn i den andre, far vi
Ty = ”2”%%1,
og setter vi den andre inn i den fgrste, far vi
Ty = vlvgaz%,

slik at alt i alt er

z=g(v) =

( 1/\3/@)
1/¥ Ul”%
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en koordinattransformasjon som tar kvadratet [1,2] x [1,2] til 2. S& er det bare & brette opp
ermene og beregne jacobideterminanten. Fgrst beregner vi
-1 —1
2 /) —
3(020,) 73 (20105, 03) og g5(v) =

slik at jacobideterminanten blir

gi(v) = )4/3 (U%?2U102)

3(“1”%

og integralet blir

=] [ o anan = 2.

Ellipsen er dreid 7/4 radianer rundt origo. Koordinattransformasjonen

- (2 — )
=—(x;—7
Y1 2 1 2
1
Ya :ﬁ (zy + )
er en ren rotasjon og ellipselikningen blir
yi
21 +2y2 =1

som forteller oss at halvaksene er /2 og 1/+/2. Videre ser du forhapentligvis at en fornuftig
koordinattransformasjon er

=25 (03 () =5 Genn ).
/] \0 /’_‘> /\Xx

i

(/‘\.
L 2,04 O+ V>
1\ oSO - -~

X

\V/

>v

Vi beregner jacobideterminanten:
0x, 0xy Oz Ox4

or 00 or 00
og integrerer:

1 2m r
/ fd:n—// < 2COSQ—|—SIH9)+2(*(20089—81n9)>+4> rdfdr
D 0 2
1

81 rdr =4
0



