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3 - 13 - TRIPPELINTEGRALER - LF

Her er det bare a antiderivere slik som i dobbeltintegraler. Husk & holde tungen beint i munnen
pa hvilken variabel du antideriverer:
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Dersom integranden méles i masse per volum, forteller det innerste integralet deg hvor mye
masse per areal som sitter over punktet med koordinater (z,,x,). Tenk at du er geolog og
driller en sedimentprgve og maler vekten av den for & estimere masse per areal under punktet
der du stér. Eller at du star pa taket av et hus eller og driller ned i huset og veier - treffer du
bare isolasjon og luft er det lav vekt per areal, treffer du tilfeldigvis mgnsésen eller en sperre
eller en laftestokk eller midt i en vegg, er det hgyere vekt per areal.

For & forstd de to innerste integralene ma du tenke at du stér ved siden av huset og lurer pa
hvor mye masse det er i huset per meter hus, tenk at du kapper huset med en motorsag pa
forskjellige steder, og maler masse per meter for hvert tverrsnitt bortover.
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Her er en annen rekkefglge:
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Jeg sa du skulle gjgre det pa alle seks mater, men det er vel litt overkill.

Planet som gar gjennom (1,0,0), (0,1,0) og (0,0,1) er x5 = 1 —x; — x4, og dette skjaerer
T1Zq-planet i linjen x5 = 1 — x;. Det innerste integralet, altsd det som regner ut masse per
areal over et punkt i x,x,-planet, er

l—x,—x,
/ 23Ty + 15 dag.
0

Denne funksjonen ma na dobbeltintegreres over korrekt omrade i z;z,-planet:

1 1—x, l—x,—x4
2
/ / / 21Ty + T3 drydryda,
0o Jo 0

A regne det ut er bare gjgre som i oppgave 2, huske 3 merke tydelig hva som skal inn i hvilken
variabel slik:

1 pl-m, 1—z;—xy 9 L pl-mzy 9 1 9 Ty=1—x,—x,
T1Ty + T3 dxsdrydr, = ($1x2x3 + 5563) dzydx,
0 o 0 0 Yo z3=0

1 1—11 1
= / / 22wy(1 — 2y — x9) + 5(1 — 2y — x9)? dzydz,
o Yo
og sa videre.

Dette omradet ser ut som pyramiden i Giza, og flaten x5 = 1 —|z,| — |2,| skjeerer z,x,-planet
i |zq| 4 |z5| = 1. Det konseptuelt enkleste er & bruteforce integralet og sette opp ett integral
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for hver kvadrant i x;x4-planet:

1 1—x, l—x—x,
/ / / 23Ty + 15 drgdrydr,
0o o 0
1 1+, 14z, —x4
+/ / / 2229 + 4 dzgdryda,
0o o 0
1 p—1-x, 1+z+xy
+/ / / 3y + x4 drgdryda,
0o o 0

1 —1+xz, l1—x+x,
—i—/ / / 231y + 15 drgdrydr,
0o Jo 0

Massesenteret til et rektangel er ikke s& spennende, men vi kan ta tetraederet. Massen er
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D

(dette kunne vi ogsa funnet med formelen for volum av pyramide) slik at massesenteret blir

1 l1—x, l—x,—x4
drsdrydx
zyp(x) dr // / Ty AT3AToATy
///Q o Yo 0

1 1—x, 11—z, —x,
L ///%P(l")dl“ =6 // / Ty drzdrydr,
o o Yo 0
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Q 0o o 0

Dette ser ut som tre forskjellige integraler, men pa grunn av symmetrien i problemet er det er
egentlig bare ett. Vi beregner

1 1-z, 1-z,—x4 1 1-z,
0 0 0 0 0

1 1 2 Ty=l—2y
0

zo=0

[ :
2y (1 —ay)? dzy =
b 24

N |
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og massesenteret sitter fglgelig i

/1 /1—1‘1
0 Yo

l—x,—x4
2, dxsdredr

l1—x,—x, 1/4
Ty drzdrydr, | = 1/4 1.
1/4

1 1—x,

l1-z;—x4
T3 drgdrydr,

S— S— S—

/0
1 /I—Il
0

S— S

@ Dette blir helt forferdelig:

//Qf: / /%1 - /ji () daydayda

Dette blir determeinanten til matrisen ganget med volumet til enhetskuben, altsd 4 - 1.

cosf) —ssinf 0
lg'(s,0,2)] = || sinf scosf O||=s

0 0 1

@ Integrasjonsomrédet er bildet av en rektangulzaer boks under sylinderkoordinatavbildningen, s
dette integralet blir veldig greit:

5 27 3 5 27 3
/ / / (52 + 22) sdsdfdz :/ / / 53 + 522 dsdfdz
o Jo o 0
271' =3
/ / Y& +75222> dfdz
=0

5 2m
/ 81 2% dldz
0 0

59

5.81

=27 7_’_ Z dz-w( + 125 - 3)
4 2

— /22 2 _
Ty =\/2]+25=35

ser ut som en fotballkjegle som star pa hodet, og skjaerer kuleskallet

=4/1—23+2i=VvV1—s2

Funksjonen
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is= 1/\/5 s3 volumet er

2 p1/V2  pV1-s2 2 p1/V2
2/ / / sdzdsdf =2 / (v 1—s2— s) sdsdf
o o s o Yo

/ sV1— 52 — 52 dsdf

s=0

((1/2)%2—1) — L d0:47r(1—\2)

P& grunn av oppgaveformuleringen sitter det et identisk volum pa undersiden av z,z,-planet,

sa korrekt volum blir
271' 1/\/§ Vv 1782 8 1
2/ / / sdzdsdf = -7 (1 — )
0 0 3 V2

s

3.23/2 3

27 1 1 s=1/v2
:2/0 <—§<1 — 82)3/2 — §S3> do
[

Ulikhetene 0 < z5 < 1 — \/wf —l—ac% blir 0 < z < 1 — s i sylinderkoordinater. Denne kjeglen
star motsatt av den i forrige oppgave og skjaerer x,x,-planet i enhetssirkelen. Siden x5 > 0 er
kjeglen kappa i to langs et vertikalt plan gjennom midten av kjeglen, s& volumet blir

1 T 1—s 1 g 1 z=1—s
/ / / z8 sdzd@ds:/ / <fz232> dlds
o Jo Yo 0 Y0 2 2=0
/ / —(1—35)? 2) dfds

T T
=— 1— 2ds = —.
2/0< st ds =g
cosfsing —rsinfsing rcosfcosp
g (r,0,¢) =|| sinfsing rcosfsing rsinfcos¢ ||=r?sing.
cos @ 0 —rsin ¢

Massesenter er gitt ved

///Q xyp(x) dz

1<$)d$ ///ﬂ rop() da
///” ///Q ryp(a) da

En kvart enhetskule i kulekoordinater som ligger slik at ; > 0 og z, > 0, beskrives av
ulikhetene

0<r<1, 0<0<m 0<¢p<n/2
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og siden massetettheten er konstant, kansellerer denne. Pa grunn av symmetri vet vi at x;-

koordinaten er O:
1 pr pr/2
///l’l dx = / / / 3 cos §sin? ¢ dedfdr = 0
Q o Y0 Yo

samt at x,5- og T5-koordinatene ma vaere like:

///xg dwz///a:3 dx
Q Q
/// r3 cos p sin ¢ dpdfdr
1 /2
2/ // r3 sin 2¢ dpdfdr
// r3 dfdr
/ P dr ="
b 8

Volumet til en kvart enhetskule er 7/3, sd vi kan n3 beregne

p///QxQda:_Tr/g 5

p///gdx ©/3 8

slik at massesenteret sitter i (0,3/8,3/8). Dette skalerer selvfglgelig til vilkarlig radius, slik at
om radien er r er massesenteret i (0,3r/8,3r/8). For en attendels kule er det bare & bytte
ut ™ med 7/2 i integrasjonsgrensene for 6 og bruke at alle koordinatene ma vare like, slik at
massesenteret sitter i (3/8,3/8,3/8). Samme med halvkulen, bruk symmetri og bruk 27 som
gvre grense i 6 og oppdag at massesenteret sitter i (0,0,3/8).

o

Her er det nok best 3 bruke sylinderkoordinater. Flaten z; = \/x% + 22 — 4 blir z = V/s? — 4
i sylinderkoordinater, s& vi kan integrere oss fra langs s = 0 til s = v/4 + 22 innerst, og fa

2T Va+z2 NG
/ / / sdsdfdz = 7T/ 44 22 dz 7\f
0

Nar o gar fra O til m, gér cos fra 1 til —1, sé likningen
r=4—cos(p).

beskriver en slags litt paereformet sak i R3. Det er nok best 3 integrere seg fra 0 til denne
kurven i r fgrst. Volumet blir

2m T 4—cos ¢ 2 ™
/ / / r? sin pdrdedd = il / (4 — cos )’ sin p dp = T (5 —3%).
o Yo o 3o 6
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Det som er skummelt her er at vi har

T4
Bla)= L% _ q<ﬁ+n€+@f”(%)

- 4me, W 4me .
3

sa dersom vi skriver E(r, 0, ¢), sier vi

r
B q
E(T,9,¢) - 47T60 (T2+92+¢2)3/2 (5))

men mener egentlig

rcos fsin ¢
E(rcos@sin¢,rsin@singzﬁ,rcosgzﬁ):47(]3 rsinfsing | .
Teo” 7COS @

Det ryddigste er derfor & skrive
E="h(r0,0)=f(g(r,0,0))

og sa holde ngye styr pd hva vi mener med f, g og h. La oss fgrst derivere f:

LA e n
lz|> |z |z|® |z|®
, q Tolq 1 m% Tolg
€Tr) = — _— —
@) = ey @f Pl 2
T gmymy 1 ad
|z|® || lz|> |z

am)

2
(00 0) (o)) - ()
= — Lok T ToX = - rr
3 5 2+1 2 243 3 5
dreq \ |z 00 1 || T4z, Tyw, 22 drey \ || Ed

Kulekoordinater er gitt ved
rcos fsin ¢
g(r,0,¢) = | rsinfsin¢o

7 COS ¢
slik at

cosfsing —rsinfsing 7rcosfcosqo
g (r,0,¢) = | sinflsing rcosfsing rsinfcose | .
cos ¢ 0 —rsin ¢

Kjerneregelen gir

R’ (T7 0, <f’) :f/ (g(T} 0, ¢))g/ (7", 0, ¢)

1 cos fsin ¢ 4 cos fsin ¢
9 " | 7-3]|sinfsing | |sinfsine

T T cos ¢ cos ¢

sinfsing rcosfsing rsinfcos¢

(cos fsing —rsinfsing rcosbcos gb)
cos ¢ 0 —rsin ¢
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som vi kan gange ut og forenkle, men i dette tilfellet er det faktisk enklere a sette kulekoordi-
natene inn i uttrykket for £ (nd med korrekt notasjon)

rcos fsin ¢ r~2 cos fsin ¢
rsinfsing | = 4 |, sin fsin ¢

7 COS ¢ dmeg r~2cos ¢

E= h(?“, 97 (b) = f(g(r767 ¢)) =

- 3
4dmeyr

og sa derivere pa direkten:

E=0(r0,¢) =

=7 —2r3sinfsing r2cosfsing r2sinfcosp
€

(—2r3 cosfsing —r2sinfsing r~2cosfcos <b)
—2r3 cos ¢ 0 —r~2sin ¢

—2sinfsing rcosfsing rsinfcosp

7 (—2 cosfsing —rsinfsing 1rcosbcos ¢)
- 3
dmeor —2cos ¢ 0 —rsin ¢



