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3-12 - FLATEINTEGRALER

-3| Disse gjorde jeg i forelesning den 30. oktober. Jeg skal fa tegnet noen ordentlige figurer etter-
hvert, men slikt tar litt tid.

Hvis vi tenker at kuppelen stdr vertikalt slik som pa en typisk bygning, kan vi gjgre noe slikt
p(z) cos @
9(0,2) = | p(z)sinf
z
og la definisjonsmengden veere [0, 27) x [0, 1].

Funksjonen i oppgave 1 er en linexravbildning, du ganger bare arealet av definisjonsmengden

med
2 1
(1) x (2) =11
1 1

og vips sa har du arealet av flaten. For sylinderflaten beregner vi

99 . 99

0x . 014

8gx@

00 " 9z

0 1

—sinf 0
=|| cos® | x|0]||=Vcos26+sin?6=1,

sa arealet blir

27 1
/ / dzdf = 2.
0 0

Parametriseringen til enhetskuleskallet er

cos fsin @
g(0,0) = | sinfsingp | .
cos ¢

Tangentvektorene er
—sinfsin g cos @ cos p
@(9, v) = cosfsiny og @(9, ) = | sinfcosp
00 Oy .
0 —singp

slik at flateelementet blir

‘agxa“q’—sin
FERA T

Denne er strengt tatt null pd nord- og sydpolen, men det gar bra. N3 er det bare 3 integrere:

™ 2m
//dS = / / sin ¢ dfdy = 4.
S 0o Yo
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Er radien r, justerer vi bare parametriseringen slik:
rcosfsin ¢
g(0,0) = | rsinfsing
7 COS

og regner likeledes ut at

—Z| = r?sin .

&p 80

™ 27
//dS = / / sin p dfdyp = 4nr2.
S o Jo

@ Parametrisering for et kuleskall med radius 9 er

9 cosfsin
g9(0,¢) = | 9sinfsinep |,

9cos

og at

men vi ma finne en fornuftig definisjonsmengde. Dersom z; = 2, er ¢ = arccos2/9, sé en
definsjonsmengden blir [0, 27) X [0, arccos 2/9], og arealet blir

arccos(2/9)
// / / 81sin dedf = 2w -81- (1 —2/9) = 126m7.

La oss ga for det ideelle gasslovtaket, det blir mer enn komplisert nok. Taket er gitt ved
f(z) = zy25, s3 en fin parametrisering er

4rcos 0
g(r,0) = 3rsin 6 ,
1272 cos fsin @

med definisjonsmengde [0, 1] x [0, 27). Flateelementet blir

9 P 4 cos0 —4rsin 6
69 a‘g = 3sinf X 3rcos6 = 12r\/1 + 1672 cos2 0 + 9r2 sin? 6.
" 247 sin 20 1272 cos 26

Jeg ma innrgmme at jeg ikke gadd & beregne kryssproduktet over; jeg brukte en annen formel.
Dersom flaten X faktisk er grafen til et skalarfelt f, er

Ty
g(x) = ( Lo )
f(z)

en finfin parametrisering, og flateelementet blir

1 0

0 1] of\? , [ af\*
or || o —\/H(a%) *(a)

O0x, O0xqy

99 . 99
0x, 0z,
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Sett opp denne og bytt koordinater slik som i gkt 3-7 og vips sa har du flateelementet. Arealet
av taket blir

1 27
/ / 12rV/1 + 1612 cos? 0 + 9r2 sin? 0 rdfdr,
o J
som ikke er helt godt & beregne for hand, men trivielt numeriske metoder.

Overflatearealet til det halve enhetskuleskallet er 27, og massesenteret blir
27 /2 2
pfo fo cos @sin” ¢ dpdf

27 /2 . ) 0
pfo j(; sin @sin® ¢ dpdf | — o |.

1
2mp
- 1/4

pf02 f0/2coscpsingod<pd«9 /

@ La oss si at radien er r. Vi beregner

9 9 —rsin 6 0 rcos
Bigxﬁig: rcosf | x |0| = | rsiné
& 0 1 0

Dersom du tenker at sylinderen har en topp og en bunn péd konstante verdier av z, kan du
parametrisere disse enkelt. La oss si at bunnen er i z =0, da far du

9(Ty,25) = (%)
0

og du kan selv sjekke at normalvektoren blir

0
9(95'1’952) =4 (0)
1

alt etter hvilken vei du ganger sammen tangentene.
Vi beregner
—sinfsin g cos 6 cos —cosfsinp
cosflsing | x | sinfcosp | = | —sinfsine |,
0 —sing —cos
a nei a nei det ble visst inn-normalvektor. Vi prgver igjen med mere hell:
cosfcos p —sinfsin g cosfsin
sinfcosy | X | cosfsing | = | sinfsingp
—sing 0 COs

La oss ta et tetraeder ) i fgrste oktant begrenset av koordinatplanene og et skratt plan som
skjeerer koordinataksene i (1,0,0), (0,2,0) og (0,0,3). En parametrisering for det skré planet

er for eksempel
L1
9(wy,75) = Lo



TMA4101/4106/4111/4121

og utnormalvektoren blir

1 0 3
oa (3)<(2)- ()
%2\ 3 —3/2 1

Parametriseringer for de andre flatene er for eksempel

g(z1,29) = (1’2)
0

g(x17$2> - ( 0 )
T3

Vi kan lage parametrisering for en smultring ved & se pa fglgende figur:

for den i z,x,-planet og

for den i x,x5-planet og sa videre.

/NX

X

Co0§ O
S\ &
G

A

Setter vi sammen en linezcerkombinasjon av disse slik:

cos @ cos ¢ cos ¢ (ry +rycosy)cosé
g(0,0) =1y | sinf | + 75 | cospsin® | = | (ry + 14 cosp)sind

0 sin ¢ rosin ¢
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blir bildet av [0,27) X [0,27) under g en smultring dersom r, < r;:
https://en.wikipedia.org/wiki/Torus

flz) = (03) .
0

La € veere sylinderen fra oppgave 9. Vi ma regne ut

//BQf-dS:/T f-dS+/B

opp
De to fgrste integralene er null siden f star ortogonalt pa utnormalvektorene pa topp og bunn,
jf oppgave 9. Fluksen ut sylinderflaten blir ogsa null, men det far vi nesten beregne, la oss si
at radien er r og hgyden h:

27 h
// f-dS:/ / zrcosf dzdf =0
Sylinderskall 0 0

Hvis du beregner fluksen ut av kulen, tetraederet og smultringen, vil du ogsa finne at den er
null. Alle disse integralene lar seg fint beregne, men det finnes et triks for a finne ut av det
raskere. Dette trikset kalles divergensteoremet og er bare Greens teorem i tre dimensjoner.
Skjgnte du Greens teorem i to dimesjoner klarer du antagelig klarer du & gjette deg til hvordan
det ser ut, og vi skal ha det i uke 46.

Vektorfeltet er

f-d5+/ f-ds.

unn Sylinderskall

Coulombfeltet pa en fra en punktladning ¢ plassert i origo er:

¢ = q 1 .
E(x) = — = x
3 3/2 2
4re, || 4re, (22 + 22 + 22) / v
og parametriseringen til et kuleskall med radius 7 er
rcos fsin @
2(0,p) = | rsinfsing | .
7 COS

Tangentvektorene er
o2 —rsinf#sin @ o2 7 cos 0 cos ¢
—(0,9) = | rcosfsing og —(0,¢) = | rsinfcosy
00 Oy .
0 —rsing
slik at utnormalvektoren blir (merk rekkefglgen pa faktoren slik at vi far ut- og ikke inn-

normalvektor)
92 O , (C?S 0 sin gp)
— X — =7r°siny | sinfsinp | .

cos

Sa beregner vi

1 rcos fsin ¢
E(z(0,p)) = 4:6 3 rsinfsing | .
0

7 COS


https://en.wikipedia.org/wiki/Torus
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Til slutt er det bare & integrere:

T p2m | (Treos Osin cos fsin
//E-dS :/ / B rsinfsing | - [ r2sing | sinfsingp dfdp
dmey 13
$ 0 -0 7 COS ¢ cos ¢

q
4me,

™ 27
/ / cos? @sin® ¢ + sin? Osin® ¢ + cos? ¢ sin ¢ dfde
o o

q
4me

™ 2
-1 / / sin d@dcng.
drey Jy Uy €

™ 27
/ sin® o 4 cos? @ sin ¢ dfdy
0o o




