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2 - 4 - KOMPLEKSE FOURIERREKKER - LF
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Tuning fork Flute
Violin Voice vowel "a"
Clarinet Bass voice
Oboe Voice vowel "o"
Horn Saxophone
" 17100 sar T

Hvis f = 100 hertz, blir w = 27 f &~ 628 radianer per sekund.

Du finner ymse koder som plotter fourierrekker her:
https://folk.ntnu.no/mortano/python/plotte/fourierrekker/

som sier akkurat det samme, men pa en mate som er mye enklere 3 huske. Dette kalles fourierrekker,
og a,, b, og c, kalles fourierkoeffisientene.

@ Lett! Dersom n = m, far vi

T/2 ) ) T/2
/ 61nwtefzmwt dt = / dt=T

T/2 T/2


https://folk.ntnu.no/mortano/python/plotte/fourierrekker/
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og dersom n # m, far vi

T2 A 1 ,
/ einwt o—imwt 4 : ez(nfm)wt

—T/2
T2 . T n=m
/ eznwte—zmwt dt —
T/ 0 n#m

o
x(t) = Z c, et

n=—oo

slik at

N3 tar vi likningen

—imuwt

og ganger med e og integrerer:

/T/2 T/2 i A
x@)efimwt — / c eznwtefimwt dt
—T/2 —T/2 n=—o0 !

og sa gjgr Satan en egentlig ulovlig flytting av integraltegnet (siden summen gér mot uendelig),
slik at hen kan bruke ortogonaliteten og drepe alle ledd i summen unntatt ett:

T/2 A 0 T/2 ‘
/ x(t>efzmwt — Z Cn/ einwt g—imwt gy e T
—T/2 n=—0o -T/2

slik at hun kan skrive
T/2

Cp = = x(t)e ™t dt
L

Firkantbglgen er gitt ved den 27-periodiske utvidelsen av

0 —T/2<t<0
x(t) =
1 0<t<T/2

Denne er hverken odde eller jevn, men vi ser raskt at

9 T2 9 T2
a, = / x(t) cos(nwt) dt = / cos(nwt) dt =0
T —T/2 T 0
for alle n > 1, mens
9 (T2 9 (T2
aO:/ a:(t)dt:/ dt =1
T J 1) T Jy
Videre kan vi beregne
9 (T2
b, :/ x(t) sin(nwt) dt
T J g
9 (T2
:T/O sin(nwt) dt
1 T/2
= (— t
— (— cos(nwt))

1 2 odd
=— (1 —rcos(nm)) = {"7’ ? en
0 jevnen
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slik at

0~ 225 L G @n 1w
T ~ — — Sin n w .
T =02n+1

Vi skriver ~ og ikke = siden fourierrekken ikke tar den samme verdien som signalet i t =
heltallsmultipler av 7. Her er plot av en partialsum:
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Hvis vi vil ha rekken pa kompleks form, kan vi enten regne ut fra scratch, eller bruke formlene

a,, — b, a, +1b, ,
Cp = T C_p = T an = Cy + C_n bn = Z(Cn - Cfn)

La oss ta det fra scratch. For n = 0 far vi

1 (72 1
= — t)dt = =
=g ad=,

—T/2
mens for n # 0, far vi
T/2
1/ { finwt dt
T T/2
1 /T inwt
— - dt
T 0
T/2
_ = o —itnwt
- 27rzne
1 i
© 2win (1 —c m)
1 L odde n
=—— (1 —cos(nm)) =< ™"
2min ( (n) {0 jevne n

slik at

1 1 & 1 )
1‘(t> ~ =4+ Z me(2n+1)zwt.
oo



TMA4101/4106/4111/4121

@ Sagtannbglgen er gitt ved den 27-periodiske utvidelsen av
z(t) =t.

Denne er odde, sd vi vet at a,, = 0 for alle n. Vi beregner

3

S
Il

3

x(t) sin(nt) dt

33

tsin(nt) dt

S—~

us

3N | 3=

1
——t t
- cos(nt)

/N

1 T
+/ cos(nt) dt
0 " Jo

-2 2(—1 n+1
=— cos(nm) = =0
n n

slik at
-1 n+1

x(t) = Qi (i sin (nt) .

n=1

Her er plot av en partialsum:
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Trekantbglgen er gitt ved den 27-periodiske utvidelsen av

T+t —7wT<t<0
x(t) =
T—t 0<t<m

Denne er jevn, sd vi vet at b, = 0 for alle n. Vi beregner

1 s
aoz%/ﬂ—w(t)dt:2
og
1 s
a, :/ x(t) cos(nt) dt
T n
2 s
:/ (m —t) cos(nt) dt
™ Jo
2 (1 o
== ((ﬂ—t) sin(nt) —i—/ sin(nt) dt)
T\n n
0 0
9 % odden
=——(1—cos(nm)) =< ™7
n27r( ( )> {0 jevn n
slik at

2(t) = g + iZMCOS(@n—}- 1)t).

Her er plot av en partialsum:
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Det enkleste er & ta det direkte fra koeffisientformlene. La n vaere et naturlig tall. Vi beregner

T/2

Cp :T/T/2 x(t)e M@t dt

T/2

:T/T/2 x(t) (cos (nwt) — i sin (nwt)) dt

1 T/2 i T/2 1
:/ x(t) cos (nwt) dt — — / z(t) sin (nwt) dt = = (a,, — ib,,)
TJ g T J g 2

og

1 [T/2 ‘
c_, = / x(t)et dt
—T/2

1 [T ,
:T/T/2 x(t) (cos (nwt) + isin (nwt)) dt

T/2 i (T2 1
/ x(t) cos (nwt) dt + — / z(t) sin (nwt) dt = = (a,, + ib,,)
T/2 T J 1) 2

Formler for den andre veien tar vi med gausseliminasjon. Legger vi sammen

a,, — b, a, + b,
Cn == 5 og Cn =" 9

far vi a,, = ¢, + c_,,, og trekker vi dem fra hverandre, far vi b,, = i(c,, —c_,,).

Astrid gjorde dette i gvingsforelesning den 1. februar.
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Amplitudene er absoluttverdiene til fourierkoeffisientene. Amplitudene koeffisientene til x er

1 1 ’_ 1
i 2n—1| w(2n—1)

mens amplitudene til y er (jeg setter RC' = 1 for enkelhets skyld)

1 1 1 1 1
m 2n—1 (2n—1)i+1| 7(2n—1) |2n—1)i+1

! (2n —1)i—1
T r(2n—1) "(2n—1)2+1‘
1 (2n—1)2+1

Tan—1) (2n—12+1

Her er plot av amplituder (z er rgde og y er bld) for n = 1... 11. Merk hvordan de bl3 overtone
dempes mer og mer ndr n stiger.
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Amplituderesponsen er

1
1009 =[]
B ‘ —RCiw+1 ’
(RCw)® +1
B (RCw)2 +1 B 1
= 5 =
(RCw)” +1 (RCW)2 +1

mens faseresponsen er

arg (H(w)) = arg (]%C’u,luH)

—RCiw+1
=arg | — 5 —
((RCw) + 1)

1
= arg (1 — RCiw) = arccos | ———
(RCw)?* +1



