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2 - 2 - DIFFERENSIALLIKNGINGER VI - LF

Det kjappeste er nok & gange med e?' pa begge sider, omskrive cosinusfunksjonen med Eulers

formel
eit 4 e—it e(2+)t | (20t
) - (=)

a(t)e?t + 2z(t)e?t = 2t (
og sa integrere

1 1 ) 1 )
et — oy & ( (2+i)t (2—z)t>
x(t)e c+ A G Z,e + 5 Z,e

og sa gange opp med e~ 2¢:

1 1 . 1 .
t) = —2t 7( it —'Lt>
x(t) =ce —|—2 51¢ +2_Z_e

1 /72— ., 241 .
_ 2t - it —it
=ce + 5 (*2 e’ + 5 e )

1
=ce 2t + o (2cost +sint)
Bruker vi initialkravet z(0) = 0, far vi 0 = ¢ + £ slik at

(2cost +sint —2e2) .

at| —

x(t) =

Vi beregner fgrst det karakteristiske polynomet

(o509 05 9)

som forteller oss at den homogene Igsningen er

Den partikulaere Igsningen er helt klart

z,(t) =1,

z(t) = x),(t) + 2, (t) = e t/2 (Cl cos (?t) + ¢y 8in (?t)) +1.

Initialkravet z(0) = 0 gir

slik at

Cl +1 =0
slik at ¢, = —1, mens @(0) = 0 gir
1 V3
g teg =0

slik at ¢, = —%. Lgsningen er altsd

s V3 1 (V3
z(t)=1—et? (cos (2t> + %sm (275)) .



TMA4101/4106/4111/4121

1.2

1.0

0.8 1

0.6

0.4 1

0.2 1

0.0

A gausseliminere et slik system, laerte du i hgst. Vi beregner

2 3 4 512 2 3 4 5|2
345 6(2~01 2 3|2
4 5 6 7|2 0 0 0 0(0

Hvis vi velger z3 = s og z, = t, blir

Ty =2— 25— 3t

og
2—-3(2—-25s—3t) —4s — 5t
5y = 228 82 [ L S
slik at
T —24+s5+2t —2 1 2
To| | 2—2s=3t | | 2 L -2 e -3
g | s 10 1 0
Ty t 0 0 1

Merk nd at strukturen pa dette problemet ligner strukturen pa det forrige. Vektorene

2 4
9 3
1 8 0
0 1

er Igsninger av det homogene systemet

2 3 4 5|0
345 6|0
4 5 6 710
mens vektoren
—4

O O N
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kun passer i det inhomogene systemet

2 3 4 5|2
34 5 6|2
4 5 6 7|2

Dette gar igjen hver gang du har en system som er en linezroperator L og en vektor y og sa
leter du etter «x slik at Lz = y.

Det er slitsomt & skrive v/3/2 veldig mange ganger, s la oss definere

slik at rgttene til det karakteristiske polynomet kan skrives
A=+ iwg
og Igsningen
x(t) =1—e* (cos (wot) + \}3 sin (wot)) :

Poenget med lti-trikset er at om vi skrur pa den drivende kraften f(t) = 1 ved tiden t = 1
istedet for t = 0, vil systemet oppfgre seg akkurat likt. Vi kan derfor ta Igsningen av det forrige
problemet og skru den pa ved tiden t = 1 istedet:

z(t) = (1 — ea(t=1) (cos (wo(t—1)) + \}5 sin (wy(t — 1)))) u(t —1)
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Samme her:

o(t) = (1 _ ealt-) (cos (wo(t—2)) + \}g sin (g (t — 2)))) u(t—2)
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@ Her gjelder det & skjgnne at superposisjonsprinsippet ma brukes for det det er verdt. Hvis vi
definerer

2 (t) = (1 _ ealt-) (cos (wolt—1)) + ;g sin (wg (t — 1)))) u(t —1)

og

2y(t) = (1 _ ealt-2) (cos (wo(t— 2)) + ;g sin (wg (t — 2)))) u(t—2)

og definerer linexeroperatoren

har vi

L (z,(t) = u(t —1)
og

L (25(t)) = ul(t —2)
slik at

Lz (t) —2o(t)) = L (2, (t)) — L (25(1)) = u(t —1) —u(t —2).
Med andre ord er Igsningen
o(t) = x1 (1) — 5(t)

_ (1 _ ealt-) (cos (wolt— 1)) + \}gsin (wot — 1)))) u(t —1)

- (1 — ea(t-2) <cos (wo(t —2)) + ;g sin (wq (t — 2)))) u(t —2).

Denne skal jeg regne ut med laplacetransform litt lenger ned, og sa skal vi se pa Igsningen og
sa skal vi skjgnne alt.

Siden eksponensialfunksjonen er egenfunksjon til derivasjonsoperatoren, er den ogsa egenvektor
til linezerkombinasjoner av derivasjonsoperatorer:
d2

a da a a
wet+aet+et:(a2+a+l)et
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Av denne grunn er det vel smart 3 gjette pa
,(t) = Ce't
som partikulaerlgsning. Vi setter denne inn pa venstresiden og far

d? . d . . .
C@e“”t + Cﬁe“"t + Ce™t = ((iw)2 + dw + 1) et

Denne skal jo helst bli lik e™*, og det blir den dersom

1 1

C: = ;
(iw)?+iw+1 —w?+iw+t1

@ Her er det bare & skrive cost = 3 (™' + ") og bruke forrige oppgave og superposisjons-
prinsippet:

(H (iw)e™t + H(—iw)e ™?)

ezwt efuut

2 —w? +iw+1 +—w2—iw—|—1

Skal du ha initialkrav ma du selvfglgelig ha med den homogene Igsningen, men jeg droppa
initialkrav i denne oppgaven for det blir s& mye regning.

Vi skriver

1 . )
() +x(t) = 3 (et 4 et |
slik at
1 Twt - —ijwt
x,(t) =3 (H (iw)e™ + H(—iw)e ")

_ 1 eiwt efzwt

1—w? 2
= 1 5 COS wt

—w

Den homogene Igsningen er
x(t) = Acost + Bsint.

Nar w = 1 er den patrykte kraften en homogen Igsning, og uttrykket over er ikke definert. Man
kan ga i Arnes bok og oppdage at partikulaerlgsningen i dette tilfellet er

7, (t) = tsint

som gker i amplitude etterhvert som tiden gér. Om man patrykker en ekstern kraft som allerede
er en homogen lgsning, skjer det samme som nar du lgper frem og tilbake pa fergedekket; gjgr
du det med riktig frekvens, far din lille masse hele fergen til & vugge frem og tilbake.

La z(t) = e®. S3 lenge realdelen til s er stgrre enn a, far vi

1

s—a

L(x) = / ela=s)t dt =
0
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La ¢ > 0. Vi beregner

= x(t)e b s - x(t)e st d
e | wwear
= sL(zx) —x(0)

Vis at

Vi bruker linearitet og regneregelen over pa venstre side, og far
L (24 ax) =L (%) + al (x)
=s£ (z) — z(0) + al (z)
=(s+1)L(z)—1

mens hgyre side blir

£(0)=0
slik at
(s+1)L(z)—1=0
eller
£l@)= 5—1Fl’

Sammenlikner vi med forrige oppgave og tror pa rettferdighet i verden, kan vi nd slutte at

x(t) = et

Lett:
£(7) = s£(i) — (0)
=s(sL(x) —x(0)) —x(0)
= 52L(x) — s2(0) — 2(0)

Hgyere ordens regneregler er null stress, bare fortsett i samme duren.

La z(t) = cost. Vi beregner

o0
e St cost dt

&
=
I
O\

/ (e + e )e st dt
0

eli—s)t + e—(i+s)t g4

< 1 n 1 )_ S
s—i  s+i) s2+1°

La z(t) = sint, slik at @(t) = cost og x(0) = 0. Derivasjonsregelen

I
S~
8

N~ N~ N~

sL(x) —xg = L()
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gir
s
C(x) =
s4(x) s2 417
slik at
L) = 5
o241

Fra nd av skriver jeg X (s) og ikke £(x). Det er litt lettere 3 lese. Vi laplacetransformerer begge
sider av likningen, bruker lineariteten, derivasjonsreglene og initialkravene, og far

$?X(s)—s+X(s)=0

slik at s
X =
() 241
som gir at
x(t) = cost.

Ditto. Vi transformerer

og lgser
1
X =
() s2+1
slik at
x(t) = sint.

Ditto. Vi far
s2X(s) —s+sX(s) — 1+ X(s) =0,
som gir
s+1
s2+s+1
Merk hvordan nevnern i hgyresiden er det karakteristiske polynomet til likningen. La den ene
roten vaere A\ = a + iw, slik at den andre blir A = a — iw,. Vi delbrgksoppspalter slik:

X(s) =

s+1 A N B
s24+4s+1 s—XN s—\

og ganger opp med s? + s + 1, slik at
s+1=A(s—A)+B(s—\)

Sammenlikning av ordener i s pa hgyre og venstre side gir

A+B=1

—AX—BA=1
som Igses av B B
A:1+i:1f)\ le—k)\:_lﬂ—)\
A=) 21w, A— A 24w

slik at

s+1 1 (1+X 1+2X
s24+s+1  2iwyg \s—A  s—A\
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N3 gjelder det & holde tungen beint i munnen:

(t)

:2iw0 ((1 +A) et — (1 —1—X> eXt)

eat

— iwot __ ) p—twpt
_%%(Q+An (1+X) e iwot)

eat

(14 A) ot — T2 et

21wy

eat )
=—im (1 + \) "ot
“o
at
:w—im (1 4+ a4+ iwy) (cos (wyt) + isin (wyt)))
0

6at

:70 (wp cos (wot) + (1 + ) sin (wyt))

1
=t (cos (wot) + Ta
Wo

sin (wot)>
Hvis vi sammenlikner denne strategien med & lete opp den homogene Igsningen
xp,(t) = e (Acoswyt + Bsinwt)

fra det karakteristiske polynomet og sa bruke initialkravene for & finne A = 10g B = (1 +
«) Jwy, ma vi vel konkludere med at laplacetransform i dette tilfellet var fullstendig underlegent
gamlematen dersom malet var & finne z(t). Men merk at veien frem til

s+1

X(S)252+5+1

var veldig kort. Poenget med laplacetransformen er ikke egentlig a finne x, men derimot & finne
X og sa melke denne for informasjon. En trent ingenigr gidder sjelden finne x. Poenget med
disse oppgavene er bare at du skal skjgnne at at en bestemt X leder til en bestemt x.

21| Vi far

slik at
X(s) =

(s24+s+1)(s2+1)
Denne kommer til & bli enda verre enn den forrige; vi ma delbrgksoppspalte noe ut av det
hinsidige. Det er mye enklere & finne homogen og partikulaer. Den homogene Igsningen er

zp,(t) = e* (Acoswyt + Bsinwt) ,

mens den partikulaere kan vi relativt enkelt finne ved 3 skrive

1 (eit + e—it)

B(t) + i) +a(t) = 5
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slik at
1 N it N it
7,(6) = 5 (H(@)et" + H(=i)e ™)
_ L1y 1 —it)
2 (z + —ze
=sint
og

2(t) =z (t) + 2, (1)
=e*" (A coswyt + Bsinwgt) + sint

Kravet z(0) = 0 gir nd A =0, mens ©(0) = 0 gir wyB + 1 =0, slik at

at
z(t) =sint — — sinwg,t
(t L

Denne likner péd den forrige, vi kjgrer samme strategi:

z(t) =z (1) + 2, (1)
=e® (A coswyt + Bsinwyt) + H (iw)e™*

Konstantene A og B kan du regne ut om du orker.

Denne er litt artig, men vi trenger 38 smake pa et laplacetriks, nemlig konvolusjonsregelen.
Dersom Z = XY, er

z(t) = / z(uw)y(t — u) du.
0

Vi far nemlig

slik at

0

t

:1/ et 4 e it + ei(t72u) _ e*i(thu) dt
4 0

t
:/ cost + cos(t — 2u) dt
0

=tcost +sint

Konvolusjon er viktig, men fremstar som snodig i begynnelsen. Vi kommer tilbake til det.
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Denne er ogsa litt artig. Vi far

1 n 1
s+1  (s+1)

X(s) =

Siden
d 1 1

Tdss+1 (s+1)2

gir neste oppgave oss at
z(t)=et +tet

Dette er den homogene og den partikulare Igsningen, men det er ikke innlysende at man skal
gjette pa partikulzerlgsningen te* nir det drivende leddet er en homogen Igsning. S& her var
laplacetransform helt klart til hjelp.

Vi ganger likningen

y(t) = ta(t)
med e~% og far
d
y(t)e st =ta(t)e st = —%x(t)e_“
og integrerer fra 0 til oo, slik at
Y(s) = /OO tz(t)e st dt = _ 4 /°° x(t)e st dt = —iX(s)
o ds Jy ds
Vi beregner
/ u(t —a)e st dt = / est dt = ¢
0 a s
og
Y(s) = / u(t —a)x(t —a)e st dt
0
= / x(t —a)e st dt
= / z(t)e s+ dt
0
= eas/ x(t)e st dt = e * X (s)
0
x Y

\ \
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Pa oppgave 4-6 far vi henholdsvis

X(s) e - s (1_8“ )
s(s2+s+1) s s24+s+1
e s 1 s+1
X :7:72‘9(7—7)
() s(s2+s+1) c s s24+s+1
—5 —2s
X(s) = ——— -

s(s?2+s+1) s(s2+s+1)
o (1_ s+ 1 )_6723 (1_ s+1 )
s s24+s5+1 s s2+s+1
1 s+1
_ —s __ ,—2s -
(e c ><s 32+s—|—1>
som gir t-skiftede superposisjoner av wp(t) =1 og Igsningen fra oppgave 20. | oppgave 7 fér vi

s+1 n e?
s2+s+1  s(s?+s+1)

X(s) =

som vi ogsa ser er en superposisjon av Igsningene pd oppgave 4 og 20. Superposisjonsprinsippet
er jammen greit 3 vite om.

Lett!

Y(s) = /00 z(t)ee st dt = /00 z(t)e = dt = X (s — a)
0 0

Regelen over gir umiddelbart at transformene blir
w s—a
Jeg vet ikke om det er helt riktig @ si at oppgave 20 blir enklere, men vi kan ihvertfall gjgre
den pa en komplisert med litt annerledes méate. Vi skriver
s+1
s2+s+1
s+1

(s+ 1)+ ()

X(s) =

og ser na lett at

x(t) = e t/? (cos (?t) - \}3 sin (?t))

Med litt trening, kan det tenkes at dette gir kjappere enn & bare skrive opp den homogene
Igsningen og sa bruke initialkravene. Du kan jo ta tiden pa deg selv og se. Send meg en epost
om du finner ut noe interessant.
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Vi far
[o'e) 1 k
/ ()0 —5)ds = fim / f(s) ds = f(z).

Dersom pulsen gér pa it =aer X(s) = e %%,

Vi regner i vei, og far

slik at

og ditto:

og superposisjonsprinsippet:
z(t) = u(t — e D —y(t — 2)e -2,

Hvis du vil Igse med laplace, blir transformen

—S

e

X(S):sz—i—s—l—l

som gir

x(t) = 55 <€_<t_1>/2 sin (?(t - 1))) u(t —1),

Ft) + i) +at) =0 2(0)=0 &(0)=1

altsé Igsningen til

men flyttet et knepp til hgyre pa t-aksen. Det finnes en annen méate 3 gjgre det pa, se oppgave
39 og 40.

39-40| Her kommer et eksempel pd et tilfelle der laplacetransform gjgr analysen fryktelig mye
enklere. Begge problemene i oppgaven har laplacetransform

m(vy + sxg) + bry + 1
X(s) =
(s) ms? +bs+k

der det siste ett-tallet kommer fra deltapulsen i det ene tilfellet, og fra tillegget 1/m i initial-
farten i det andre. Dette betyr at vi kan tolke deltapulsen som noe som momentant tilfgrer
bevegelsesmengden 1 til bevegelsen. (Husk at bevegelsesmengde er muv.)



