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Dette er litt greit a vite, for det blir lettere 3 lese statistikkbgker om man er god i linexralgebra.
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En projeksjon er en linexroperator som tilfredsstiller P = P2. Vi beregner
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Gjennnomsnittet til den sentrerte variabelen er selvfglgelig null. Det er det som er poenget.

Med sentrerte variable der X =y = 0, far vi

b= og By = 0.

N3& kjenner vi igjen 3, som projeksjonen av y pa x.

Yy = Boxy + Bo1Xa + 5ol

U L11 L12 1

Y x x 1
2l =80 TP B | TP+ 5

Yn Tn1 Lp2 1

og la

Ty Ty 1
Tgy Tgg 1

Tp1 Tpa 1
Vi ganger med A7 fra venstre for & f3 normallikningene:

ATy = ATApB
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Skrevet ut pd komponentform blir dette

yix, x> x{xy nx7\ [Bio
YTX2 = X{Xz by 2 nXgy Bor
ny nX; nX; n Bo

Dersom X; =X, =y = 0, blir dette mye enklere:

YTX1 x4 ”2 X1TX2 0 B1o
YTX2 = XriFX2 b} “2 0 Bor
0 0 0 n Bo

og vi ser lett at 5, = 0, slik at likningssystemet blir

.YTX1 _ ||X1H2 X{Xz B1o
YTXQ X?X2 ||X2||2 Bor

Et klassisk triks for & kjapt Igse 2 x 2-matriser, er & kjenne til formelen
a b\ 11 d —b
¢c d)  ad—bc\—c a)’
B=(ATA)" Ay

_ 1 %2> —x{x, y'x,
I 2], 12 — (xFxp)* \ %% [xal® ) \y"xo

| dataanalyse er det ogsa vanlig & dele ut standardavvikene. Dette er det samme som & norma-
lisere vektorer i linexralgebra. Gjgr vi det, blir det enda penere:

5= 1 1 —xTx, yIx,
1— (xTx,)" \ %1%, 1 ¥,

Empirisk kovarians mellom to datasett x og y ser slik ut

LS (-9~ )

n—1 ?

slik at

og dersom vi sentrerer, blir dette bare skalarproduktet mellom x og y delt pd n— 1. Hvis du ser
ngye pa ﬁXTX vil du se at hvert element er den empiriske kovariansen mellom de forskjellige
kolonnene i X siden X7 X bare er skalarprodukter mellom kolonner i X.

@ Alle matriser pa formen AT A er positivt definitte om de har full rang, og positivt semidefinitte
om de ikke har detE] Dersom A har full rang, er

0 < ||Ax|? = xTATAx
sa lenge x # 0. Dersom A ikke har full rang, er

0 < ||Ax|? = xTATAx
siden det kan finnes x # O slik at Ax = 0.

IFull rang betyr maksimalt antall linezert uavhengige rader eller kolonner:
https://en.wikipedia.org/wiki/Rank_(linear_algebra)


https://en.wikipedia.org/wiki/Rank_(linear_algebra)
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Dette var kanskje bittelitt i hardeste laget for TMA4106. PCA er en teknikk for & projisere
dataskyen inn pa en retning i rommet slik at variansen til det resulterende envariable datasettet
blir maksimert:

https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis

Jeg har plaget dere med dette fordi det er sentralt i kunstig intelligens, og skal du skjgnne noe
av dét er du ngdt til & forstd linexralgebra og statistikk.

Bade ATA og AAT er symmetriske, og symmetriske matriser er som kjent ortogonalt diagona-
liserbare.

Dersom A har dimensjon n x p, har ATA og V dimensjon p x p mens AAT og U er n x n.

Dersom v er en egenvektor til AT A med egenvektor A # 0, kan vi gange likningen
ATAv = v
med A og fa
AATAv = N\Av

som sier at Av er en egenvektor til AAT med den samme egenverdien. Dersom A = 0 bryter
dette sammen siden Av = 0 og nullvektoren ikke klassifiserer som egenvektor. Resonnementet
den andre veien er likt, og egenvektorene til AA” kaller vi u. Egenverdiene ma vaere stgrre enn
null, siden

0 < [Av]? = vTATAv = A|Jv|%.

Beregningen i oppgaven over viser at dersom |v| =1 er

J4v] = V.

| de foregadende oppgavene har vi vist at
Av =V Au

der v er en egenvektor til ATA og u er en egenvektor til AAT, begge normaliserte og med
egenverdi \ = 0. Setter vi opp alt dette i en matriselikning, far vi

AV =UZ

der 3 er en diagonal og kvadratisk matrise med singulaerverdiene pa diagonalen. Dette kalles
den reduserte svd-faktoriseringen til A. Dersom AT A eller AA” har egenverdier som er null
kan vi utvide faktoriseringen til & inkludere de korresponderende egenvektorene, men disse er
sjelden nyttige i praktiske anvendelser. Svd-faktoriseringen til

10
A=10 1
11

finner vi ved & beregne egenverdier og egenvektorer til

. (2 1
AA_<12


https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
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som er
_ (V2 _ _( V2
A =3 \2] (1/\/§> og Ay =1 V2—<_1/\/§
og for
1 01
AAT=10 11
1 1 2
som er

1/v6 1/v2 1/vV3
A =3 ulz(l/\/é) og N =1 uQZ(—l/\/ﬁ) og M=0 u3:(1/\/§)
2//6 0 —1/V3

Du kan na selv sjekke at

1/vV6  1/v2
_ _ V3 0\ [(1/vV2 1/V2
A=URVE= (%ﬁ _16\/5) ( 0 1) (1/\/5 1/\/5)

Dette kalles egentlig redusert svd. Vi kan inkludere den siste egenvektoren til AAT, og skrive
1/vV6 1/vV2 1/V/3 V3 0
A:(1N(§ —1/V2 1/\/§)(0 1)(1?@ _11//*</§§>
2/v/6 0 -1/V3 0 0
som kalles full svd.

https://folk.ntnu.no/mortano/python/katt/
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