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2 - 1- DIFFERENSALLIKNINGER V - LF

Vi antar kjekt at

d

—At=A
dt
og deriverer eksponensialfunksjonen
d 4 d (At)2  (At)3
il T+ A
dt’ dt<+t+ 2 T3
A3t2 A3
_ 2
=A+ A%t + 5 + 3l
At)2 (A3
—A (1A A DT
2 3!
= Aet,

Dersom vi aksepterer at

er det lett & g med pa at
x(t) = eftx,

bade passer i differensiallikningssystemet og tilfredsstiller x(0) = x,.

Vi beregner fgrst det karakteristiske polynomet

2—A 1 1
det( 1 2-x 1 )—(2—)\)((2—)\)2—1)—(2—>\—1)+(1—(2—/\))
1 1 2— A

=2-N)B—-4A+X)—(1-X)—(1-X)
=2-NB-N1=-N)-(10=-2)-(10=2)
=[1=MN(2-NB-A) -2

= )(4— BN+ \?)
= ( )

1—A)(4—\)

1—A
1—A

og ser at vi har en enkel egenverdi A = 4 og en dobbel egenverdi A = 1. La oss begynne
med den enkle egenverdien. Vi kunne gausset i vei, men siden vi elsker tall og observerer at
tverrsummen av alle radene er 4, ma egenvektoren vaere

()
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1 11 1 11
11 1~10 00
1 11 0 00

ser vi at alle egenvektorer ligger i planet til likningen

S3a den doble. Siden

1'1"’172“‘173:0

1 1
vy = | —1 og va=| 0
0 -1

duger. Merk at egenvektorene som korresponderte til forskjellige egenverdier automatisk kom
ut ortogonale. Dette var ikke tilfeldig, vi kommer tilbake til det.

sé for eksempel

Nei. Det karakteristiske polynomet er

1—x 1 0
det 0 1—-X 1 =(1-))3
0 0 1-2)

og prgver vi & regne ut egenvektorene, far vi

010
(001)
0 00
1
~(4)
0

La oss si at du har A og Vslik at A = VAV L. Vi skriver systemet
x=Ax = VAV !x.

som gir Ty = x5 = 0 og

som eneste egenvektor.

La oss fgrst gange fra venstre med V!, og f3
Vlx = Ax = AV 'x.

N3 er et bare 3 sjekke at

d

Z (W) = W
5V =1

sd lenge Ver en konstant matrise, og sa bytte til koordinatene x = Vy, og skrive
y = Ay.

For & avdekke hva som skjer, kan vi ta for oss et triks. For det fgrste er det veldig kjapt &
gange diagonalmatriser med seg selv:

A\ " N
Ay A
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Da skjgnner alle barn i barnehagen at dersom A er diagonal, er
AZ A3

AT 4 A+
A+ e

SR
i M/ ) e
S Ak B

@ Dersom A = VAV~ kan nok en gang bruke trikset med diagonalmatrisene:

eAt — eV(At)V’l

(VAOV2 | (Vanyy

=1+ VAV +

3!
A 27/—1 A 3171
= 1 vagyr YAV VRO
At)? (At)?
= V(I+ (A?) + (2> + (3,) + ) Vol =vety!

Nope, ikke diagonaliserbar. Men vi kan Igse systemet pd samme mate som i If pd eksamen i
TMA4101:
Den peneste maten 3 definere eksponensialfunksjonen pa, er i bunn og grunn
2 3 o n

6—1+Z+*+§+ Z:;)ﬁ

som er absolutt konvergent for alle z. La oss n& gange sammen to slike og herje litt:

00 _p 0O m [es)
=) Y = ZZZ
n! m! — = n! m'

n=0 m=0 n

71, m

-3 Z e

n=0m=

Denne herjingen er tillatt sa lenge rekkene er absolutt konvergente, men det er de jo. Vi ser
na tydelig at koeffisienten til z"w™ er 1/(nlm!), sa det vi trenger 3 gjgre, er & sjekke at dette
ogsa er koeffisienten til 2"w™ i *7: Binomialteoremet!| gir

(z + w)*
k!

1 : k! k kl)
— — 2 W
k! (; Ik —1)!

K 1
l,,k—1
Zl!(k—l)!zw '

0 1=0

Ztw

M T T

T

N3 er det egentlig bare 3 observere at en bestemt potens z™w™ kun opptrer pa ett sted i hver
sum, og voila. (Litt subtil denne her. Ikke ga i kjelleren om du ma tenke en stund.)

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_theorem
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Hvis du nd bytter ut z og w med matrisene A og B, er beregningen i bunn og grunn den
samme, men det er en del jobb & vise ordentlig at alle stegene i beregningen er tillatte. Man

ma ogsa bruke kommutativiten til A og B ndr man bruker binomialteoremet; dette tenker vi jo
ikke pa nér vi ganger sammen reelle eller komplekse tall.

Jeg hdper du husker at identitetsmatrisen kommuterer multiplikativt med absolutt alle matriser.

Siden I og N kommuterer, kan vi fgrst beregne

cA+N)t _ ATt Nt

(o) -(50)

10
Nt _ _
e _I+Nt_<t 1)

N3 er det bare a observere at
slik at

og fglgelig at

eAHN)E _ At Nt _ o\t ( 1 ? ) '

Lgsningen blir altsa

1 0\ /1 et
Aty _ JAI+N)ty _ —t _
€ X =€ X0 =€ (t 1)(1) (et(1+t)>

Du kan selv sjekke at at dersom N er (n + 1) x (n + 1), er N™*! nullmatrisen, slik at ekspo-
nensialfunksjonen terminerer etter n + 1 ledd:

1t t3/2 - t"/n!
1t :
Nt)2 Nt)»
eNt:I_FNt_FQ_i_..._i_u:
2
1 t
1

Siden I og N kommuterer, kan vi fgrst beregne
eA+N)E _ ATt AN

N3 er det bare a observere at

01 0\~ 00 1 01 0\° 00 0
001 =]0o00 og 001 =|0o0 o0
00 0 00 0 00 0 00 0

t t2/2
1t
0 1

slik at

Nt)?
eNt = 1 4 Nt 1\ 2> :(

og felgelig at

eATHN)E — AL ANE _ ATt (

S O =
O = o+
~
N
— ok
\V)
N~

Oppgave 18 og 20-21 er like.
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Steg en er 3 finne egenverdiene til A. Det karakteristiske polynomet er
[A—= M| =—-A—-1-=))

slik at egenverdiene er null (enkel) og minus én (dobbel). Egenvektoren til null er

2

og om vi prgver & finne egenvektoren til minus én, far vi bare

(1)

Da vet vi formen pa J:

samt de to fgrste kolonnene i V:

1 0 vy
4 1 wag

Likningssystemet AV = V'J impliserer nd at v;; = 0, vy3 = 1/2 og v44 kan vaere hva som
helst. Herfra og ut er det greit. Vi skriver

0 0 O 0 00
J=D4+N=|(0 -1 0 |+[0 0 1
0 0 -1 0 00

—1 —1
At _ VIV R VDNV _ 7 o(D+N)Ey—1

og bruker at
e

Siden N? er nullmatrisen og D og N kommuterer (ND = DN = —N), kan vi skrive

D+N)t _ Dt Nt

1 0 0 1 0 0
=10 et 0 0 1 ¢
0 0 et 0 0 1

og dersom vi velger v33 = 0 far vi

o
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UKENS NOTTER

Dersom f er en funksjon fra R? til R? og x en funksjon fra R til R? og vi skal Igse systemet
x = f(x)
blir eksplisitt Euler
Xpy1 = X + 0 (%)
implisitt Euler
Xp1 = X + A (Xp41)
og trapesmetoden

h
Xpp1 = X + 5 (f (xg) + f(Xp11))

| vart tilfelle er
f(x) = Ax.

For eksplisitt Euler far vi
x, + hf(x,) = (I +hA)x.

Implisitt Euler blir
X1 = X + hAX,

men om vi skriver alt med x; ; pa venstre side, far vi
(L 4+ hA)zyy =x,
og sa er det bare § invertere I 4+ hA, og fa
Xy = (I — hA) ™ xy,
For trapesmetoden bruker vi bare det samme trikset; vi skriver
h
Xpe1 = X T 5 (Ax, + Ax i)

sorterer:

Xpt1 — §Axk+1 =X+ §Axk

h h

ho\ ! h

| pythonkoden i forrige oppgave kan du kjgre alle metodene.

bruker identitetsmatrisen:

og inverterer:
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La oss begynne med a se pa hva som skjer nar vi kjgrer eksplisitt euler for store h. Dersom
h = 0.5, begynner kurvene 3 se stygge ut:

HOMEOPATISKE FORVIKLINGER

80

60

40

20~

og dersom h = 1 er det ingenting igjen som minner om korrekt fysikk:

HOMEOPATISKE FORVIKLINGER

2000 ~

1000 ~

—1000 4
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Hva skjer? La oss f@rst se pa hvordan vi opphgyer en matrise i en stor potens. Det kan du gjgre
du slik:

Ar = (VAVH)"
= (VAVY) (VAV L) (VAV )
= VAV VAV L VAV
=VAA - AV?
= VA"V,

Det er altsa hvorvidt egenverdiene er stgrre eller mindre enn en som har noe 3 si for om vi far
ukontrollert vekst. Hvis man legger inn kommandoen

print(np.linalg.eig(ekspl_mat))

i koden et eller annet sted, vil man se at i det h bikker sdnn omtrent 5/7, bikker den ene
egenverdien til (I —hA) over 1, og da begynner iterasjonene & stige ukontrollert.

Dersom man prgver samme eksperiment med implisitt, vil man oppdage at det gér helt fint.
Her er h = 1:

HOMEOPATISKE FORVIKLINGER

80

60

40

20 4

Ungyaktig som faen, men kvalitativt riktig. Forklaringen er den samme, print egenverdiene til
I — hA, sa ser du. Trapesmetoden oppfgrer seg likt, men legger seg tettere pa den korrekte
Igsningen, siden den har hgyere ordenE]

*https://en.wikipedia.org/wiki/Trapezoidal_rule_(differential_equations)
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