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1 - 7 - DIFFERENSIALLIKNINGER I

Hvis vi setter

far vi

sa det blir riktig.

_( —(Ry+Ry)/L4 Ry /L,
a= (T L E)

Dersom du bruker Kirchhoffs spenningslov pa slgyfene i kretsen under, far du

Ty = <— (Ry + Rg)zy + R3$2>/L1

Ty = (R2$1 — (Ry + Rg) $2>/L2

Ty = — T+ Ty

X = Ax der A:(_l 1).

En to ganger to matrise har karakteristisk polynom av orden 2, s det kan vaere maksimalt
to egenverdier, og i R? er det ikke “plass til” mer enn to linezert uavhengige egenvektorer, sa
mennesker som ikke er pd galehuset vil forvente to linezert uavhengige Igsninger. Vi beregner

1 —2—
=(—1-XM)(=2-))—1
=(1+MN2+)N—-1
=1—3)\+ )2

clet(A—M):clet(_l_A 1 )
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som har rgtter

N 3EVI—4 §i§
B 2 o270 27
A finne nullrommet til A — A1 er 3 Igse likningsystemene
—1—(-3+%) 1 0 —1— (-2 - %) 1 0
o
1 —2—(=3+%) |0 g 1 —2—(-3-%) |0

Dette synes du sikkert ser helt forferdelig ut, men det & finne nullrommet til en 2 x 2-matrise
involverer heldigvis sd og si ingen gausseliminering. Dersom matrisen ikke er inverterbar, er
radene lineart avhengige, og da er den ene raden en skalarmultippel av den andre. Dersom vi
nd har regnet ut korrekte egenverdier, vet vi jo at dette skal vare tilfellet, sd da koker alt ned
til & finne alt som passer i likningen

—1-(=2+%) 1]o0 og —1-(-2-%) 1|0
eller, etter litt rydding,
1-v5 2|0 og 1+v5 2|0

Lgsningene til disse to likningene er alle skalarmultipler av henholdsvis

(1—_3/5> > (1;?@)'

N3 har vi funnet to Igsninger av differensiallikningssystemet vi startet med, nemlig

_ (—3—VB)t/2 —2 _ (=3+VB)t/2 —2
x,(t)=e (1_\/5> og X,(t) =€ <1+\/5>.

og akkurat som i gkten om andre ordens differensiallikninger, vil alle lineserkombinasjoner av
disse to ogsa veere Igsninger av systemet:

L (3VE))2 —2 (=3+VB)t/2 —2
x(t) =cje (1_\/5>+026 (1+\/5>.

Fgrst finner vi egenvektorene til matrisen
2 1
; 2) )

det<21A 2i)\>:(2—>\)2—1, 2)

Det karakteristiske polynomet er

som har rgtter A =1 og A = 3. Vi beregner sa

(211 2i1>w((1) (1)) (3)

som gir egenvektoren
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og

(5200
il

Alle linezerkombinasjoner av disse to Igser systemet:

x(t) = cyet G) + cyedt (_11) : (7)

Vi regnet ut i forrige uke at egenverdiene til matrisen

som gir egenvektoren

er 0, 4 og 9, med korresponderende egenvektorer

) () = ()

Lgsningen er derfor alle lineeerkombinasjoner pa formen

4 0 1
x(t)=c; | =1 [ +e* | 1 | +%| 2 |.
—1 1 2
Vi beregner fgrst det karakteristiske polynomet

2—X 1 1
det( 1 2—-x 1 ):(2)\)((2)\)21)(2)\1)+(1(2)\))
1 12—

=2=AN)B=AA+X)—1-N—-(1-X
ANA=2)=(1=A)=(1=2)

2-MB-A-2)

4—5X+ \?%)

=(2-2A

(2—=2)
2-MB -
= (1 =)
= (1 =)
— (L= NI -NE-N)

og ser at vi har en enkel egenverdi A = 4 og en dobbel egenverdi A = 1. La oss begynne
med den enkle egenverdien. Vi kunne gausset i vei, men siden vi elsker tall og observerer at

tverrsummen av alle radene er 4, ma egenvektoren vaere

()



TMA4101/4106/4111/4121

11 1 11
1 1] ~]10 0 0
1 11 0 00

ser vi at alle egenvektorer ligger i planet til likningen

S3a den doble. Siden

$1+x2+$3=0

sé for eksempel

duger. Merk at begge er ortogonale pd v;, men ikke pd hverandre. Dette kommer vi tilbake
til. Lgsningen er alle lineserkombinasjoner p& formen

1 1 1
x(t) = c,ett (1) + € (02 (—1) +03( 0 ))
1 0 -1

Krever vi z,(0) = 1, 25(0) = 0, far vi likningssystemet

o) e () =) @

som gir ¢; = ¢, = 1/2, slik at

og sa videre.

Det karakteristiske polynomet blir

sé det finnes kun én dobbel egenverdi A = 1. Nar vi prgver & gausse oss frem til egenvektoren,
far vi

o O
O =

som gir egenvektorer pa formen

§

og ingen fler. Vi har nd kun funnet én Igsning, og den er

x(t) = et (é) (11)

og denne kommer aldri til & kunne tilfredsstille det oppgitte initialkravet. Dette eksemplet
illustrerer en viktig ting. Det karakteristiske polynomet til en n x n-matrise kan alltid spaltes i
n lineare faktorer, men det finnes ikke alltid n linesert uavhengige egenvektorer. | dette tilfellet
sier vi at matrisen er defekt. Differensiallikningessystemet i oppgaven har flere Igsninger enn
de du fant, og derfor klarer du ikke tilfredsstille initialkravene. Spenningen er til 3 ta og fgle
pa og hvis du vil kan du regne ut alle Igsningene ved 3 fgrst Igse =, = x4 f@rst og sd sette z,
inn i den fgrste likningen og sa finne x;.
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@ Vannet skal ha en passelig drikketemperatur pd 13 grader, sd vi ma Igse likningen
13 = 131(t>,

der z; er den fgrste komponenten i

— ., e(3-VD)t/2 —2 (=3+V5)t/2 —2
X(t) cie (1_\/g>+026 (1+\/5>

Dette gar ikke med penn og papir, siden z; er en lineeerkombinasjon av to forskjellige ekspo-
nensialfunksjoner. Hvordan vi handterer slikt skrgmt kommer vi tilbake til.

Dersom en A € C™*™ har n lineart uavhengige egenvektorer sier vi at A er diagonaliserbar. Dette
er fordi det i sa fall er mulig & skrive

A= PAP!
der P har egenvektorene som kolonner og A er diagonal.
Dersom du er trent nok i matrisemultiplikasjon vil du se at dersom du har n likninger pa formen
Av = \v
kan disse sammenfattes som

AV =VA

A
V=1 vi|—|v, og A= .
An

Dersom de n vektorene er linezert uavhengige er V inverterbar, og da kan vi gange med V!
fra venstre og fa

A=VAVL

Vi far

som har karakteristisk polynom
|A—=X| = =X=b—X)+c=A+b\+ec,

altsd det samme karakteristiske polynomet som likningen &£+b2+cx = 0. Tilfelig at begge heter
“karakteristisk polynom"? Selvfglgelig ikke. Det finnes tilfeller der A ikke er diagonaliserbar,
for eksempel hvis b2 = 4c slik at det finnes en dobbel egenverdi A = —b/2.
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REPETISJONSOPPGAVER

Vi gausser litt:

8 -7
-8 =7
—4 5
—6 6

-8
—4

-3

—7

-3
0

0
-8
—6

8

0

0
—6

O O O @

—7
—14
10
6
—7
—14
3
6

-7
—14

3
3

3
—16
—4
0
3
—16
—4
0
3
—16
—16

-3

—10

-9
-9

8 —7 0 | -3

0 —14 3 |—10
Y0 3 -—16| -9

0o 0 0|0

Det sto vel at vi skulle Igse likningssystemene, men det er ikke sé farlig ngyaktig hva Igsningen
pad dette siste systemet er. Vi pd det ndvaerende tidspunktet at det er entydig |gsning, til tross
for at vi har fire likninger og tre ukjente. Dette er fordi de tre kolonnene i matrisen er linezert
uavhengige og vektoren pa hgyre side ligger i rommet utspent av disse. Se neste oppgave.

Vi gnsker som alle vet 3 Igse systemet

Ax =0

og dersom x = 0 er den eneste Igsningen, er kolonnene linezrt uavhengige. Vi gausser i vei

1
1
1
1

W N =

o O O =

10

S O ==

SwwrH oo oo

2

o O O

o O O O

OO0 O RR,r WNRH

OO © TN

—
o © W=
o O O O

O = N =
_ W W =
o O O O

Et trent gye ser nd at x = 0 er den eneste Igsningen, og fglgelig er kolonnene linezert uavhengige.
S3 er det bare & brette opp ermene:

—_ = = =

og se at

1
2
3
4

1
0
0
0

O O = O

O = O O

o O O
O O = O

o= O O

_ o O O

4 —6 4 -1
-6 14 =11 3
4 —-11 10 =3
-1 3 -3 1

—1

3

-3

1
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Vi beregner til slutt

4 -6 4 —1\ /0 1
—6 14 —11 3 9 1

_ A1
x=A"b=1 " 11 10 3|lel||2
1 3 -3 1 13 1

Vi finner egenverdiene og egenvektorene til A. Det karakteristiske polynomet er

13-A 20
det( - _17_A) =(A=3)A+7)

og de tilhgrende egenvektorene blir

slik at

r=(71):

Lgsningene til differensiallikningssystemet er

—2 _ 1
x = ¢ e’ ( ) ) + cpe " (_1>

Vi gausseliminerer (her kan det finnes flere veier til Rom)

111100 111 1 00 111 1 0 O
(123010)~(012—110)~(012—1 1 0
1 36 0 01 025 -1 01 001 1 =21
110 0 2 -1 100 3 =3

~(010—3 5 —2)~(010—3 5

001 1 -2 1 001 1 =2

Av dette ser vi at

W N =
w

1 3 =3 1

=1-3 5 2.
6 1 -2 1
rz+ y+ z=1

T+2y+32=2
z4+3y+62=4

(4966

og ganger vi pa hver side med den inverse matrisen, far vi

Likningssystemet

kan ogsa skrives

ERCERIRORGREN

) |
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Volumeter
detA=1-(2-6-3-3)—1-(1-6—3-1)+1-(1-3—2-1)=1

Siden det A # 0, er kolonnene i A lineaert uavhengige, og derfor vil likningssytemet Ax = b
har entydig Igsning uansett hva b er.

@ Vi begynner med & finne det karakteristiske polynomet

| 0
det(A—X)=det| 0 1—-Xx 1 |=(@1-=)\>°
0 0 1—AX

og registrerer at det finnes en repetert egenverdi A = 1 med multiplisitet 3. Vi finner egenver-

diene ved 3 Igse systemet
1—A 1 0 vy 0
0 1—A 1 vy | =10
0 0 1—A U 0

0
1

som altsa blir

0 1 0
00 0
0 0 0]0

De to fgrste likningene i dette systemet impliserer at v, = v3 = 0, mens v; kan vaere hva som
helst, siden den ikke inngér i likningssystemet en gang. Egenvektorene til A = 1 blir fglgelig

vy 1

vy | =510

Vg 0
Siden matrisen kun har en lineaert uavhengig egenvektor, er den ikke diagonaliserbar, og vi kan
ikke finne en diagonalmatrise D slik at

A=PDP 1.
Og sé til difflikningssystemet. Dette er et likningssystem pa formen

x = Ax

der matrisen A er identisk med den i forrige oppgave. Vi vet at derfor at

1
x(t) = ce (0)
0

der c er en vilkarlig konstant, er en Igsning. Det finnes to linezrt uavhengige Igsninger til, men
de er litt mer kompliserte 3 regne ut, sé det er ikke pensum i hgst. Initialverdikravet

z1(0) =1
25(0) =0
x4(0) =0

er tilfredsstilt dersom ¢ = 1, slik at



