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1-1-TALL-LF

@ Dersom x(t) = e, er #(t) = Ae, slik at likningen blir
M (N +1) =0,

som impliserer at A2 4+ 1 = 0 siden eksponensialfunksjonen aldri blir null. Denne likningen har
ingen reell Igsning, derav resten av denne gkten.

Det finnes ingen hele tall slik at
v2="

n
Dette kan vi bevise som fglger. Anta at det finnes hele tall m og n slik at likningen over holder.
Vi kan anta at m og n ikke har noen felles faktorer, for hvis de hadde hatt det, kunne vi bare
forkortet brgken til de ikke lenger hadde det. Vi ganger nd hele likningen med n, og kvadrerer,
slik at vi far

2n% = m2.

Av denne likningen ser vi at m? m3 vaere et partall. Men dersom m? skal vaere et partall, m3
jo m vaere et partall, og dette betyr at m? m3 vaere delelig med fire. Dette betyr at m?/2 er
et partall, og hvis vi skriver

ser vi at n? er et partall, pd da ma n vaere et partall. Men na har vi oppnadd en selvmotsigelse.
Vi vet jo at det ma vaere mulig 3 velge m og n uten felles faktorer, og na viser det seg at 2
ma veere en felles faktor allikevel. Med andre ord er det noe som er galt her. Det som er galt,
er antagelsen om at man i det hele tatt kan skrive

Vie™

n

for hele tall m og n.

Eksemplet over illustrerer at dersom du har et kvadrat med sidekant 1, finnes det ikke noe
rasjonalt tall som beskriver diagonalens lengde. Majoriteten av alle mennesker pa jorden trenger
matematikk fgrst og fremst som et redskap for presis kvantifisering av verden rundt oss, s
dette er rett og slett ikke bra nok. Eksemplet over har vaert kjent for menneskeheten i flere
tusen ar. Det er lett 3 utvide argumentet til & vise at for eksempel /2 ogsa ikke kan skrives

som en brgk. De aller fleste tall kan faktisk ikke skrives som en brgk[l| For 3 sette dette i
sammenheng med forrige oppgave, sa kan vi like gjerne si at likningen

A—2=0
ikke har noen rasjonal lgsning, og derfor har vi funnet opp R.
Akkurat som A2 — 2 = 0 ikke har rasjonal Igsning, har ikke
NM+4=0

noen reell Igsning, og derfor har vi funnet opp C, og néd kan vi enkelt og grei si at Igsningen er
2i siden (2i)° = 2i-2i =4-i% = —4.

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Countable_set
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Lgser vi likningen

gir annengradsformelen

224+2:4+2=0

B —b+ Vb%2 —4ac 24 V4
N 2a N 2

T =—141,

slik at
2420 4+2=(z+144) (z+1—1)

(Gang ut og sjekk at det stemmer.)

Vi beregner

z4+w=24+4+3+5)i=6+8i Vi ganger sammen komplekse tall slik:

z-w = (a+ bi)(c+ di)
= ac + bei + adi + bdi?
z-w= (24 3i)- (4 + 50 = ac — bd + (be + ad)i
=2-4+3-4i+2-5i+ 3 5%
=8 — 15+ (12 + 10)i

z—w=2—44+3—-5)i=—-2—-2i

og deler dem slik:

7499 i_a+bi_a+bi c—di
N v w c+di c+di c—di
243 243 4-5i _ ac+bd + (be — ad)i
w 4451 4450 4—-51
_ 8 +15+ (12 —10)i Utledning av formlene for addisjon og sub-
16 + 25 traksjon er trivielle.
Tt
Her er det bare & gange oppe og nede med Z:
1_z2_ 2
2 2z |22
La oss ta for eksempel z = 1 — 24. Da blir
iz=2—1
PPr=—2=—14+2i
P32 = —iz = —2 +1.

Vi kan egentlig fortsette litt til. Siden i* = 1, far vi

itr=2=1-—2i
PPr=iz=2—1

fz=1i%2=—2+1
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og slik gar nu dagan. For & konkludere: potenser av i repeterer seg selv slik:

=1
il =i
i?=—1
i3 = —i
it =1
5

og vi ser tydelig at det 3 gange med ¢ det samme som 3 rotere nitti grader mot klokken i det
komplekse planet.

@ Vi beregner

2| =V1+3 =2,

slik at

zflzl = 5

1
+ Y3,
2 2

N& kunne jeg beregna alle disse pa kartesisk form, men ideen med oppgaven er 3 veere et
frempek pa at vi kan skrive

1 ,
Z 4 ﬁl — 671'2/3
2 2
og sa er det bare 3 se at
1 3\ :
(e

og at denne repeterer seg pd samme mate som i forrige oppgave, men med periode pa seks
istedet for fire, siden argumentet er seksti grader istedet for nitti.

P& samme méte er det & gange med

1 3 .
2 2

det samme som & rotere seksti grader i det komplekse planet, s& du far seks forskjellige verdier

av ka.

La z = a + bi. Vi beregner

|22| = \/(@2 — b2)2 + 4a2b2 = \/a4 +2a%b? + b* =1/ (a® + 172)2 =a%+b? = |2

Gjgr du det samme med 23 vil du se at |23 = |

2|3
Denne er skikkelig artig. Hvis vi tenker at vi far lov til 3 derivere e slik som andre eksponen-
sialfunksjoner, er

it _ it

—e =1e
dt ’
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og vi ser at dette er en Igsning av & = ix. Men

%cost—i—isint = —sint +icost =i (cost+isint),

s denne passer visst ogsd i likningen. N& gdr det an & vise at dette problemet har entydig
lgsning dersom du spesifiserer initialkrav (her ma du sl& opp i en mer avansert bok, for eksempel
Schaeffer og Cain), s da ma det vel kanskje veere slik at

et = cost +isint.
(Her har jeg brukt initialkravet z(0) = 1.)
Vi antar vi kan derivere med brgkregelen som vanlig selv om det star en i her og der, og far

(—sinf + icosf) e — i (cosf + isin §)

- 0210 =0

do

d (cos@—i—isin&)

cif
slik at

cosf +isinf B

ei0 =C

eller
cosf +isinf = Ce®?.
Setter vi inn t = 0 pad begge sider, far vi C =1, slik at

cosf +isinf = e,
Vi beregner

eloeit — (cosa +isina) (cost9+isin9>
= cosacosf —sinasinf + icosasinf + i cosfsin «

= cos(a + 0) +isin(a + 0) = elet?)

Argumentet til z =1+ 14 er 7/4 modulus er 2, s3 vi kan skrive

2 = 2e™/4,

Argumentet til w = 1 ++/3i er /3 og radien 2, s3 vi far

x = 2e™/3,

La z = 7€' og w = se’®. Dersom man multipliserer komplekse tall, er det bare 3 gange radiene
og legge sammen argumentene, siden

10 | o ta O0+a)

2w =re? . s = rgeil .

For divisjon er det likeledes bare & dele radiene pd hverandre og subtrahere argumentene:

£ _Tilo-a)

w S
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Dette er bare fancy méter & skrive opp ting pa:

em? =
e™ = —1

8371'1'/2 —
e? i =1

Siden cos(—6) = cosf og sin(—f#) = —sin 6 er det bare & substituere —6 for 0 og fa
e = cos@ —isin 6.

Legg sammen €%’ og e,

Trekk dem fra hverandre.

Fra nd av nar du har et vanskelig integral med sinus- og cosinusfunksjoner, kan du bare skrive
om og integrere eksponensialfunksjoner istedet. Dette er som regel mye enklere.

Lett:

Z=re® =r(cosf +isinf) = r(cosf —isinf) = re *

Her er det bare bare 3 substituere 6 for § og sa far du sinus og cosinus ut pa direkten:

i0 | ,—if

cosh(if) = % = cosf
0 _ —i0

sinh(if) = % — isind

Det gar forresten andre veien og:

i(i0) | —i(i0) 6, .6
cos(if) = ¢ _*e _c te cosh
2 2
i(i0) _ _—i(i) 6 _ 0
sin(i) = & =% "% _ _isinhe
2i 24

For & vise at

cos (a + bi) = cosacoshb —isinasinhb

sin (a 4 bi) = sina cosh b + ¢ cos a sinh b
er det bare & bruke formlene

cos (a+b) = cosacosb—sinasinb

sin (a + b) = sinacosb + cosasinb

som du laerte pa skolen, og substituere ib for b, og bruke likningene over.

Siden
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far vi
(_1)1/5 — ei(ﬂ'/5+2m7r/5)‘

Vi skriver opp lgsningene for 0 < m < 4. Merk hvordan rgttene sprer seg jevnt ut pa en
sirkel om origo. Om vi lar m > 4 eller m < 0, far vi rgtter som allerede er listet opp.

Im(z)

, i i3m/5
m =0 /5 (= v/ —1) €
m =1 ¢i3m/5 f \em/s

) —1
m =2 edT/5(= —1) Re(z)
m =23 61‘771”/5
= 4 61'971‘/5 61971'/5

ei77r/5

Femtergttene til -1

Et polynom er gitt ved

P(2) = a2+ a, 12" 4t ayz 4 g

og dersom alle a-koeffisientene er reelle, kan vi beregne

p(2) =a, 2" + a, 12"+ -+ a2+ ag
:=ﬁ;Eﬁ—k5;iI§5:T+—~-+-EI§%—EB
=0, 2" + @y, 12" 4+ @2+ Ty
=a, 2" + a, 12"+ + a2+ ay = p(2)

Dersom vi har p(z) = 0, ma vi ogsa ha p(z) = p(z) = 0, sa dersom imaginardelen til en rot
er forskjellig fra null, ma det finnes en annen rot med samme realdel og motsatt fortegn pa
imaginardelen.

Det er ikke s& lett & faktorisere et tilfeldig tredjeordens polynom med mindre man husker
abcd—formelenE] Det gjgr ikke vi, men vi ser jo at p(1) = 0, s vi kan dele ut x — 1 og fa

plx)=23+2*+2—-3=(r—1)(az® + bz +¢).

Polynomdivisjonen vi alle lzerte pd barneskolen synes jeg er knotete. Det er mye bedre & sam-
menlikne ordner av x pad hver side av likningen, og se at

23 a =1
z? —a+b =1
T —b+c=1
1: c=3

som gir b = 2, slik at
ple)=2"+2°+2-3= (-1 (2" +22+1) = (z—1(z+1)%

Dette kalles et linezrt likningssystem, og vi skal studere slikt skrgmt grundig om et par uker.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Cubic_equation
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Samme her, vi ser jo at p(1) =0, sa vi kan dele ut  — 1 og fa
p)=234+22—2=(x—1)(az® + bz +¢).

Sammenlikner vi ordner av z pa hver side av likningen, far vi

a3 a =1
z? —a+b =1
T —b+c=0
1: c=72

som gir b = 2, slik at
px)=234+22-2=(x—1) (2 +20+2)=(z—1)(xz+ 1+i)(x+1—1).

Det sies at Lars Onsager fikk til & utlede formelen for Igsning av tredjegradslikninger pd egen-
hand da han var tolv &r gammel. Det sies ogsa at da de ringte ham for a fortelle ham at han
hadde fatt nobelpris, spurte bare “l hva?"”. Han visste nemlig at han hadde gjort store nok
bidrag til & fa nobelprisen i bade fysikk og kjemi.




