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1-12 - REKKER - LF

La f(z) = 2. Gitterpunktene blir T

der indeksen k Igper fra O til n. Riemannsummen blir

S =3 2 (%) =L (R) -Gy e

k=1 k=1

~

| tredje klasse pa barneskolen viste var klasseforstander Jodis oss at
1424344994100 = (1+100)+ (2+99) + (3+98) + --- =50 - 101.

Vi ble mallgse av beundring, men ndr jeg i voksen alder skulle bruke det samme trikset, innsa
jeg at det man ma tenke seg litt mer om, for hvis du summerer et odde antall stigende heltall,
ser det jo bittelitt annerledes ut. Formelen blir den samme, men om man som meg har ikke
spesielt hgy 1Q, er det ikke helt innlysende. Derfor er det penest & gange ut

RS DI SUSITEES YIRS 31
k=1 k=1 k=1 k=1
og lgse for
- §— n*+n _ n(n+1)
— 2 2
Vi gjentar suksessen, ganger ut
nP=>"kK =Y (k—17°=) (3k2—3k+1)=3 (Zk?) —3 (Zk) +n
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
og lgser for
n n +3<Zk1/€)—n nd 4304y 9p3 4 3p2 4

D k= 3 - 3 - 6
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Bruker vi oppgave og stoler pd at riemannsummen finner frem til integralet nadr n — oo, far vi

’ 2 b & 2
/OJ? dmz#;rﬁloﬁgk

b3 2n3 +3n +n

::nkg; n3 6
¥ 2nd+3n2+n 1/n3
= lim — .
n—o0 n3 6 1/7’L3
3 2 3
~ lim b72+3/n+1/n :(L.
n—oo 1 6 3

Vi far

som gir L = —1. Dette er apenbart absurd. Vi har altsd ikke funnet noen strategi vi kan stole
helt pd om vi gnsker & finne ut hva en rekke summerer til.

2L=2+44+84+16+--=L—1

@ Vi sier at en fglge {z,,} er konvergent dersom det finnes en L slik at det for enhver € > 0

finnes N slik at n > N impliserer
|z, — L] < e.

| figuren under er et maleri av partialsummene til den geometriske rekken evaulert i x = —1,
sammenliknet med et maleri av en konvergent fglge som konvergerer mot en verdi L. Jeg har
tegnet inn en € for illustrasjon. Husk at om det skal vaere konvergens skal denne kunne velges
fritt, altsd sa liten man vil, og s& ma du alltid kunne finne N slik at fglgen holder seg naermere
L enn ¢ for alle n > N.

N o AN\

Selv om fglgen til venstre i figuren ikke konvergerer, er den begrenset; det finnes et tall M
slik at leddene i fglgen alltid er mindre enn M i absoluttverdi. Her er en faktoide. En begrenset
fglge har alltid en konvergent delfglge. Dette betyr at du far en konvergent fglge om du hiver
ut de leddene som gdelegger konvergensen for deg, litt som nar man cherrypicker data for a fa
en bestemt konklusjon[T| I dette tilfellet ma du hive ut annethvert ledd i fglgen.

L4

Disse oppgaven var sa like, sa la oss utlede en formel.

e > n
eF =g 2" e = R (Lb e ) = R af =
k=n =0 1—=x

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Cherry_picking
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Denne formelen gir

i 1 B 1 1+ o
=1+ 1-1/(1+4) 14i—-1
i I _(1+z’)2_2
(140 1-1/(1+i) i

.\ 10
£ 1 aegr _(ay
S (an  1-1/(144) i -

Ballen faller fgrst ned tre meter. P3 fgrste sprett opp og ned igjen blir det 2 - 3 - 3/4 meter, og
pa andre sprett 2 - 3 - (3/4)% meter og s videre, slik at total tilbakelagt distanse i meter blir

3
Ay
1—3/4

[e'e] 3 k
3+Q~3(W®+Q-3{W®2+m:3+ﬁ-§:&J — 316
k=1

Dette blir en geometrisk rekke med multiplikasjonsfaktor v/2, som er en genial multiplikasjons-
faktor. En A4-side er ngyaktig halvparten s& stort areal som en A3-side og dobbelt sa stort
areal som en Ab-side, og du kan fa en Ab5-side ved & kappe en A4-side i to parallelt med de
korte siden. Dette pene systemet er kun mulig dersom forholdet mellom sidekantene er nettopp
V2. Hvis ikke dette er bra motivasjon for & laere geometriske rekker s vet ikke jeg.

La oss si at sidekanten i den opprinnelige trekanten er z, slik at omkretsen blir 3x. Hvis du
studerer figuren ngye og husker alt du har laert om likesidete trekanter pa barneskolen, vil du se
at omkretsen til den sekstaggete stjernen som er neste i rekken er 3x - (4/3) siden man legger
til en tredjedel av lengde p& hver sidekant. Omkretsen til den neste greia blir 3z - (4/3)?, og
hvis vi lar n — oo, far vi

3z lim -(4/3)" = oco.

n—oo
Arealet er litt mer pjask, se figuren til hgyre. Jeg matte har tre forsgk fgr jeg fikk det riktig.
Utregningen blir enklest om man tar utgangspunkt i den lille rosa trekanten med areal a. Den
opprinnelige trekanten bestar av ni slike, og har areal 9a = /322 /4, slik at a = /322/36. |
neste lag blir det fire ganger sd mange trekanter, men hver av dem har en niendedel av arealet
til trekantene i laget fgr, og dette systemet fortsetter. Det totale arealet blir

12 48 196
A:9a+3a+—a+7a+ ¢

9 92 93
4 A
— 14+ = — =
9a+3a( +9—|—<9> +<9> + )
:9a+3a-1_4/9
9
=3a 3+ =
a( +5>
3 24 2v3
:3.£$2.7:£$2‘

36 5) 5
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Jeg synes det peneste er & gjgre slik:

i1—1+1+1+1+1+1+1+1+1+i+
n 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n=1

Slisgogaprpipd b1y
= 22 a4 44 416 16

Du kan ogsa se det ved 3 betrakte fglgende denne figuren

Y

og sammenlikne med

*1
/ — dx = 00.
.z

Dette kalles integraltesten, se 6.2 i Arnes bok.

Her kan vi enten observere at siden v/n < n ndrn > 1, ma

1 < 1
vn T on
og fglgelig divergerer Zzozl ﬁ Vi kan ogsa bruke integraltesten og huske at
o
1
— dr =
|

som impliserer divergens.

Denne kan Igses pd samme mate som 15, men konklusjonen blir motsatt.

Sammenlikning med % gir konvergens pa denne. Det gdr imidlertid ogsd an 8 observere at

111
nin+1) n n+l
slik at
- 1 o~ /1 1 1 1 1 1
Ymrn i am) et
—nmn+1) —=\n n+l 2 2 3 3

Dette kalles en teleskoperende rekke.
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Denne tar vi enkelt med & sammenlikne med geometrisk rekke, siden

1
n3”"

)P (3)
Zapgn — % \2)

men det ma vi vente med til neste uke.

1
< —.
3TL

Det er i tillegg mulig se at

Siden \/n < n ndrn > 1, er ogsa

2n=n+n>n++n

som gir at > n+1\/ﬁ divergerer.

GAMLE EKSAMENSOPPGAVER MED L@OSNING

Forholdstesten gir konvergens for |z| < % siden

o= Jim gy = oo i = o
Dersom x = % far vi den alternerende rekken
i (="
=1
som er konvergent. Dersom x = —% far vi rekken
i 1
n=1"

som er divergent.

La oss begynne med 3 delbrgksoppspalte innmaten i rekken. Vi sgker A og B slik at

1 A, B
==+

nn—2) n n—2
Dersom vi ganger opp med n(n — 2) pa begge sider, far vi likningen
1=A(n—2)+ Bn.

N3 er det slik at dersom venstre og hgyre side skal veere like, ma de vaere like for hver potens
av n. Det gir likningene
0=A+B

og
1=-24

som burde ga greit a Igse, det er jo ikke ngdvendig & gausseliminere en gang, og vi kan skrive

11

n(n—2) 2(n—2) 2n
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Vi setter nd dette inn i rekken, og ser mgnsteret:

DREIES IRRY

— n(n —2) _2n:3 n—2 n
_ (1 1+1 1 1 1+1 1
N 3 2 4 3 5 4 6



