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48 - NUMERISK L@ASNING

Na&r man skal Igse sin fgrste partielle differensiallikning numerisk, er varmelikningen grei & begynne
med, for dette er den enkleste 3 fa til.

Den deriverte til en funksjon f er

) — tim L) = @)

h—0 h

dersom grensen eksisterer. Uttrykket
fl@+h)— fz)
h
er stigningstallet til sekanten til f mellom punktene x og x + h. For sm& h er denne sekanten en grei
tilnaerming til stigningstallet f(z):

Py T =S

Pa papiret er det slik at jo mindre h, desto bedre tilnaerming.

La f(z) = e®, og la h =0.1. Vi beregner

el6 _ ol5
"(1.5) ~x ——— =4.7134.
Merk at

f(1.5) = eld = 4.4817,

s3 denne tilnzermingen bommer med rundt 2- 1071,

Gjenta eksperimentet med h = 0.01, h = 0.001 osv, og se hva som skjer. Hvor liten h kan du
ta fgr det gar at skogen?

Feilen i forrige er tydelig proporsjonal med h - deler du h pd 10, deler du feilen pd 10. En god
illustrasjon av linezr feil. Men dette gjelder bare inntil et visst punkt, blir & liten nok blir presisjonen
darligere igjen. Dette er fordi datamaskinen din kun regner med 16 desimaler. Skal vi fa til noe bedre,
m3a vi bruke en annen formel.

Det gér an & utlede formelen

ved 3 bruke taylorutviklingen til f i punktet x:
f@+hy:ﬂ@+j%@h+f§wm+Wn

Stigningen til sekanten kan skrives

flz+h)— fz)
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og Vi ser at dette stigninstallet bestar av den eksakte verdien for f’(x) pluss resten av taylorrekken

til f
(),  f(2)
h h2 + ...
2 + 6 +
Denne halen forteller oss noe om feilen. Dersom A er liten nok, vil h vaere mye stgrre enn h2, og Vi
skriver

i), () _
5 h+ G h? + - = O(h)

for & signalisere at feilen er proporsjonal med h.

Gjenta eksperimentet i forrige oppgave, men nd med formelen

fle+h)— flx—h)
2h

= f'(z)

og se hva som skjer. Hvor liten h kan du na ta fgr det gar at skogen? Bruk taylorrekker til 3
forklare oppfgrselen.

Legg merke til hvordan feilen i forrige eksempel er naermest perfekt kvadratisk - vi far to nye desimaler
hver gang vi deler h pd 10. Feilen deles altsd pa 100 nar h deles pa 10.

Hvis du virkelig vil sl& pa stortrommen, kan du bruke formelen

() = flx—2h) —8f(x —h) +8f(x + h) — f(x + 2h)
12h

Prgv.

Dersom du trenger en tilnaerming for f”(x), kan du bruke den andre ordens sentraldifferansen
fl+h)—2f(x)+ flx—h) f” (x)
h? 12

Det finnes bedre og mer kompliserte formler, men vi skal ikke plages med dem. Vi skal né lage en
numerisk metode for varmeligningen

h2 4+ ...

= f"(x) +

Up = Ugy

med randkrav
u(0,t) =u(l,t) =0
og
u(z,0) = f(z).

Det er relativt lett & konstruere liknende metoder for andre likninger men varmelikningen er som sagt
den enkleste & begynne med.

Nar vi skal Igse en partiell differensiallikning, ma vi holde styr pé to gitre - et i z-retningen, og et i
t-retningen.

Vi skal finne approksimasjoner til Igsningen wu i alle gitterpunktene.

Vi gitrer opp intervallet [0, 1] p& xz-aksen med gitteravstanden h, og nummererer punktene slik at
zo = 0 og x,, = 1. Den positive t-aksen gitrer vi opp med gitteravstanden k, og nummerer slik at



TMA4101/4106/4111/4121

/\t
(fvivtj) = (ih, jk)
t] = jk [ ] ] ] ] ] ] ] n n n
- > T
x, =ih r=1

Vi setter fgrst opp en tilnaerming for u,,, (z,t), basert pa den andre ordens endelige differanseformelen

for x:
u(z + h,t) — 2u(z,t) + u(z — h,t)

2
Vi kan nd tenke at vi erstatter u(z,t) med n + 1 envariable funksjoner w,(t), som beskriver tempe-
raturendringen i hvert sitt punkt x; pa stangen:

U (1) — 2u, () + 1wy (2)
h? ’

Uy, (T, 1) &

N3& setter vi inn dette uttrykket i varmelikningen:
Uiy (1) = 2u;(t) + u; 4 (1)
h? ’
Siden u; kun er en funksjon av ¢, passer det & skrive alt dette som et koblet system av differensial-
likninger:

ut(xi?t> = Um(@"mt) ~

Uz’+1<t> - Quij(t) +u;q(t)
2
Systemet har n—1 likninger, for u, = 0 og u,, = 0 kjenner vi; disse er gitt av randbetingelsene.

ul(t) =

N3 kan vi Igse systemet med en gnsket numerisk metode. og vi skal ta i betraktning tre valg. Etter

diskretiseringen i ¢, skriver vi approksimasjonen i punktet (z;,t;) som u,

(2] j°

u<$iat]‘> ~ Uy

De tre metodene vi skal bruke, er eksplisitt Euler, implisitt Euler, og trapesmetoden. De korrespon-
derende skjemaene for varmelikningen blir:

Eksplisitt:
Ugjry — Uy Uiy j— 2U; 5+ Uy

k h?

7j

Implisitt:
Ui i1 — Uiy Uiy jyn — 2U; 50 U 1

k h?

Crank-Nicholson:

Ug 1 — Uy Uiy — 2U 5+ Uy g n Uiyy jp1 — 2U4 o + Uy i
k 2h2 2h2

Metodene har litt forskjellige egenskaper. Vi far se hva vi rekker av analyse.
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Lgs varmelikningen med eksplisitt skjema. Prgv forskjellige kombinasjoner av h og k.
(Metoden funker ikke med mindre k/h% > 1/2.)

Kravet k/h% > 1/2 er ganske restriktivt, og det er derfor vi har implisitte metoder. De er litt
vanskeligere 3 implementere, og litt mer beregningstunge, men slipper unna slike hérreisende
betingelser pd h og k. Implementer implisitt.

@ Men hvorfor har vi Crank-Nicolson? Implementer Crank-Nicolson, og sammenlikne de tre me-
todene for samme h og k med den analytiske Igsningen til varmelikningen med for eksempel
initialkrav f(x) = sinx.

“It is impossible to exaggerate the extent to which modern
applied mathematics has been shaped and fueled by the gen-
eral availability of fast computers with large memories. Their
impact on mathematics, both applied and pure, is comparable
to the role of the telescopes in astronomy and microscopes in
biology.”

— Peter Laz, Siam Rev. Vol. 31 No. 4

Hvis man har orket 38 komme seg gjennom alt dette greiene her, kommer belgnningen i form av evnen
til & modellere problemer som er umulig & regne szrlig pd med penn og papir.

Ga helt tilbake til start, og utled at varmelikningen for anisotrope media blir:
u, =V - (kVu)
Denne gar ikke 3 Igse analytisk. Modifiser kodene dine til & takle dette i en romlig dimensjon.

Utvid til Igse varmelikningen i to romlige koordinater:
pu, = Au

Eksplisitt skjema er ikke sd vanskelig, men for implisitt og C-N er det litt knot 3 sette opp
korrekte matriser.

@ Lgs varmelikningen og Igs varmelikningen numerisk pa rektangulaer boks €2 med initialkrav

u(x,0) = f(x)
og randkrav
u(x,t) =0
pa o0f.
B &
———
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Du kan ogsa Igse bglgelikningen slik, men da ma du knote litt mer med den doble tidsderiverte.

Og du kan diskretisere laplaces likning slik:

Uivt,j = 2Uig T i1y Wi T 25 T Ui

0= h2 h2

Man far en likning for hvert indre gitterpunkt, og hvis man organiserer de ukjente i en kolonnevektor,
far man et likningssystem pa formen

Au=f

der f er en vektor med randverdier.
/\y
y] = ]h n n
> T

Finn matrisen A,
Lgs problemet

Upg + Uyy =0

pa rektangelet [0, 1] x [0, 1] med randkrav
u(,0) = u(0,y) = u(l,y) =0

og
u(z, 1) = f(x).



