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20 - PROJEKTIV LINEAERALGEBRA

N3& skal vi tilsynelatende bytte spor. Men det er bare tilsynelatende, bare vent og se.

Vi skal gjgre en del abstrakt linezeralgebra dette semesteret, og da kan det vaere lurt & begynne med
3 skrive ned noen viktige ting i R?. La oss repetere skalarproduktet:

Xy =21y + TaYs

Lengden til en vektor x skrives
x| = vx-x

og Vi sier at vektorer i R? er ortogonale dersom x -y = 0. Grunnen er fglgende oppgave:

Vis at

T1Y; + Tays = ||X[|[y] cos @

der 6 er vinkelen mellom x og y.
(Hint: Tegn opp x og y, og bruk cosinussetningen.)

P3 skolen lzrte du noe de antagelig kalte Pytagoras’ setning, som sier noe om katetene og hypo-
tenusen i en rettvinklet trekant. En mer solid, abstrakt og presis variant sier at

x og y er ortogonale hvis og bare hvis x +y|? = |x[2 + [y
Dette fglger direkte av definisjon av skalarproduktet. Vi beregner fgrst
Ix+y[?=(x+y) (x+y) = [x|* +2x vy + |y]*.

P3 den ene side: Dersom
Ix +yl* = I + ly|?

kan vi trekke denne fra likningen over og se at
2x -y =0,
som betyr at x og y er ortogonale. P3 den andre: Dersom x -y = 0, far vi

Ix +y1? = IxI* + |y[*.

Denne kommer pa eksamen.
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Pa skolen lerte du at du om du ville ha en vektors komponent i en eller annen retning, ganget du
med cosinus til vinkelen mellom vektoren og retningen. Det er smoothere & bruke skalarproduktet.

Visat a= ﬁ i denne figuren:
y

(Hint: Bruk oppgave 1.)

Fra figuren bgr det vaere geometrisk apenbart at |a| < |x].
Bruk dette til & utlede Cauchy-Schwarz’ ulikhet:

-y < [x[llyll

Man kan spinne videre pd Cauchy-Schwarz' ulikhet og utlede trekantulikheten
Ix +yll < Ix[ =+ [yl

Hint: bruk Cauchy-Schwarz pd |x + y|? = |x[? + 2x -y + |y|*.
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Skalarproduktet y - x forteller oss noe om x sin komponent i retningen til y:
X
X - ,
@ Visat z= —yy i denne figuren: y
y-y
VA
og vektoren z kalles x sin ortogonale projeksjon pa y. Det gar an 3 skrive denne som
z = Px

der P er noe som kalles en projeksjonsmatrise, men da ma vi fgrst leere en ny matriseoperasjon.
Den kalles transponering og bestér i 3 speile en matrise om diagonalen, altsd bytte om rader og
kolonner:

1 4
A:(iié) AT— |2 5
3 6

Den som husker matrisemultiplikasjon bgr nd umiddelbart se at dersom x og y er kolonnevektorer,
kan skalarproduktet skrives

x'y=xly= (Il xz) (g;) =Ty + TaYs

Hvis du derimot tar xy?, far du en litt merkelig matrise:
https://en.wikipedia.org/wiki/Outer_product
som du far bruk for i neste oppgave.

Finn et uttrykk for P.

Ortogonal projeksjon er en linezroperator. Du kan tenke pa projeksjonen av x pd y som skyggen x
kaster pd y dersom du star uendelig langt vekke og lyser ortogonalt ned pd y med en lommelykt.

S3 er spgrsmélet: hva skal vi med dette? La oss begynne med noe mundant.

Finn Igsningen til systemet
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N3a var antagelig ryggmargsrefleksen din & gausseliminere, men i dette tilfellet er det ikke ngdvendig,
det finnes en vakrere teknikk. Skalarproduktet mellom kolonnevektorene x og y i R™ er

— Ty — _
x-y=x"y=(x, zg - z,) =Tyt Dol o T XY,
Yn,
og vi definerer vektorer som ortogonale dersom skalarproduktet mellom dem er null.
@ Beregn skalarproduktet mellom kolonnene i matrisen

1 1 1
A= 0 —V2 V2
—1 1 1

Hva skjer om du ganger begge sider av likningssystemet i oppgave 8 med A” fra venstre?

Vi sier at en vektormengde er innbyrdes ortogonal dersom alle indreprodukter mellom forskjellige
vektorer i mengden er null. Det hadde na vaert fristende 3 kalle A over en ortogonal matrise, men
det begrepet er noe mer restriktivt. Dette kommer vi tilbake til.

Vis at vektorene i en innbyrdes ortogonal vektormengde ma vaere linezert uavhengige sa lenge
ingen av dem er nullvektoren.

Derav konseptet ortogonal basis. Kolonnene i A er en ortogonal basis for R3. Ortogonale basiser er
praktiske pa veldig mange mater. Det er for eksempel lett & dekomponere en vektor x i en ortogonal

basis:
X - Vk
& Vi Vi
Dette kan vi se som fglger. Anta du kan skrive x som en lineserkombinasjon av vektorer i en ortogonal

basis vy, vy, -, v,
X = E Ckvk
k

"
Dersom vi tar skalarproduktet med v,,, pa hver side kansellerer nesten alt pd grunn av ortogonaliteten,
og vi star igjen med

som gir formelen over.

Du har allerede gjort dette resonnementet flere ganger i var. Nar?
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Likningssystemer blir jo veldig greie ndr kolonnene er ortogonale. Oppgaven under gjgr egentlig
ngyaktig det samme som forrige oppgave, men det er na greit 3 se ting fra litt forskjellige sider.

La
1 1 1 —1
v1:(0> vo = | —V2 vy=| V2 b:(O)
—1 1 1 -7

og mediter over oppgave 8 og 9 helt til du innser at komponenten ;. i Igsningen x kan beregnes
ved formelen
b N Vk:
ajk —_
Vk) * Vk:
siden kolonnene i matrisen er en ortogonal basis for R3.
(Hint: Hva skjedde nar du ganget med AT?)

N& begynner vi snart 3 bli i stand til & takle fglgende problem. La oss si at du stdr uendelig langt
vekke og lyser med lommelykt ortogonalt ned pd vektoren x og lurer pd hvordan skyggen ser ut i
rommet V utspent av basisen v, vy, -, v, altsd hva er den ortogonale projeksjonen z av x ned pa
dette rommet?

Klarer du 3 finne et uttrykk for z?
(Hint: Prgv & se for deg hva som skjer ndr du projiserer pa v, og v, i figuren. Ta gjerne et ark
og tegn opp selv og bruk noen blyanter eller noe.)
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Hvordan man gjgr oppgave 13 avhenger litt av hvorvidt v, v,, -, v,, er en ortogonal basis eller ikke.
| figuren er ikke v, og v, ortogonale, og hva vi gjgr da skal vi komme tilbake til senere i semesteret.
Dersom vi har ortogonal basis er alt veldig enkelt, det er bare & projisere i vei:

X‘Vk

zZ = Vk:

7 Vi Vi

Maten man ser dette pa, er a vise at z er den vektoren i Vsom minimerer avstanden x — z. Fgrst
kan vi se at x — z star ortogonalt pd V, siden

(x—2z)-v,, =XV, —Z-V,,
=XV, — g v, | v
m k m
m VE Vi

=x-v, —x-v, =0

for alle v,,,. Dersom y er en annen vektor i V, ligger ogsd y —z i V, og dastiry —z og x — z
ortogonalt p3 hverande. Pytagoras’ setning ! gir

Ix—yl*=lx—z—(y—2)|?
=|x—z|? + |y —z|* > |x — 2|

foralley € V.

Denne kommer pa eksamen, og na tror jeg vi gir oss for denne uken.

UKENS NOTTER

En generell projeksjonsmatrise P er definert ved likningen
P = P2

Denne likningen sier at det ikke skjer noe nytt om man benytter projeksjonen for andre gang.
Vis at egenverdiene til P kun kan veaere O eller 1.

En generalisering av Pytagoras gjelder for ikkerettvinklede trekanter, og kalles cosinusset-
ningen. Den sier at dersom vinkelen mellom beina med lengde a og b er 6 istedet for /2,
er

a? 4+ b% — 2abcos O = c2.

Utled denne.

Ipeviset for denne er identisk i R™



