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15 - DREVNE SYSTEMER

| forrige semester Igste vi de lineare likningene
T4+cx =0

og
T+ bi + cx = 0.

Matematikere sier at disse likningene er homogene. Dette betyr at alle ledd i likningen inneholder
den ukjente, og dersom likningen er linezr, danner Igsningene et vektorrom. Matematikere kaller dem
de homogene Igsningene, mens ingenigrer kaller dem den naturlige responsen.

Forklar at at de homogene Igsningene er nullrommet til en linezeroperator dersom likningen er
linezer. Hva er linearoperatorene i likningene over?

Nullrommet til en linezeroperator T er alle x slik at
Tz =0.

Dersom du trenger en repetisjon av dette, kan du Igse

likningssystemet Ax = 0 der
2 3 45
A=13 4 5 6
4 5 6 7
eller

differensiallikningen L(x) = 0 der
L(z)=%+2%+2x

eller

differensiallikningssystemet x — Ax = 0 der

)

Ser du noen fellestrekk mellom oppgavene?
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Dersom vi slenger pa en gitt funksjon av t pd hgyre side av likningen:
Z(t) + ba(t) + cx(t) = f(¢)

sier matematikere at likningen er inhomogen. En fysiker eller ingenigr ville sagt at vi hadde et drevet
system. Dette er fordi funksjonen f kjgrer pa med sin egen greie uavhengig av hva lgsningen z er
pa et bestemt tidspunkt. Du har allerede Igst inhomogene systemer i linezralgebraen, men vi kalte
det ikke det, vi kalte det bare lineaert likningssystem:

2
A=13
4

(6] Igs Ax = b der
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eller Newtons avkjglingslov:

Lgs L(z) = f der

og

eller vi kan klinke til og plukke en lavthengende frukt:
Lgs L(z) = f der
L(z)=%+2%+2x
og
Ft) = 1.
Hvis du studerer Igsningene pa de foregdende oppgavene ngye (og har funnet alle mulige Igsninger),
vil du kanskje se alle problemene har Igsninger pa formen
T =T, + T,

der x;, er nullrommet til problemets linezeroperator og z,, er en Igsning som skyldes at det er kommet
noe greier som ikke er nullvektorene pad hgyre side av likningen. Vi kaller z; den den homogene
Igsningen og x,, den inhomogene Igsningen eller partikulaerlgsningen.
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Ingenigrer kaller likninger slik som &(t) + ba(t) + cx(t) = f(t) for LTIl-systemer, eller linezere
og tidsinvariante systemer. Linezr betyr at venstresiden er en linezeroperator pa den ukjente, og
tidsinvariant betyr at ingen av koeffisientene pa x, & og sa videre avhenger av t. Her et viktig triks:

Siden
d

dt (z(t—1ty)) = 2(t — o)
ser vi at dersom
Z(t) + bx(t) + cx(t) = f(t)
er z(t) = xz(t — t,) en Igsning av
Z(t) + b2(t) + cz(t) = f(t —ty).

Tenk at du har en modell for en fysisk ting, en reaktor eller en krets eller en muskelcelle eller
noe helt annet. Dersom systemet er i en eller annen stasjonzer tilstand, gir modellen et algebraisk
likningssystem, og dersom systemet er i dynamisk endring, gir modellen en differensiallikning. Ordet
“system” kommer fra tanken om at du putter inn en funksjon pd den ene siden av reaktoren eller
kretsen og far ut en funksjon p& den andre siden. Funksjonen du putter inn kalles det drivende
leddet eller patrykket eller det inhomogene leddet og settes alltid pa differensiallikningens hgyre
side. Lgsningen til differensiallikningen er det som kommer ut av systemet, og dette kalles systemets
respons. Det er fem responser som er spesielt viktige i anvendelser:

Naturlig respons: Systemets respons pa f(t) =0
Frekvensrespons: Systemets respons p& f(t) = e'!

0 t<a

Sprangrespons: Systemets respons pa f(t) =
1 t>a

00 t=a

Impulsrespons: Systemets respons pd f(t) =
0 t#a

Hvitstgyrespons: Systemets respons pd f(t) = hvit stgy

Vi skal ta for oss disse i ro og mak. Den fgrste kan du. De to neste kan du analysere med den
verktgykassen du har, men for impulsresponsen og hvitstgyresponsen ma vi ha mer avansert verktgy.
Alle responser henger litt sammen med hverandre pd ymse vis.

La oss begynne med den enkleste, frekvensresponsen. Du vet at eksponensialfunksjonen er egen-
vektor til derivasjonsoperatoren:

_eat _ aeat

dt
og dette bgr gi deg et ganske bra hint om hvordan du kan Igse

@:ﬁ+23§+2x:em
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Siden eksponensialfunksjonen er egenvektor til derivasjonsoperatoren, er dette veldig kjapt & regne
ut. Fasit pa oppgaven over er

1
(tw)? + 2iw+ 2

iwt

x(t) = xp,(t) + x,(t) = e (c; cost 4 ¢y sint) +

Partiklulaerlgsningen skrives gjerne
1
t) =
%) = T2t 2
der H er noe som kalles systemfunksjonen i elektroteknikk og transferfunksjonen i regulerings-
teknikk og prosessteknikk. Materialteknikere tror jeg bare kaller den impedansen. Alle bruker den til
mange forskjellige ting:

twt H(iw>eiwt

= https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC8512860/
» https://www.sciencedirect.com/topics/engineering/frequency-response-curve
» https://en.wikipedia.org/wiki/Transfer_function

Systemets egenvektor e¢*? har egenverdi H(iw), og det er denne de fleste ingenigrer snakker om
nar de sier “frekvensresponsen”. Frekvensresponsen forteller noe om hvordan systemet reagerer pa
forskjellige frekvenser. N& lurer du sikkert pd hvorfor vi ikke bruker sinus eller cosinus nar vi har lyst
til & patrykke en bestemt frekvens, og svaret at det kunne vi gjort, men disse er ikke egenvektorer
til LTl-systemer (unntatt i noen sere tilfeller), og derfor er de haplgst knotete & regne pa. Hvis du
pa dgd og liv vil bruke cosinus istedet for eksponensialfunksjonen kan du det, men da er det best &
utnytte lineariteten, sette H (iw) = r(w)e'®“), og beregne

eiwt + eiwt)

L(coswt) = L ( 5

(L (e") + L(e7™"))

NI~ N~ N

(H(iw)e™t + H(—iw)e "?)

(T(w)ei(b(w) eltwt + T(W)€_i¢(w)€_iwt>

_ T(;) <ei(wt+¢(w)) + e_i(wt+¢(w))) = r(w) cos(wt + ¢(w))

Her ser vi tydelig at frekvensresponsen er en skalering r(w) = |H (iw)| av amplituden (denne kalles
amplituderesponsen) og en faseforskyvning ¢(w) (denne kalles faseresponsen). Den komplekse
eksponensialfunksjonen er bare en praktisk mate & herje med alt pa, ikke noe mer. | neste uke skal
vi se pa en penere mate a3 hoste opp H pa.

Utledningen over tror jeg vi tar pad eksamen.

Det gér ellers an a stgte pa noen litt rare problemer av og til. Oppgaven under handler om noe som
kalles resonans.

Lgs & + x = coswt. Men hva skjer ndr w = 17 Hvorfor heter det resonans?
(Hint: Frekvensresponsen bryter sammen nér w = 1, og partikulzerlgsningen blir istedet
z,(t) = Ctsint. Plott denne, sd ser du.)
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Man far mye informasjon om et system ved a se hvordan det reagerer nar man sender gjennom
sinusoidale patrykk. | akustikk, elektro, impedansspektroskopi og en del andre anvendelser er det fre-
kvensresponsen som rader grunnen. Moderne musikkteknologi er utenkelig uten frekvensrespons. Pa
femtitallet da frekvensanalysen var rykende fersk, var frekvensresponsen ogsa viktig i prosessteknikk;
man analyserte prosessanlegg ved & patrykke forskjellige frekvenser og studere responsen. Men na
analyserer man visst prosessanlegg ved & bare apne kranen, skru pd trykket og se hva som skjer.
Dette kalles sprangrespons, og er veldig viktig i mange former for reguleringsteknikk.

La oss begynne med & definere enhetssprangfunksjonen

ult) = 0 fort<O
“ 1 fort>0. u(t)
Denne kan du tenke pd som en bryter som slar noe pa >t

ved tiden ¢t = 0.

Den kalles ogsa heavisidefunksjonen etter Oliver Heaviside
som introduserte bruken av denne i elektroteknikken. Vi kan
sl pa ved tiden t = a istedet:

u(t —a)
0 fort<a
u(t—a) = >t
( ) {1 for t > a, a
eller sl pa ved t = a og av igjen ved t = b: T
0 fort<a u(t —a) —u(t —0b)
u(t—a) —u(t—>b)=<1 fora<t<b
0 fort>b. a b Pt

Lgs initialverdiproblemene og plott:

B(t) + 2(t) + 22(t) = u(t — 1)

(Hint: Bruk oppg. 8 og x(t — t;)-trikset.)

B(t) 4 28(t) + 22(t) = u(t — 2)
B(t) 4 28(8) + 22(t) = u(t — 1) — u(t — 2)

(Hint: Bruk 12 og 13.)
B(t) + 20(t) + 22() = u(t — 1)

(Hint: Bruk oppg 12 og naturlig respons og linearitet.)
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Vi har egentlig ikke verktgy til & hdndtere impulsresponsen ennd, og i neste uke skal du fa et bedre
verktgy. Men det gar an 3 fikle litt med den allikevel. Diracpulsen brukes til & modellere impuls, altsa
energitilfgrsler der den patrykte kraften er ekstremt hgy og ekstremt kortvarig, som for eksempel ved
hammerslag eller hgye smell:

https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function

For unge mennesker pleier diracpulsen & bli introdusert slik:

o=

men dette er i bunn og grunn meningslgst, og dessuten litt forvirrende, for definisjonen forteller deg
ingenting om hvordan du skal oppfgre deg nér du ser diracpulsen i en differensiallikning.

Det er mye bedre & tenke slik: Dersom f er massetettheten til et endimensjonalt objekt, er
b
/ f(s) ds = massen til objektet mellom a og b
a

og diracpulsen er bare en snedig mate & matematisk plassere et enkilos fiskelodd i origo:

b 1 <0<b
/ 0(s) ds = “=v=
A 0 ellers

Dette forteller deg alt du trenger & vite om diracpulsen, for eksempel at

b
1 <x<b
/5(:E—S)ds: “=T=
o 0 ellers

og at -
| 6150 = 5) ds = fa).

Den siste er kanskje ikke helt triviell, men fglg von Neumanns rdd og venn deg til det. Poenget
er at diracpulsen kun gir mening nar den opptrer under et integraltegn. Den er noe som kalles en
distribusjon, og et ordentlig studium av distribusjoner regnes som noe for vanskelig for disse emnene.
Jeg kan trgste deg med at diracpulsen ble oppfunnet av en fysiker, Paul Dirac:
https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Dirac

Det var ingen som tok diracpulsen serigst til & begynne med, men Dirac fikk til slutt fikk nobelprisen
i 1933 for sitt arbeid med kvantemekanikk, sammen med med Erwin Schrédinger. !

Siden diracpulsen gir mest mening under integraltegn, gir det nd mening & ta noe som vi pa Glgs-
haugen kaller Balchens foldingstriks (siden Jens Balchen var den kuleste fyren p& Glgshaugen og
Glgshaugen er verdens navle), men som resten av verden kaller variasjon av parametre. Dette er
ser rart ut, men funker bra. Siden x; = e %' er en homogen Igsning av i + ax = f, er

xr=cx, =ce ™

IDirac var ganske famzalt. Etter ham har vi en maleenhet for talestrgm:

en dirac = ett ord per time
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ogsa en homogen Igsning uansett hva c er, sa lenge c er en konstant. Men hm, hva om vi lar ¢ veere
en funksjon av ¢, og antar at det gar an 3 skrive

x, = c(t)e”*?

Det er lettere a forsta hvor denne ideen kommer fra nar man studerer systemer av differensiallikninger,
sa det skal vi komme tilbake til, men la oss nd teste ut hva som skjer. Dersom vi setter x, inn i

P
likningen, far vi
c(t)e st —c(t)ae * + ac(t)e = f(t)
eller
ét)e " = f(t)
om du vil. Vi kan n3 gange opp med e og integrere:
t
c(t) :/ f(s)e*® ds
0
slik at den endelige Igsningen blir
t
x(t) = xp,(t) + x,(t) = x(0)e " + e‘“t/ f(s)e® ds
0
¢
=z(0)e —i—/ f(s)e =) ds
0
Denne tror jeg ogsa vi tar pd eksamen.
And now...
;t—i—xzé(t—l) :i:~|—a::6(t—2) i‘+x:5(t—1)
z(0) =0 z(0) =0 z(0) =1

Andre ordens likninger og diracpuls mé vi vente med til neste uke. Da far vi laplaceomvending.

~
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UKENS ELEKTRO- OG REGULERINGSTEKNIKK

Man kan tegne RCL-filtre litt forskjellig. Balchen tegner noe slikt:

202 1H
+ +
(t) —__05F y(t)
eller kanskje noe slikt:
2Q) 1H
(t) —  y(t)
—___05F

men Lars liker best 3 tegne noe slikt:

2Q) 1H
I
— _ 0.5F

L

Uansett. La den ukjente vaere spenningen y fra kondensatoren til jord, bruk Kirchhoffs spen-
ningslov til 3 vise at
T+2c+2x=f

og plott x dersom spenningskilden f blir satt til 1V ved ¢ = 1 etter & ha statt av en lang stund.
(Jada jada jeg vet at komponentverdiene er helt urealistiske og at Lars liker spenningsdeling
bedre enn Kirchhoffs spenningslov og at elektroteknikere gjerne vil slippe a Igse differensiallik-
ninger og alt det der, men gjgr det allikevel.)

Prgv ogsd f(t) = e,

Her er til slutt noen varianter av kretsene over, men med litt mer reallistiske verdier pa komponentene.
Koble opp kretsene pa brgdbrettet, send inn forskjellige frekvenser, méal med et eller annet redskap
(finn en makker fra elsys eller g& pd OV og spgr om du ikke har), og sammenlikne med analytisk
Igsning.
0.13jz + 30004 + 200000z = et
0.1 4 20004 4 200000z = e

0.13 4+ 100000z = ¢t
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UKENS KJEMI

Fra Skogestads prosessteknikkbok: Les kap. 11.3 og gjgr oppgavene.

UKENS NOTTER

Her er en alternativ definisjon av diracpulsen. La "

1/k for0<s<k - 98

gi(s) =
0 ellers
— 91/4
Vi definerer — Y912
=1 > S
3(t) = lim g;.(t) ”

Man tenker som sagt pa diracpulsen som noe som plukker ut funksjonsverdier fra integraler.
Vis at

/ " F()8(x — 8) ds = fa).

Prav & Igse @(t) + 2i(t) + z(t) = 6(t) 2(0) = #(0) =0

Enhetssprangfunksjonen kalles ogsa heavisidefunksjonen etter Oliver Heaviside, som introdu-
serte den i elektroteknikken:
https://en.wikipedia.org/wiki/0liver_Heaviside
Det er ikke helt uvanlig at ingenigrer tenker pa diracpulsen som den deriverte til denne. Forklar.

| %(t)+22(t) + 22(t) = u(t—1) forekommer en dobbelderivert, s& det er jo naturlig 3 tenke at
en Igsning x bgr vaere to ganger kontinuerlig deriverbar, slik at man kan sjekke om den passer
i likningen. Er den det?




