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Oppgave 1 Vi beregner

ATA =
(

1 0
0 2

)

og

AAT =

 1 0 0
0 1 1
0 1 1


Siden ATA har egenverdier 1 og 2, har AAT egenverdier 1, 2 og 0. Siden ATA er
diagonal er standardbasisen for R2 egenvektorer, mens egenvektorene til AAT er1

0
0

 og

0
1
1

 og

 0
1

−1


slik at  1 0

0 1
0 1

 =

 0 1
1/

√
2 0

1/
√

2 0

( √
2 0

0 1

)(
0 1
1 0

)
.

Oppgave 2 Vi skriver først

ez =
∞∑

k=0

zn

n! = 1 + z + z2

2 + z3

3! + · · ·

slik at

ez

z
=

∞∑
k=0

zn−1

n! = 1
z

+ 1 + z

2 + z2

3! + · · ·

Singulariteten i origo er på innsiden av integrasjonkurven, og residyet er koeffisi-
enten til 1

z
, som er 1. Vi får ∫

Γ

ez

z
dz = 2πi.
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Oppgave 3 La oss begynne med å derivere xTAx. Her må man holde tungen
beint i munnen. Det er best å skrive

xTAx =

a11x1x1 + a12x1x2 + · · · + a1nx1xn

a21x2x1 + a12x2x2 + · · · + a2nx2xn

...
an1xnx1 + an2xnx2 + · · · + annxnxn

Den deriverte av denne er rekkevektoren (så lang at den må gå over flere linjer)

∇
(
xTAx

)
=

(2a11x1 + (a12 + a21)x2 + · · · + (a1n + an1)xn,

(a21 + a12)x1 + 2a22x2 + · · · + (a2n + an2)xn,

...
(an1 + a1n)x1 + (an2 + a2n)x2 + · · · + 2annxn)

= xT
(
A+ AT

)
= 2xTA

Dersom x er en søylevektor, får vi altså

∇V (x) = xTA− bT = (Ax − b)T

som har entydig nullpunkt i A−1b siden A er positivt definitt, og dermed er inver-
terbar siden ingen av egenverdiene kan være null. Hessematrisen blir bare A, og
siden denne er positivt definitt må det kritiske punktet være et minimumspunkt.

Oppgave 4 Divergensteoremet sier at∫
Ω

∇ · F =
∫

∂Ω
F · dS

Dersom F = ∇u, får vi ∫
Ω

∇ · ∇u =
∫

Ω
∆u

på den ene siden, og∫
∂Ω

∇u · dS =
∫

∂Ω
∇u · n dS =

∫
∂Ω

∂u

∂n
dS
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der n er enhetsnormalvektoren ut av ∂Ω. Divergensteoremet kan altså skrives slik:∫
Ω

∆u =
∫

∂Ω

∂u

∂n
dS

Divergensteoremet gir
0 =

∫
Ω

∆u =
∫

∂Ω

∂u

∂n
dS

som sier at dersom potensialet til et flytfelt er harmonisk, er utfluksen alltid null
ut av områder.

Oppgave 5 Her er Maxwells likninger

∇ · E = ρ

ϵ0

∇ × E = −∂B
∂t

∇ · B = 0

c2∇ × B = ∂E
∂t

+ J
ϵ0

a) Tomt rom betyr at ρ = 0 og at J = 0, slik at vi får

∇ · E = 0

∇ × E = −∂B
∂t

∇ · B = 0

c2∇ × B = ∂E
∂t

Tidsinvarians betyr at ingenting endres med tiden, og da er alle tidsderiverte
null, slik at vi får

∇ · E = 0
∇ × E = 0

∇ · B = 0
c2∇ × B = 0

Likningen ∇ × E = 0 impliserer at E er gradienten til et skalarfelt:

E = −∇ϕ

Vi setter dette inn i den første likningen over, og får

−∇ · ∇ϕ = 0

slik at ϕ er harmonisk:

∆ϕ = 0



Side 4 av 6TMA4121 Matematikk 4 for MTELSYS, MTTK og MTKJ - 06.08.2024

b) Vi putter E(x, t) = E0e
i(k·x−ct) og B(x, t) = B0e

i(k·x−ct) inn i likningene, og
får

k · E0 = 0
k × E0 = cB0

k · B0 = 0
c2k × B0 = −cE0

Den første og den tredje likningen sier nå at E0 og B0 står normalt på k,
mens andre og fjerde likning sier begge at E0 og B0 og er ortogonale på
hverandre.

Oppgave 6 Rotasjonen til F er

∇ × F =


∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2


og tar vi dobbelrotasjonen, får vi

∇ × ∇ × F =


∂

∂x2

(
∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2

)
− ∂

∂x3

(
∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

)
∂

∂x3

(
∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

)
− ∂

∂x1

(
∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2

)
∂

∂x1

(
∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

)
− ∂

∂x2

(
∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

)


=


∂

∂x2

(
∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2

)
− ∂

∂x3

(
∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

)
∂

∂x3

(
∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

)
− ∂

∂x1

(
∂F2
∂x1

− ∂F1
∂x2

)
∂

∂x1

(
∂F1
∂x3

− ∂F3
∂x1

)
− ∂

∂x2

(
∂F3
∂x2

− ∂F2
∂x3

)
+


∂2F1
∂x2

1
∂2F2
∂x2

2
∂2F3
∂x2

3

−


∂2F1
∂x2

1
∂2F2
∂x2

2
∂2F3
∂x2

3



=


∂

∂x1

(
∂F1
∂x1

+ ∂F2
∂x2

+ ∂F3
∂x3

)
∂

∂x2

(
∂F1
∂x1

+ ∂F2
∂x2

+ ∂F3
∂x3

)
∂

∂x3

(
∂F1
∂x1

+ ∂F2
∂x2

+ ∂F3
∂x3

)
−


∂2F1
∂x2

1
+ ∂2F1

∂x2
2

+ ∂2F1
∂x2

3
∂2F2
∂x2

1
+ ∂2F2

∂x2
2

+ ∂2F2
∂x2

3
∂2F3
∂x2

1
+ ∂2F3

∂x2
2

+ ∂2F3
∂x2

3


= ∇ (∇ · F) − ∆F
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Oppgave 7 Vi ganger likningen

x =
∑

k

αkpk.

med pT
l A fra venstre og får

pT
l Ax =

∑
k

αkpT
l Apk = αkpT

l Apk

og bruker at Ax = b, slik at

αk = pT
k b

pT
kApk

= (pk,b)
(pk,pk)A

.

Oppgave 8 Vi vet at

u(x, t) = ϕ(x− ct) + ψ(x+ ct)

passer i bølgelikningen. Dersom man bruker

u(x, 0) = f(x)

får man
ϕ(x) + ψ(x) = f(x)

og dersom man bruker
ut(x, 0) = g(x),

får man
cϕ′(x) − cψ′(x) = g(x),

eller
ϕ(x) − ψ(x) = 1

c

∫ x

g(t) dt+ C

Vi har nå et lineært 2×2-likningssystem for ϕ og ψ. Legger vi likningene sammen,
får vi

2ϕ(x) = f(x) + 1
c

∫ x

g(t) dt+ C

og trekker vi dem fra hverandre, får vi får vi

2ψ(x) = f(x) − 1
c

∫ x

g(t) dt− C
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Vi setter nå alt sammen igjen:

u(x, t) =ϕ(x+ ct) + ψ(x− ct)

=1
2 (f(x+ ct) + f(x− ct)) + 1

2c

(∫ x+ct

g(t) dt−
∫ x−ct

g(t) dt
)

=1
2 (f(x+ ct) + f(x− ct)) + 1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(t) dt,

Merk at fra nest siste til siste linje spiller ikke nedre integrasjonsgrense noen rolle,
det er derfor den er utelatt.


