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Oppgave 1 Vi beregner
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Siden AT A har egenverdier 1 og 2, har AAT egenverdier 1, 2 og 0. Siden AT A er
diagonal er standardbasisen for R? egenvektorer, mens egenvektorene til AA” er

1 0 0

0 og 1 og 1

0 1 —1
slik at

10 0 1

01]|=]1/vV2 0 <\(/)§ ?)(? é)

0 1 1/v/2 0

Oppgave 2 Vi skriver fgrst

0o .n 2 3

z z¢ oz
Z: 7:1 — —_— DY
e ;;)”! LR T
slik at
e? oozn—l 1 > 22
—=) =l
z = z 2 3

Singulariteten i origo er pa innsiden av integrasjonkurven, og residyet er koeffisi-
enten til i, som er 1. Vi far
62
/ — dz = 2mi.
r z
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Oppgave 3 La oss begynne med & derivere x? Ax. Her m& man holde tungen
beint i munnen. Det er best & skrive

a11T1T1 + 122122 + - - - + A1, 21Ty

. Q21T2T1 + A12X2T2 + -+ - + A2 T2y,
x Ax =

Ap1TpT1 + Ap2ZpT2 + ** + AppTpTy
Den deriverte av denne er rekkevektoren (sa lang at den ma ga over flere linjer)

(2&111‘1 + (a12 + azl) To + -+ (aln + anl) Ty,

( T ) (a9 + a12) 1 + 2a90x9 + -+ + (agn + an2) Tn,
V(x"Ax) =

(@n1 + a1n) T1 + (a2 + a20) T2 + - - - + 2a05,20)
=xT (A + AT>
=2xTA
Dersom x er en sgylevektor, far vi altsa
VV(x)=x"A—-b" = (Ax —b)"

som har entydig nullpunkt i A='b siden A er positivt definitt, og dermed er inver-
terbar siden ingen av egenverdiene kan veere null. Hessematrisen blir bare A, og
siden denne er positivt definitt ma det kritiske punktet veere et minimumspunkt.

Oppgave 4 Divergensteoremet sier at
[v-F=[ F.ds
Q a0

Dersom F' = Vu, far vi

/Qv-vu=/QAu

pa den ene siden, og

/Vu~dS:/ vu-nds— [ 2%as
oQ o0 a0 On
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der n er enhetsnormalvektoren ut av 0€2. Divergensteoremet kan altsa skrives slik:

/"Au—:éggﬁds

Uj/Au—AQEfﬁ

som sier at dersom potensialet til et flytfelt er harmonisk, er utfluksen alltid null
ut av omrader.

Divergensteoremet gir

Oppgave 5 Her er Maxwells likninger
P

€o
OB _8E i
VXE——E A’V x B 6t+

a) Tomt rom betyr at p =0 og at J = 0, slik at vi far

V-E=0 V-B=0
OB ) OE
VXE——E CVXB—E

Tidsinvarians betyr at ingenting endres med tiden, og da er alle tidsderiverte
null, slik at vi far

V : E - O V . B = O
VxE=0 AV xB=0
Likningen V x E = 0 impliserer at E er gradienten til et skalarfelt:

E=-V¢
Vi setter dette inn i den fgrste likningen over, og far
—V-Vop=0
slik at ¢ er harmonisk:

A¢p =0
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b) Vi putter E(x,t) = Ege!**=) og B(x,t) = Boe'®*~) inn i likningene, og

far
kEOZO
kXEOZCBO
k-By=0

02k X B() = —CEO

Den fgrste og den tredje likningen sier na at Eg og By star normalt pa k,
mens andre og fjerde likning sier begge at Ey og By og er ortogonale pa
hverandre.

Oppgave 6 Rotasjonen til F er

OF3  0F,
Oxo Oxs
OF1 _ 0F3
v X F == 8:703 8x1
OFy _ 0F:
o1 0o

og tar vi dobbelrotasjonen, far vi

0 (0Fy _OF1\ _ 0 (O0F _ OF;
8902 8901 Bxg 8:)33 8:)33 8:)31
_| o (om _om\ _ o (om _ om
VXVXF = Ox3 (81}2 8;1:3) oz (8x1 8x2)
0 (0Fy _ 9F3\ _ 0 (0Fs _ 9F,
Xr1 8x3 8x1 8:)32 8:)32 8:)33
9 (OFy, _ OFL\ _ 08 (0FL _ OF; 9’ 9’k
Oz \ 0x1 Oz Oxs \ Oz oz Bx% O,Tf
| o (om _om) _ o (o _om\ | 4| ZE | _ | 2
- Ozx3 \ Oxo Oz3 Oz, \ Ox1 Ozo 81’% 0:r§
0 (0Fy _ 0F3) _ 0 (0F3 _ 0F 0% Fs 92 F3
ox1 Oxs ox1 Oxo Oxo oxs axg ()Ié
9 (9F 4 OFy | OF3 ’Fy | 0PF | PR
oz <8$1 + Oza + 83)3) 03«? + 02?% + 855%
2 2 2
_| o (om0 | omy PE, | 0°F, | 0,
- Oxo (811 + Oxo + 613) ox? + 01“3 + 61%
2 2 2
0 (0F | 0F | OFy O°b | O°hs | O°L
Ox3 <8J:1 + Oxo + 8&03) da; 8:’5% 0:17%
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Oppgave 7 Vi ganger likningen
X = Z APk
k

med p; A fra venstre og far

p; Ax =Y a;p; Apr = ai.p] Aps,
k

og bruker at Ax = b, slik at

pib _ (pwb)
P{Apk (pk; pk)A

ap =

Oppgave 8 Vi vet at
u(z,t) = ¢p(x — ct) + P(z + ct)
passer i bglgelikningen. Dersom man bruker

u(z,0) = f(x)

far man
o(z) +(x) = f(z)

og dersom man bruker

ue(x,0) = g(x),
far man

cd'(z) — cf'(z) = g(x),

eller

b(z) — (z) = i/xg(t) it 4 C

Vi har na et linesert 2 x 2-likningssystem for ¢ og 1. Legger vi likningene sammen,
far vi

26(x) = f(x) + i/xg(t) it + C

og trekker vi dem fra hverandre, far vi far vi
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Vi setter na alt sammen igjen:
u(z,t) =¢(x + ct) + (x — ct)
— e+ fw—a)+o ([T a— [ g0 ae)
2 20 g g

_; (Flx+ct) + flz — o)) + — /:“tg(t) dt,

C —ct

Merk at fra nest siste til siste linje spiller ikke nedre integrasjonsgrense noen rolle,
det er derfor den er utelatt.



