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Oppgave 1 Planet som går gjennom (1, 0, 0), (0, 1, 0) og (0, 0, 2) er x3 =
2(1 − x1 − x2), og dette skjærer x1x2-planet i linjen x2 = 1 − x1. Vi beregner

∫ 1

0

∫ 1−x1

0

∫ 2(1−x1−x2)

0
2 − x3 dx3dx2dx1 = 1

2 .

Oppgave 2

a) Her er det enklest å bruke Stokes’ teorem. Siden Σ er grafen til et skalarfelt
av to variable blir parametriseringen

h(x) =

 x1
x2

x2
1 − x2

2 + 1


med oppovernormalvektor

en = ∂h

∂x1
× ∂h

∂x2
=

 1
0

2x1

×

 0
1

−2x2

 =

−2x1
2x2
1


slik at fluksen blir

∫
Σ

∇ × g · dS =
∫

D
(0, 0, 2)

−2x1
2x2
1

 dS = 2π.

b) Siden ∇ · g = 2 gir divergensteoremet
∫

∂Ω
g · dS =

∫
Ω

∇ · g = 2
∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ s2 cos(2θ)+1

0
s dzdθds = 2π.

Siden f er harmonisk og D er en sirkelskive med radius 1 er det trivielt å
beregne volumet til Ω slik:

πf(0) = π.

Oppgave 3 La y = (1, 1, 1)T /
√

3 og

S(y) = 1√
3

 0 −1 1
1 0 −1

−1 1 0

 .
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og θ = π/3. Rodrigues formel gir

eθS(y) =I + S(y) sin θ + S2(y)((1 − cos θ))

=1
3

 2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2

 .

Med θ = −π/3 får du den transponerte av denne, som også er fullgodt svar -
oppgaven er spesifiserer ikke rotasjonsretning.

Oppgave 4 Det elektriske feltet fra en punktladning q plassert i origo er

E(x) = q

4πε0

x

|x|3
,

og jacobimatrisen er

∇E(x) = q

4πε0



1
|x|3

− 3 x2
1

|x|5
−3x1x2

|x|5
−3x1x3

|x|5

−3x2x1

|x|5
1

|x|3
− 3 x2

2
|x|5

−3x2x3

|x|5

−3x3x1

|x|5
−3x3x2

|x|5
1

|x|3
− 3 x2

3
|x|5


.

Dersom x 6= 0, er

∇ · E = q

4πε0
∇ ·

(
x

|x|3

)

= q

4πε0

3∑
k=1

∂

∂xk

xk

|x|3

= q

4πε0

3∑
k=1

(
1

|x|3
− 3 x2

k

|x|5

)

= q

4πε0

(
3

|x|3
− 3

|x|3

)
= 0
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og

∇ × E = q

4πε0
∇ ×

(
x

|x|3

)

= q

4πε0



−3x3x2

|x|5
+ 3x3x2

|x|5

−3x1x3

|x|5
+ 3x1x3

|x|5

−3x1x2

|x|5
+ 3x1x2

|x|5

 =

0
0
0

 .

Oppgave 5 Vi skriver

∂xk
= ∂

∂xk

for partiellderivert og

∂x = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3)

for liggende gradient. La y = Ax der A ∈ R3×3, og la v(x) = u(Ax) = u(y), slik at

v′(x) = u′(Ax)A.

Skrevet opp kun med operatornotasjon blir dette

∂x = ∂yA,

og transponerer vi, får vi

∇x = AT ∇y.

Laplaceoperatoren er

∆x = ∂x∇x,

og setter vi inn kjerneregelen, får vi

∆x = ∂yAAT ∇y.

Dersom AAT = AT A = I, får vi

∆x = ∂y∇y = ∆y,

så disse operatorene gir samme resultat etter rotasjon av koordinater.
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Oppgave 6 La
a = res

z=z0
f(z).

Dersom
f(z) = a

z − z0
+

∞∑
n=0

fn(z0)
n! (z − z0)n

ser vi at

lim
z→z0

(z − z0)f(z) = lim
z→z0

(
a +

∞∑
n=0

fn(z0)
n! (z − z0)n+1

)
= a.

Oppgave 7 Vi deriverer den første likningen og får

∂

∂t
∇ · E = 1

ε0

∂ρ

∂t

og tar divergensen til den siste likningen og får

0 = ∇ · ∂E

∂t
+ 1

ε0
∇ · J.

Hvis vi antar at det er greit å bytte rekkefølge på tidsderivert og divergens, kan vi
sette den første likningen inn i den siste og se at

ρ̇ + ∇ · J = 0.

Oppgave 8 ρ(x, t) = e−(x−t)2/2.

Oppgave 9 La enk være komponent k i enhetsutnormalvektoren en til Ω. For
vektorfeltet

f = uek

blir divergensteoremet∫
Ω

∂u

∂xk

=
∫

Ω
∇ · f =

∫
∂Ω

f · en dS =
∫

∂Ω
(uek) · en dS =

∫
∂Ω

uenk dS.


