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Oppgave 1

a) Vi beregner

∂f1

∂x1
+ ∂f2

∂x2
+ ∂f3

∂x3
= 0 + 0 + 0 = 0

og

∇ × f =
(
∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3

)
e1 +

(
∂f1

∂x3
− ∂f3

∂x1

)
e2 +

(
∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2

)
e3

=e1 + e2 + e3.

b) Vi må ha g slik at ∇ × g = f . Dette gir likningene

∂g3

∂x2
− ∂g2

∂x3
= x3

∂g1

∂x3
− ∂g3

∂x1
= x1

∂g2

∂x1
− ∂g1

∂x2
= x2

og vi ser lett at for eksempel g(x) = −1
2 (x2

2, x
2
3, x

2
1) gjør susen, siden ∇·g = 0.

Oppgave 2 Hvis vi evaluerer løsningen ρ på de karakteristiske kurvene får vi

d

dt
ρ(x(t), t) = d

dt
ρ(x0 + vt, t) = ρ̇(x0 + vt, t) + v · ∇ρ(x0 + vt, t) = f(x0 + vt, t)

og hvis vi integrerer denne likningen fra 0 til t, får vi

ρ(x(t), t) − ρ(x(0), 0) =
∫ t

0
f(x(s), s) ds =

∫ t

0
f(x0 + vs, s) ds

slik at

ρ(x, t) = g(x− vt) +
∫ t

0
f(x0 + vs, s) ds.

Men x0 = x− vt, så vi kan skrive dette enda penere slik:

ρ(x, t) = g(x− vt) +
∫ t

0
f(x+ v(s− t), s) ds
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Oppgave 3 Maxwells likninger på differensialform er:

∇ · E = ρ

ε0

∇ ·B = 0

∇ × E = −∂B

∂t

c2∇ ×B = J

ε0
+ ∂E

∂t

a) Vi deriverer den første likningen og får
∂

∂t
∇ · E = 1

ε0

∂ρ

∂t

og tar divergensen til den siste likningen og får

0 = ∇ · ∂E
∂t

+ 1
ε0

∇ · J.

Hvis vi antar at det er greit å bytte rekkefølge på tidsderivert og divergens,
kan vi sette den første likningen inn i den siste og se at

ρ̇+ ∇ · J = 0.

b) De to første kan vi trippelintegrere over området Ω ∈ R3∫∫∫
Ω

∇ · E dx =
ε0

∫∫∫
Ω
ρ dx

∫∫∫
Ω

∇ ·B dx = 0

og massere med divergensteoremet på venstre side:∫∫
∂Ω
E · dS =

ε0

∫∫∫
Ω
ρ dx

∫∫
∂Ω
B · dS = 0

De to siste kan vi fluksintegrere over flaten Σ ∈ R3∫∫
Σ

(∇ × E) · dS = − d

dt

∫∫
Σ
B · dS

∫∫
Σ

(∇ ×B) · dS = 1
ε0

∫∫
Σ
J · dS + d

dt

∫∫
Σ
E · dS
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og massere med Stokes’ teorem på venstre side:∫
∂Σ
E · ds = − d

dt

∫∫
Σ
B · dS

c2
∫

∂Σ
B · ds = 1

ε0

∫∫
Σ
J · dS + d

dt

∫∫
Σ
E · dS

Oppgave 4 Vi splitter opp først:∫
Γ

sin z
z − 1/2 + sin

(1
z

)
dz =

∫
Γ

sin z
z − 1/2 dz +

∫
Γ

sin
(1
z

)
dz

Den første tar vi med cauchys integralformel med f(z) = sin z og z0 = 1/2 og får∫
Γ

sin z
z − 1/2 dz = 2πi sin

(1
2

)

og den andre kan vi bare rekkeutvikle om z0 = 0 og hente ut koeffisienten til 1/z,
som er 1. Alt i alt får vi∫

Γ

sin z
z

+ sin
(

1
z − 1/2

)
dz =

∫
Γ

sin z
z

dz +
∫

Γ
sin

(
1

z − 1/2

)
dz

=2πi cos
(1

2

)
+ 2πi = 2πi

(
sin

(1
2

)
+ 1

)
.

Oppgave 5 Vi beregner først

K2 =


1 0 0 0
0 v1v1 v2v1 v3v1
0 v1v2 v2v2 v3v2
0 v1v3 v2v3 v3v3

 =
(

1 0
0 vvT

)

og

K3 =


0 v1 v2 v3
v1 0 0 0
v2 0 0 0
v3 0 0 0

 = K
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slik at K4 = K2 og K5 = K3 og så videre. Dette gjør det enkelt å summere opp:

eλK =
∞∑

n=0

λnKn

n!

=I +K
∞∑

n=0

λ2n+1

(2n+ 1)! +K2
∞∑

n=1

λ2n

(2n)!

=I +K sinh(λ) +K2(cosh(λ) − 1)

Oppgave 6

a) Divergensteoremet sier at ∫
Ω

∇ · f =
∫

∂Ω
f · dS

Dersom f = ∇u, får vi ∫
Ω

∇ · ∇u =
∫

Ω
∆u

på den ene siden, og ∫
∂Ω

∇u · dS

på den andre siden. Divergensteoremet for skalarfelt lyder altså slik:∫
Ω

∆u =
∫

∂Ω
∇u · dS

b) Divergensteoremet for skalarfelt gir∫
∂Ω

∇u · dS =
∫

Ω
∆u = 0.

Oppgave 7 Vi antar

ψ(x) = R(r)Y (θ, ϕ).

slik at den tidsuavhengige schrödingerlikningen blir

− ~2

2m

(
1
r2

∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+ 1
r2 sin2 ϕ

(
∂2ψ

∂θ2

)
+ 1
r2 sinϕ

∂

∂ϕ

(
sinϕ∂ψ

∂ϕ

))
− q2

4πε0r
ψ = Eψ.
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Hvis vi nå ganger med r2, får vi

− ~2

2m

(
∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+ 1

sin2 ϕ

(
∂2ψ

∂θ2

)
+ 1

sinϕ
∂

∂ϕ

(
sinϕ∂ψ

∂ϕ

))
− q2r

4πε0
ψ = Er2ψ.

og setter alle r-tingene på dene ene siden, får vi

~2

2m
∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+ q2r

4πε0
ψ + Er2ψ = − ~2

2m

(
1

sin2 ϕ

(
∂2ψ

∂θ2

)
+ 1

sinϕ
∂

∂ϕ

(
sinϕ∂ψ

∂ϕ

))

Hvis vi nå setter inn ψ(x) = R(r)Y (θ, ϕ), får vi

Y (θ, ϕ) ~
2

2m
d

dr

(
r2R′(r)

)
+ q2r

4πε0
R(r)Y (θ, ϕ) + Er2R(r)Y (θ, ϕ)

= −R(r) ~
2

2m

(
1

sin2 ϕ

(
∂2Y (θ, ϕ)

∂θ2

)
+ 1

sinϕ
∂

∂ϕ

(
sinϕ∂Y (θ, ϕ)

∂ϕ

))

og deler vi likningen på R(r)Y (θ, ϕ) får vi

1
R(r)

~2

2m
d

dr

(
r2R′(r)

)
+ q2r

4πε0
+ Er2

= − 1
Y (θ, ϕ)

~2

2m

(
1

sin2 ϕ

(
∂2Y (θ, ϕ)

∂θ2

)
+ 1

sinϕ
∂

∂ϕ

(
sinϕ∂Y (θ, ϕ)

∂ϕ

))
.

Siden den ene siden nå kun avhenger av radien og den andre kun av vinklene, må
begge sider være konstante, og vi får de to likningene

γ = 1
R(r)

~2

2m
d

dr

(
r2R′(r)

)
+ q2r

4πε0
+ Er2

og

γ = − 1
Y (θ, ϕ)

~2

2m

(
1

sin2 ϕ

(
∂2Y (θ, ϕ)

∂θ2

)
+ 1

sinϕ
∂

∂ϕ

(
sinϕ∂Y (θ, ϕ)

∂ϕ

))
.


