ANVENDELSER

Her er er en samling med fysiske anvendelser jeg har brukt i forbindelse med ordinare differensiallik-
ninger, organisert etter matematisk modell.

1 Eksponensiell avslapning: = + \x = \f
Den enkleste likningen er
z(t)+Ax(t) =0 z(0) = x,

med Igsning x(t) = xoe M. Stgrrelsen 1/ kalles tidskonstanten. Med en kilde f p3 hgyresiden blir
likningen

T(t) + Ax(t) = Af(t),
og integrerende faktor e gir

t
z(t) = rge M + )x/ e AE=9) f(s) ds.
0

Tabellen viser fysiske systemer som leder til denne likningen.

System Ukjent A

Radioaktiv nedbrytning, C-14  antall kjerner N (t) desintegrasjonskonstanten
Trykk i en gassgyle trykket p(h) mg/Tk

Bakterier som deler seg antall bakterier x(t) —vekstraten

Ammonitt bredden b(6) pa kamrene —vekstraten per radian
Newtons avkjglingslov temperaturen T'(t) e

RC-krets spenningen x(t) over kondensatoren 1/RC

RL-krets strgmmen () R/L

@lboks med hull vannstanden h(t) tilpasses maledata

Lys i absorberende medium intensiteten I(z) no

Radioaktiv nedbrytning

Hver kjerne har samme sannsynlighet per tidsenhet for & desintegrere, s antall desintegrasjoner per
tidsenhet er proporsjonalt med antall kjerner som er igjen:

N(t) = —AN(2).

Her kalles )\ desintegrasjonskonstanten eller nedbrytningskonstanten. Karbondatering er en god
inngang.! C-14 har halveringstid p& omtrent 5700 ar, og forholdet mellom C-14 og C-12 i en dgd
organisme gir alderen. Maler vi t i &r, er A = (In2) /5700, og Igsningen er

La oss finne ut omtrent nar et dyr avgikk med dgden dersom liket inneholder en tiendedel av min C-
14-konsentrasjon. (Jeg lever ennd.) N3 er det irrelevant hva N, er, s3 lenge vi finner det tidspunktet
der N(t) er nede i en tiendedel av IV, som gir likningen

1 In10

— = 9~t/5700 eller DYRETS D@D =t = 5700 ——.
10 In 2

https://en.wikipedia.org/wiki/Radiocarbon_dating
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Dyret dgde altsé for om lag 19000 &r siden. Dette er omtrentlig, for C-14-konsentrasjonen var ikke
den samme da som na, og forskere krangler ennd om hva det ngyaktige C-14-innholdet i atmosfaeren
har vaert de siste 50000 arene. C-14 dannes nér ngytroner fra kosmisk straling kraesjer med N-14-
isotoper hgyt oppe i troposfaeren, men et par atombombesprengninger (som produserer mye C-14) og
massevis av CO, fra fossilt brennstoff (som produserer mye C-12) har gjort alt litt komplisert.

Tritium? har halveringstid p& 12 3r og 3 maneder. Dersom ¢ males i &r, skal mengden tritium halveres
hver gang det har gatt 12.25 ar, sd desintegrasjonskonstanten A til tritium ma tilfredsstille

} _ —12.25)

5 =€
som gir A = (In2) /12.25 ~ 0.057.

Trykket i en gassgyle

Her er den uavhengige variabelen hgyden h og ikke tiden. La oss finne ut hvordan trykket varierer
med hgyden i en hgy og tynn sylinder dersom den er fylt av en ideell gass.3 Jeg skal bruke den ideelle
gasslov?

pV = NTk.

Hvis vi antar at trykkforskjellen mellom h og h + dh kun skyldes vekten av gassen mellom disse to
hgydene, kan vi skrive (trykket er hgyere ved h enn ved h + dh)

N
p(h) — p(h + dh) = % dh

der N er antall gassmolekyler mellom h og h + dh, m er massen til hvert molekyl, og g er tyngdeak-
selerasjonen. Jeg har ogsa brukt at arealet av tverrsnittet kan skrives V' /dh, der Ver volumet mellom
h og h + dh. La oss na bruke den ideelle gasslov, som gir N/V = p/Tk, og dele pa dh:

p(h+dh) —p(h) _ mgp
dh Tk

Dersom vi lar dh — 0 og antar at T er konstant, far vi differensiallik-
ningen

P (h) ==l p(h).

Likningen er den samme som for radioaktiv nedbrytning, med mg/Tk i rollen til A og h i rollen til ¢,
sé trykket som funksjon av hgyden er

p(h) = pye "
der py er trykket i bunnen av sylinderen. Lgsningen kalles den barometriske hgydeformelen. Bruker
vi den som modell for trykket i atmosfaeren, der h er hgyden over havet og p, er trykket ved

havoverflaten, er lengden T'k/mg omtrent atte kilometer for luft. Denne modellen er ikke s& god,
blant annet fordi temperaturen i atmosfaeren ikke er konstant.®

2https://en.wikipedia.org/wiki/Isotopes_of_hydrogen
3https://en.wikipedia.org/wiki/Ideal_gas_law

4Jeg skriver NTk i stedet for NkT. Det er lettere & huske siden det rimer p3 “NTH".
Shttps://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_40.html
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Bakterier som deler seg

Med motsatt fortegn pd A far vi vekst i stedet for avslapning. Prokaryoter og mange typer sopp
(for eksempel glgjeer) deler seg ved sakalt avsngring; dette betyr at de kloner seg selv fra tid til
annen.® E. coli deler seg for eksempel omtrent hvert tjuende minutt ved var kroppstemperatur 310
K. La z(t) veere antall bakterier ved tiden ¢. Dersom bakteriene alltid deler seg i to etter det samme
tidsintervallet, er endringen @(t) proporsjonal med antall bakterier x(¢):

z(t) = Ax(t) z(0) = x,
| biologi kalles A vekstraten. Dersom ¢ méles i 20-minutters inkrementer, blir A = 1n 2, slik at
x(t) = zoet = zoe™2t = g2t

Dersom ¢ males i sekunder,” skal antall bakterier dobles hver gang det har gitt 1200 sekunder. Vi
kan egentlig gjgre det enkelt og si at det skal dobles fra t = 0 til ¢ = 1200:

9 — 1200

som gir A = (In2) /1200. Bildene er skjermdumper fra en film av en koloni som vokser.®

Ammonitten

Bildet til hgyre viser en ammonitt. La b(f) vaere bredden
pa kamrene som funksjon av vinkelen 6. Dersom skallet be-
holder formen mens det vokser, er endringsraten til bredden
proporsjonal med bredden:

b () = \b(0) s b(6) = bye?.

Pa bildet blir kamrene omtrent dobbelt s& brede for hver
omdreining, sd A ~ In(2)/27 ~ 0.11.

Newtons avkjglingslov

Dette er oppgave 6 fra eksamen i SIF5003 Matematikk 1, 8. desember 1999, den gangen det var lov
3 lage artige eksamensoppgaver:®

Nar strgmmen gér klokken 00.00 den 1. januar ar 2000, sitter Kjell Magne pa sitt kontor
som da holder temperaturen 19.0°C. Fra dette tidspunkt avtar temperaturen pa kontoret
i samsvar med Newtons avkjglingslov: Temperaturendringen pr. tidsenhet er proporsjonal
med differansen mellom inne- og utetemperatur. Utetemperaturen denne rekordkalde
natten er —36.9°C. Klokken 01.00 er temperaturen pé kontoret falt til 10.8°C.

Shttps://snl.no/celledeling

"Sl-enheter har en viss forrang over andre enheter; en gang krasjet visst en ubemannet marssonde fordi en gjeng
med amerikanere hadde skrevet noe software der det var brukt fot og pund i stedet for meter og kilogram.

Shttps://www.youtube.com/watch?v=gEwzDydciWc

https://wiki.math.ntnu.no/_media/tma4100/eksamen/sif5003_1999-12-08.pdf
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Pa Kjell Magnes bord star et glass med vann. Hva er klokken ndr vannet i glasset begynner
a fryse?

La T'(t) veere temperaturen pa kontoret ¢ timer etter at strgmmen gikk, la T{, vaere temperaturen
ved ¢ = 0, og la T}; veere utetemperaturen. Newtons avkjglingslov er en litt grov, men ganske nyttig
modell som sier at temperaturendringen 1'(t) er proporsjonal med temperaturforskjellen mellom ute
og inne:

T@) =a(Ty —T()) 7(0) = Tj

Proporsjonalitetskonstanten o > 0 inneholder all informasjon om hvor fort varmen lekker ut gjennom
veggene, og varmekapasiteten til kontoret og sé videre. Vi organiserer likningen slik

T(t)+ oI (t) = ady,
som er likningen i innledningen med 2 =T, A = o og f = Ty;, og ganger med e pa begge sider av
likhetstegnet:
T (t) + et T(t) = aTyet.

Venstresiden er nd ngyaktig det vi far ndr vi deriverer e*'T'(t) med produktregelen, s& likningen kan
skrives

d
T (eT(t)) = aTye™.
N3& integrerer vi begge sider og far

e T(t) = Tye® + ¢
der c er en vilkarlig konstant. Ganger vi med e ! p3 begge sider, star T'(t) alene:
T(t) =Ty + ce .
Initialkravet 7'(0) = T, gir Tj, = Ty + ¢, altsd ¢ = Ty — Ty, og vi sitter igjen med
T(t) =Ty + (Ty —Ty) e .

Nar t gar mot uendelig, gar T'(t) mot Ty, sa kontoret ender til slutt opp like kaldt som ute. Lgs-
ningsteknikken kalles integrerende faktor, men det er et litt misvisende navn, for penn-og-papir-
Igsningsteknikker for differensiallikninger bestar stort sett i & gange likningen med et eller annet og
integrere. Dette prinsippet er enkelt & forstd, men det tar en del trening & trene opp et gye for hva
man skal gange med for & klare 3 integrere. Med T, = 19.0 og 1;; = —36.9 er

T(t) = —36.9 + 55.9¢",

og siden T'(1) = 10.8, er 55.9¢™* = 47.7, altsd a = In(55.9/47.7) ~ 0.159 per time. Vannet
begynner & fryse nar T'(t) = 0, alts& ndr 55.9¢~*' = 36.9, som gir

_ In(55.9/36.9)

=— 1~ 7 ~ 262
In(55.9/47.7)

Klokken er da omtrent 02.37.

Jeg har brukt Newtons avkjglingslov med hell et par ganger nar jeg skulle brygge @l og ikke hadde
spiralkjgler. Vgrteren ma kjgles fra 373 til 298 K (da skal gjeeren oppi), og dette tar noen timer.
Dersom du maler temperaturen pa minst to forskjellige tidspunkt, kan du estimere a og s& gjgre et
anslag pa nar temperaturen er riktig. Dette er gunstig, for da kan man gjgre noe annet i mellomtiden.
Figuren viser malte temperaturer i et kar med vann som star til avkjgling, sammen med Igsningen av
likningen for én verdi av «. Den beste verdien kan estimeres med minste kvadraters metode.
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RC- og RL-kretsen

N3 tar vi en helt annen modell som leder til ngyaktig samme differensiallikning. En elektrisk krets er
satt sammen av elementer der det er en fast sammenheng mellom strgmmen i(t) gjennom elemen-
tet og spenningen v(t) over det. De tre linezre elementene er motstanden, spolen og kondensato-
ren:

C
VRS
o B o T
motstand spole kondensator

v=Ri v=1Li i=Cv

Kirchhoffs spenningslov sier at spenningene rundt en lukket slgyfe summerer til null. En motstand og
en kondensator i serie med en spenningskilde f(¢) kalles en RC-krets, og med en spole i stedet for
kondensatoren fér vi en RL-krets:

R i(t) R

f(t) ——C a(t) ft) L

| RC-kretsen gér samme strgm ¢ = C'x gjennom motstanden og kondensatoren, der = er spenningen
over kondensatoren. Kirchhoffs spenningslov gir f = Ri + «x, altsa

: 1 1
x(t) + ﬁx(t) = —f(1).

| RL-kretsen gir samme lov f = Ri + Li, altsa

1
i(0) + Jilt) = 7 )
La oss fgrst skru av kilden og sette f = 0 i RC-kretsen:
) 1
z(t) + @Iﬂ(t) =0 z(0) =z,

med Igsning 2(t) = x,e "%, Nar t gar mot uendelig, gar x(t) mot null, s3 med kilden skrudd av
lades kondensatoren ut gjennom motstanden. Er kilden i stedet et nivolts batteri som kobles til ved
t = 0, lades kondensatoren opp mot ni volt med tidskonstanten RC.
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Tidskonstanten
Med en konstant kilde A\f = [ er ett og

samme initialverdiproblem /\ X
Bt ) =8 x(0) =z, (S/A

med |gsning

ﬂ) At ﬁ u
t)= (-5 e
x(t) (330 y )¢ + \ X ‘
0 | \
en modell for s3 mange forskjellige ting at | ;1? > t
det er galskap a bli ingenigr uten & lzere seg "’

det. Til hgyre er et generisk plot.

Siden 1/e ~ 0.36787944117, ser vi at ved t = 1/, alts3 etter én tidskonstant,' har x nddd om
lag 63 prosent av veien fra z til §/\. Dette initialverdiproblemet er forresten et eksempel pa et
lineaert tidsinvariant system,'! og hvis du sier til en gammel ingenigr at du har et LTl-system med
tidskonstant sann og sann, vil figuren over umiddelbart dukke opp pad vedkommendes hjernebark.
Kontoret til Kjell Magne har tidskonstant 1/« & 6.3 timer, RC-kretsen har tidskonstant RC' og
RL-kretsen L/R. For radioaktiv nedbrytning er tidskonstanten 1/, altsé halveringstiden delt p& In 2:
omtrent 8200 ar for C-14 og 17.7 &r for tritium. | trykkmodellen er det hgyden som spiller rollen til
tiden, s der er tidskonstanten en hgyde, nemlig T'k/mg, som er omtrent 8 kilometer for luft.

Lavpassfilteret

RC-kretsen kalles et lavpassfilter ndr spenningen over kondensatoren brukes som utsignal. Med kilden
skrudd pa gir integrerende faktor

1 /t
EoYa, f(s)eS/RC d87
RC o

og Igser vi for z(t), far vi spenningen over kondensatoren:

et/ BCy(t) — xy =

1 t
l’(t) = xoeit/RC + RC/O f(S)€7<t73>/RC ds.

Integralet kalles en folding eller konvolusjon. Et relevant regneeksempel for studenter som skal
gjennom kretsteori, er f(t) = cos(t) og x, = 0. Da gir formelen over

I 1 !
z(t) = RC’/ cos(s)e =9/ RC g5 — Rcet/Rc/ cos(s)e®/ BC ds.
0 0

Integralet regner vi ut med delvis integrasjon to ganger, der vi begge ganger deriverer e%/1C:

t 1 t
/ COS(S)es/RC ds = sjn(t)et/RC - / Sin(s)es/RC ds
b RC ),

1 1 !
RC T (ROZ / cos(s)e’/ BC ds.
0

1
= sin(t)e!/FC + O cos(t)e!/FC —

Ohttps://en.wikipedia.org/wiki/Time_constant
Uhttps://en.wikipedia.org/wiki/Linear_time-invariant_system
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N3a er vi tilbake til integralet vi startet med, s vi kan Igse likningen for det:

K RC (cos(t) + RCsin(t)) et/ B¢ — RC
s/RC o _
/0 cos(s)e ds T+ (RO)? .

—t/RC

Ganger vi med e og deler pad RC, far vi

cos(t) + RC'sin(t) — e t/EC
1+ (RC)?

x(t) =

Leddet med e */FC dgr ut, og igjen stir en svingning med samme frekvens som kilden. Dette
integralet blir enklere & regne med Eulers formel, s3 det er lurt & vende tilbake til det. Sender vi inn
f(t) = e™t, der i n3 er den imaginare enheten, blir den stasjonare Igsningen H (iw)e™? med

A 1

H. = = —
() = 5770 A= ke

s3 hgye frekvenser dempes mer enn lave. Med w = 1 er realdelen av H(i)e! nettopp svingningen
som sto igjen over.

Periodisk patrykk: gjeeringsdunken

Professor Lie skal gjaere pilsnergl ved ti grader, men har bare null grader pa verandaen og tjue grader
i stuen. Han flytter derfor gjeringsdunken ut og inn med fast periode T. Med Newtons avkjglingslov
er temperaturen z(t) i dunken gitt ved

#(t) + ax(t) = af(b),

der omgivelsestemperaturen f er en firkantbglge som veksler mellom 20 og 0. Dunken er et lavpass-
filter som glatter ut firkantbglgen, og temperaturen svinger rundt ti grader. Timeren som varsler nar
dunken skal flyttes, piper med en stygg firkantbglgelyd. Sendes spenningen fra timeren gjennom RC-
kretsen over, er det ngyaktig samme likning som demper overtonene i pipelyden. Parallellen mellom
de to er poenget med eksempelet.

Variable koeffisienter: potmeteret

Det er vanlig a utvide teknikken med integrerende faktor til ogsd & inkludere initialverdiproblemer p3
formen

&(t) +a(t)z(t) = f(t) 2(0) =

som oppstar dersom du for eksempel bytter ut motstanden i RC-kretsen med et potmeter som du
skrur pa mens strgmmen gar, eller kondensatorplater som endrer avstand over tid eller noe annet
slikt. Lgsningsteknikken er den samme, men den integrerende faktoren er mer komplisert:

¢
exp (/ a(s) ds)
0
Prosedyren gir

2(t) = 7y exp (— /0 " a(s) ds) + exp (- /0 a(s) d5> /O ) exp ( /0 " a(s) ds) du
e (— /0 als) ds) + /0 ") exp (— / als) ds> du,

u
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men det er antagelig enklere for studentene om vi presenterer teknikken gjennom eksempler. Jeg
kommer bare pé ett eksempel jeg har hatt bruk for i grunnutdanninga — det som dukker opp nar man
regner ut fourieromvendingen til standardnormalfordelingen:

() + ta(t) = 0

Herer f =0 og a(t) =t. Daer

° . 2 .
sa den integrerende faktoren er e*"/2, og formelen over gir

z(t) = zoe /2

der z, = z(0).

Lys gjennom et absorberende medium

En strale med tverrsnittsareal A og intensitet I gar gjennom et medium med n partikler per volumen-
het. Hver partikkel skygger for et areal o, ekstinksjonstverrsnittet. Et sjikt med tykkelse dz inneholder
nAdz partikler som til sammen dekker arealet onA dz, sa andelen av stralen som fjernes er no dz.
Dermed er

I'(z) = —nol(z) I(z) = Ije 7%,

som er Beer—Lamberts lov. Figuren viser fire like sjikt som hvert fjerner omtrent en firedel av stralene
som nar fram.

16 12 9 7 5
— e | D) ]
—@ [ ]

@
@
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—@ (]
@
@ [ ]
@
—@ [ )
— ] 1 —@]




ANVENDELSER

2 Separable likninger: fallskjerm, Torricelli og reaksjonshastighet

Nar endringsraten avhenger ikkelineart av tilstanden, men ikke av tiden, er likningen

separabel. Her er fire eksempler der Igsningen kan skrives opp, og der den oppfgrer seg kvalitativt
annerledes enn eksponentialfunksjonen i forrige kapittel.

Fallskjermlikningen

En fallskjermhopper med masse m pavirkes av tyngden mg og en luftmotstand som er kvadratisk i
farten: mv = mg — kv?. Maler vi farten i enheter av terminalfarten \/mg/k og tiden i enheter av

vm/ gk, star det

0=1—2

Lgsningen med v(0) = 0 er v(t) = tanht. Likevektslgsningen v = 1 er stabil og v = —1 er ustabil,
og eksempelet er en grei inngang til likevektspunkter og stabilitet uten at man trenger systemer.
Likningen egner seg ogsa som testproblem for numeriske Igsere.

Torricellis lov

| en modelleringsforelesning lagde jeg et enkelt eksperiment: Jeg stakk hull i bunnen pd en tom
glboks, skar ut en loddrett stripe i siden og teipet over, slik at man kunne se vannstanden h(t) mens
boksen tgmtes. S3 prgvde jeg to modeller. | den fgrste antar vi bare at endringsraten til vannstanden
er proporsjonal med vannstanden:

h(t) = —Ah(t) h(0) = hy.
Dette er likningen fra forrige kapittel, sd Igsningen er

| den andre antar vi at den kinetiske energien til hvert vannmolekyl som gar ut gjennom hullet, er
hentet fra den potensielle energien til et tilsvarende vannmolekyl i det gverste laget i boksen. Har
molekylet masse m og fart v ut av hullet, betyr det at

Zmo? = h
2mv mg

der g er tyngdeakselerasjonen. Dette gir Torricellis lov:1?
v = +/2gh.

Vannet kommer altsa ut av hullet like fort som om det hadde falt fritt fra overflaten. Vannvolumet
i boksen er Bh(t), der B er arealet av tverrsnittet til boksen, og det minker med Av per tidsenhet,
der A er arealet av hullet:

Bh(t) = —A\/2gh(t) h(0) = hy.

Phttps://en.wikipedia.org/wiki/Torricelli's_law
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Prinsippet om 3 gange likningen med et eller annet og integrere virker fremdeles, det bare heter
separabel likning i stedet. Vi deler pd 2B+/h(t):

h(t) A g

2/h) - BV

Venstresiden er nd ngyaktig det vi far ndr vi deriverer \/h(t) med kjerneregelen, sa likningen kan
skrives

d A g
aVh=—p\5

N3& integrerer vi begge sider fra 0 til ¢ og far

m_ﬁ__g\/gt.

Boksen er tom nar \/h(t) = 0, altsa etter tgmmetiden
r_ B [
A\ g

h(t) = hy (1;)2.

Den fgrste modellen sier at boksen aldri blir helt tom, mens Torricellis lov sier at vannstanden fglger
en parabel med bunnpunkt akkurat idet boksen er tom. Jeg fikk en student i hver parallell til & filme
vannstanden etter som boksen tgmtes og notere ned tidspunkter mot vannstand, og sd sjekket vi
begge modellene. Det var faktisk den fgrste modellen som spadde vannstanden best — Torricelli gjgr
noen antagelser som sjelden stemmer, og det er et nyttig eksempel pd at den fysisk begrunnede
modellen ikke ngdvendigvis vinner.

og frem til da er

Logistisk vekst

Modellen for bakterier som deler seg,
z(t) = ax(t) z(0) =z, a>0,

spar eksponensiell vekst for all fremtid. Men som David Attenborough i 2013 uttalte under et foredrag
i The Royal Geographical Society:

“Anyone who thinks that you can have infinite growth in a finite environment is either a madman or
an economist."!3

Dyr som formerer seg kan sjelden fortsette med det uten a fgr eller siden oppleve noen som helst form
for begrensning i veksten.!* Den enkleste utvidelsen for 3 inkorporere dette i modellen, er 3 erstatte
a med en positiv funksjon som har et nullpunkt i den bestanden = som maksimalt kan opprettholdes
pa omradet. Hvis vi gjgr det enkelt og sier at denne funksjonen skal vare en rett linje, far vi det
logistiske problemet!®

z(t) =a(l —x(t)/k)z(t) z(0) =z, a>0,k>0

13Sitatets opprinnelse er noe usikker. Det var nok ikke han som fant det p3.
Y“https://en.wikipedia.org/wiki/Gombe_Chimpanzee_War
Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Logistic_function
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der k er en konstant som kalles baerekapasiteten. Vi deler pa (1 — z(t)/k) x(t) og delbrgksoppspal-
ter:

c(t C(t

o |

x(t)  k—xz(t)

Sé lenge 0 < z(t) < k, er venstresiden ngyaktig det vi far ndr vi deriverer In z(¢) —In (k — z(t)) med
kjerneregelen, sa likningen kan skrives

d x(t)

—In———— =ua.
at U k—a(t)  ©
N3& integrerer vi begge sider fra 0 til ¢ og far
x(t) Lo (1) Lo
1 —1 =at I = at
nk:—x(t) nk‘—mo “ e k—x(t) k:—xoe
Lgser vi for x(t), far vi
k at
2(t) = Zoe

_ at’
k—xq+xge

som gar mot baerekapasiteten k nar t gdr mot uendelig.

Reaksjonshastighet

Kjemiske reaksjoner kan ga fort og langsomt, og det finnes differensiallikninger som modellerer re-
aksjonshastighet. Reaksjonshastighet er viktig, for noen reaksjoner bgr helst g fort (for eksempel
forbrenning) mens andre bgr gi sakte (for eksempel korrosjon). Atmosfaeren bestar av 78 prosent
nitrogen og 21 prosent oksygen. Ved vanlig trykk og temperatur reagerer ikke disse, men ved for
eksempel lynnedslag eller forbrenning i dieselmotorer eller skogbrann blir det mer fart i dem, og sé
kombinerer de til nitrogenoksider (NO, ). Det er disse som gir Los Angeles sin bergmte smog.!° |
atmosfaeren er det mange forskjellige reaksjoner mellom nitrogenoksider og oksygen. En av dem er
at nitrogendioksid splitter i nitrogenmonoksid og oksygen:

2NO,(g) — 2NO(g) + O, (g).

For at to molekyler skal reagere, md de mgtes, og sannsynligheten for det er proporsjonal med
produktet av konsentrasjonene. | noen tilfeller gar visst reaksjonsraten her som kvadratet av konsen-
trasjonen,

d[NO,]
dt
der hastighetskonstanten k er en empirisk konstant som avhenger av trykk og temperatur og de
stgkiometriske koeffisientene og sa videre. Det ryktes pad internett at k& = 0.54 liter per mol per
sekund for reaksjonen over ved 300 grader celsius. Deler vi likningen pd —[NO,]?, er venstresiden
den deriverte av 1/[NO,], s Igsningen er

1 1 [INO,],

N0, [NOgl, M et NOI = Ro

= _k[NOQ]za

der [NO,], er konsentrasjonen ved ¢ = 0. Starter vi for eksempel med 0.01 mol per liter, er kon-
sentrasjonen halvert etter 1/(0.54 - 0.01) ~ 185 sekunder. Konsentrasjonen avtar som 1/t og ikke
eksponentielt, og halveringstiden avhenger av startkonsentrasjonen. Det kvadratiske leddet i den lo-
gistiske modellen kan leses pd samme méte: det er raten for mgter mellom to individer av samme
art.

Yhttps://www.latimes.com/local/la-me-air-pollution-0428-pictures-photogallery.html
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3 Den harmoniske oscillatoren: mi + dx + kx = f

Andreordens lineare likninger med konstante koeffisienter er den modellen som gér igjen flest steder.
Uten demping og patrykk er Igsningen

x(t) = ¢q coswyt + ¢o sinwyt wy =V k/m.

Tabellen viser hvordan parametrene skal leses i de forskjellige systemene.

System Ukjent m d k

Kloss og fjeer, stgtdemper posisjonen x masse dempekonstant fjeerstivhet
RCL-krets i serie spenningen over kondensatoren L R 1/C
Pendel, sm3 utslag vinkelen 6 mi? mgl
Stang pa torsjonsfjaer vinkelen 6 mi? k —mgl
Skip som ruller krengevinkelen ¢ 1 AGM

Kloss og fjeer og LC-kretsen

Newtons andre lov for en kloss med masse m pa en fjaer med stivhet k er ma = —kx. En spole og
en kondensator i slgyfe er det samme systemet:

+
v ___C L

Spolen har spenningen v over seg, s3 Li = v, og strgmmen tappes fra kondensatoren, s3 Ct = —i.
Deriverer vi den fgrste likningen og setter inn den andre, star det Li + %z = 0, med Igsning

1 1
i(t) =cycos | —==t| +cysin| ——=1t|.
(1) = cvcos (i) + cpsin ()
Lader vi opp kondensatoren med et batteri og kobler den til spolen, svinger strgmmen med vinkelfre-

kvensen 1/+/LC, slik klossen svinger med \/k/m.

Stgtdemperen og RCL-kretsen

Stgtdemperen pa en bil er et godt fysisk bilde for den inhomogene likningen: en masse m pa fjeer og
demper, med tyngden som konstant patrykk,

mi(t) + di(t) + kx(t) = my.

Likevektslgsningen x = mg/k er den konstante partikularigsningen, og initialkravene z(0) = #(0) =
0 svarer til at bilen jekkes opp til fjaeren er ubelastet og sa slippes. Figuren viser Igsningen for seks
forskjellige dempekonstanter.

dempetrajektorie

00 25 50 75 100 125 150 175 20.0
tid
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Hele analysen kan gjenbrukes pd en motstand, en spole og en kondensator i serie med en spennings-

kilde f(t):

1(t) ——C )

Med z lik spenningen over kondensatoren er strgmmen ¢ = Cz, og Kirchhoffs spenningslov f =
Ri+ Li+ z gir

Li(t) + Ri(t) + é:z:(t) _ é F(8).

Induktansen spiller rollen til massen, motstanden til dempingen og den inverse kapasitansen til stiv-
heten.

Pendelen og linearisering

En pendel som henger fra taket og dingler uten friksjon eller luftmotstand, tilfredsstiller ifglge Newtons
andre lov

. g . .

0(t) + 7 sin 0(t) =0,
der 6 er vinkelutslaget med loddlinjen, [ er pendelens lengde og g er tyngdeakselerasjonen. For sma
utslag er sinf ~ 6, og vi far den lineariserte pendellikningen 6 + 96 = 0 med periode 27/1/g.
Pendelen er standardeksempelet pé linearisering. En lang pendel i naerheten, som foucaultpendelen i
Realfagbygget, gir et eksempel der svaret kan kontrolleres: mal perioden og regn ut lengden.

Fortegnet pa stivheten: stangen og skipet

Vi fester en loddrett og masselgs stang med lengde [ til
gulvet med en torsjonsfjeer med stivhet k, og setter en

punktmasse m pa toppen. Fjeeren leverer et moment k6 o
som er proporsjonalt med utslagsvinkelen 6 fra loddlinjen !
og drar stangen tilbake, mens tyngdekraften gir momentet k
mglsin 6, som drar den lenger ut. X2

Newtons andre lov gir

mi?0(t) = mglsin O(t) — kO(t).
Ganger vi med 0(t) og integrerer, far vi
1 : 2 1 9
om (l@(t)) + ikQ(t) + mglcos6(t) = c.

Her er mgl cos f den potensielle energien til massen, siden den sitter [ cos 6 over gulvet, og %k02 er
energien som er lagret i fjeeren. For sma utslag er sin @ ~ 6, og da star det

mi?0(t) + (k —mgl) 6(t) = 0.

13
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Stangen svinger rundt loddlinjen hvis k > mgl, og velter hvis k < mgl.

Et skip er en slik stang. Tyngdepunktet G ligger KG
over kjglen K, sa krenger skipet vinkelen ¢, gir tyngde-
kraften momentet A K G sin ¢ om kjglen, der A = mg
er vekten av skipet. Fjaeren er oppdriften: Den angriper
i tyngdepunktet B’ til den neddykkede delen av skro-
get, som flytter seg ut mot den siden som gar ned,
og gir et moment tilbake. Netto blir det rettende mo-
mentet A GZ (), der den rettende armen GZ er den
vannrette avstanden fra G til virkelinjen til oppdriften.

Newtons andre lov for rotasjon om rulleaksen gir
1(t) + AGZ(p(t)) =0

der I er treghetsmomentet om rulleaksen. For sma vinkler er GZ ~ GM sin ¢, der metasenterhgy-
den'” GM er avstanden fra G opp til punktet M der virkelinjen til oppdriften krysser senterlinjen i
skipet, og da star det

Ip(t) + AGMsinp(t) = 0.

Dette er pendellikningen med I 'i rollen til mi? og A GM i rollen til mgl, s& skipet ruller som en pendel
med lengde I/(m GM), og ligger G over M, velter det akkurat som stangen gjgr nar k < mgl.

For store vinkler m& GZ regnes ut fra formen pa skroget. Figuren viser GZ som funksjon av krenge-
vinkelen for en lekter formet som en boks, 20 meter bred, 12 meter hgy og med 7 meter dypgang,
lastet slik at GM = 1 meter.

loddrette sider: /
(GM + £ BMtan? p)sing
/! GZ,,.=1.04 mved 39°
1 —
dekkskanten y
E under vann (26.6°) (‘M
N S
O C)x'\%“\
g 05 7 1 O(-\%O\
o GZ ~ GMsiplp — oo™ 7
e ¥ 017 GM=10m
3 m-rad
2 0.18 m-rad 57.3° =1 rad
0
stabiliteten opphgrer ved 67.5° momentet kantrer
stabilitetsomradet ‘ lekteren
—0.5 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

krengevinkel ¢ [°]

Frem til dekkskanten gar under vann ved 26.6°, fglger kurven den stiplede formelen for et skip med
loddrette sider, og den ligger over tangenten GM . S3 flater den ut, nar toppen 1.04 meter ved 39°

"https://en.wikipedia.org/wiki/Metacentric_height
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og krysser null ved 67.5°. Krenger lekteren mer enn det, kantrer den. Ganger vi rullelikningen med
@(t) og integrerer, far vi

1. ©(t)
§I¢(t)2 + A/O GZ(¢Y) dy = c.

Den potensielle energien er altsa vekten av skipet ganger arealet under GZ-kurven. Arealet frem til
67.5° er 0.65 m-rad, sa en bglge ma tilfgre energien 0.65 A for 3 kantre lekteren. Derfor stiller IMO
krav til arealet under kurven:'® minst 0.055 m-rad frem til 30° og minst 0.030 m-rad mellom 30° og

40°. Lekteren har 0.18 og 0.17.

Frekvensrespons og resonans
Med patrykket f(t) = ¢! er partikulaerlgsningen T, (t) = H(iw)e™ der

1

H(s)= ——
(5) ms2 +ds -+ k

Nullpunktene til nevneren er systemets poler. Uten demping ligger polene i +iw,, og patrykk med
frekvensen w, gir en Igsning som vokser som t¢sinw,t. Tilbakekobling i en elgitar og en ferge som
vagges i takt med egenfrekvensen, er eksempler studentene kjenner. | s-domenet blir elementlovene
V =RI, V =sLIog V =1/sC, og kretser kan regnes som om de bare besto av motstander. For
RCL-kretsen over gir dette

1/sC 1

X = gsrris0t Y = Tesr s Res w11 )

Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/International_Code_on_Intact_Stability
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4 Systemer og bevarte stgrrelser: © = f(x)

Skriver vi en andreordens likning som et system av to fgrsteordens likninger, blir Igsningen en kurve
i planet, og spgrsmalet blir hvilke kurver Igsningene fglger. For flere fysiske systemer finnes det en
funksjon E som er konstant langs Igsningene, slik at Igsningskurvene er nivakurver for E. | fysikken
heter denne funksjonen energi. Eksemplene kan brukes bade for systemer av differensiallikninger, for
nivakurver og gradienter, og som testproblemer for numeriske metoder. De tre siste eksemplene er
linezere systemer uten noen bevart stgrrelse, der det er egenverdiene til matrisen som bestemmer
oppfgrselen.

LC-kretsen

La z; veere spenningen over kondensatoren og x, strgmmen gjennom spolen, med retninger som i
figuren.

x
+ 2
) L

Elementlovene gir
C’il — _1'2 Lx2 — xl,

og energien
1 1

er konstant, siden E = Cx,i, + L,y = 0. Lgsningene gér rundt p3 ellipser. Kondensatoren driver
strgm gjennom spolen, spolen lader kondensatoren opp igjen med motsatt fortegn, og energien
skvulper frem og tilbake mellom dem. | de skalerte variablene v/C'z, og V'L, er ellipsene sirkler,
og Igsningen er en rotasjon med vinkelhastighet 1/\/RY Kretsen er derfor ogsd en inngang til
rotasjonsmatriser og matriseeksponentialen.

Pendelen og kloss og fjar

Prinsippet om & gange likningen med et eller annet og integrere virker ogsa pa pendellikningen

b(t) + %sin o(t) = 0.

Her er ml29(t), der m er massen til pendelen, en fornuftig integrerende faktor, siden vi kan integrere
og fa

%m (lé(t))2 —mglcos(t) = c

der c er en konstant. Venstresiden er summen av kinetisk og potensiell energi, s& her har vi likningen for
konservert energi. Energibevaring fglger altsd av Newtons andre lov, og trenger ikke postuleres. (Jeg
lurte feelt pa dette da jeg gikk pa gymnaset.) For kloss og fjaer gir samme regning %m:’ng + %k:xQ =c.
Med ¢ for posisjon og p for bevegelsesmengde er begge systemene pd formen

0H ) oH

qzafp p:_ﬁiq
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der hamiltonfunksjonen H er totalenergien, altsd summen av kinetisk og potensiell energi. Diffe-
ransen mellom kinetisk og potensiell energi kalles lagrangefunksjonen. For pendelen kan vita g =0
ogp=2~0,ogdaer H= % 2 ¥ cos q energien delt pa mi?. Legger vi til luftmotstand som er linezer
i farten,

. . g .
q=0p pz—zsmq—ap,
blir H = —ap?, og lgsningene spiraler inn mot likevektspunktet.

Lotka—Volterra

Sngskohare og kanadisk gaupe er standardeksempelet pé et system som ikke er mekanisk, men som
likevel har en bevart stgrrelse. Med alle parametre lik 1 er systemet

T =z -y Y =—y+zy,

og funksjonen = 4+ y — In |z| — In|y| er konstant langs Igsningene. Dette fgrsteintegralet har ingen
opplagt tolkning, og det er poenget med 3 ta det fgr pendelen.

Figurene viser hvorfor bevarte stgrrelser er nyttige for numerikk. Til venstre er systemet Igst med
Eulers eksplisitte metode,

Tpt1 = Ty + hxn (1 - yn) Ynt+1 = YUn + hyn (ajn - 1) )

og Igsningen spiraler utover pa tvers av nivakurvene. Til hgyre er z,, byttet ut med x,,,, i den andre
likningen,

Tpy1 = Ty + hxn (1 - yn) Ynt1 = Un + hyn (anrl - 1) )
og lgsningen holder seg pa en lukket kurve. Denne varianten kalles symplektisk Euler. Det samme
forsgket kan gjgres med pendelen, der stgrrelsen man overvaker er totalenergien.
Tolegemeproblemet
Newtons andre lov kombinert med gravitasjonsloven gir for en planet rundt en stjerne med masse m
i origo

.. X

Energien $|i|? — Gm/|z| og dreieimpulsen z x i er bevart, og banene er kjeglesnitt. Systemet er en

fin numerisk gvelse: fgrst med stjernen i ro, s med to legemer som begge beveger seg, og s med
flere planeter.
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Stivt legeme

Vinkelhastighetene w;, om hovedaksene til et stivt legeme som roterer fritt, tilfredsstiller eulerliknin-
gene

Lw, = (Is - Iz)wzws Lywy = (I, — —73)‘*}1@3 Lyws = (Iy — I} )wawy

der I, er treghetsmomentene. Dette er et ikkelineaert system med tre ukjente og to bevarte stgrrelser,

den kinetiske energien %Zk I.w? og kvadratet av dreieimpulsen Zk I?w?, s& Igsningene ligger p&

skjaeringskurven mellom to ellipsoider.
To legemer som utveksler varme: elgtungen

La oss si at du tar en nytrekt elgtunge med temperatur pad 88 grader og nedsenker den i en bgtte
med vann fra springen pa 4 grader (dette er ngdvendig om det skal gé lett 3 dra av skinnet) og setter
bgtta ut pa verandaen, der det er 0 grader. Da gir Newtons avkjglingslov differensiallikningene

Ty = oy (vy — 1)
Ty = oy (T — T9) + g (0 — 25)

der x, er temperaturen i elgtungen, x, er temperaturen i vannet, «; er varmeoverfgringskoeffisi-
enten mellom vannet og tungen og a, er varmeoverfgringskoeffisienten mellom vannet og luften
pa verandaen. Her er det antatt at tungen og vannet har samme varmekapasitet. Hgyresiden er et
matriseprodukt Ax der

—« a x(t)
A= ! ! ) og x(t) = < i ) .
( Qp T TGy () o (t)
Vi setter oy = g = 1, slik at vi far et handterlig system:

Ty = — X+ Ty

.’L‘Q == I’l _2.%'2

Dette kalles et lineart og autonomt differensiallikningssystem med konstante koeffisienter, og
med den ukjente sortert i en sgylevektor blir det

. -1 1
x = Ax der A_<1 2).

La oss prgve gjetningene ;(t) = c;e* og x,(t) = cye?t, altsd

Co

og se hva som skjer. Setter vi x inn i systemet, far vi X(t) = Ae*'c pa den ene siden og Ax(t) = e* Ac
pa den andre. Setter vi disse lik hverandre og deler ut e* som vi pleier, far vi

A<C2)—<1 _2><02) eller Ac = Ac.

Med andre ord ma c vaere en av A sine egenvektorer og A den korresponderende egenverdien om x
som foreslatt skal vaere en Igsning. En to ganger to matrise har karakteristisk polynom av orden 2, s
det kan vaere maksimalt to egenverdier, og i R? er det ikke “plass til"” mer enn to linezert uavhengige
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egenvektorer, sd mennesker som ikke er pa galehuset vil forvente to linezert uavhengige lgsninger. Vi
beregner

—2-—A
= (—1-MN)(=2=-))—1
—(14+N2+)N)—1
=1+3\+ )2

@MA—AD:da<_2_A 1 )

som har rgtter

slik at

= (=3+v5)t/2 —2 (—3—-V5)t/2 —2
X(t) ale (1_\/5)+a2€ (1+\/5)

N& gar det an & vise at dette er alle Igsninger du noensinne kommer til & finne, men det er nok litt i
tidligste laget i et fgrstedrskurs. Hvis vi na for eksempel gnsker a finne ut ndr temperaturen i vannet
er 13 grader, far vi en fin ulgselig likning. Initialkravet er z,(0) = 88 og x4(0) = 4, sa konstantene

ma tilfredsstille
-2 —2 \ (88
“ -5 ) T2 14v5) T 4

som gir a; ~ —32.73 og ay ~ —11.27. Vanntemperaturen er

Likningen z,(t) = 13 lar seg ikke Igse med penn og papir siden x, er en linezerkombinasjon av to
forskjellige eksponensialfunksjoner, men numerisk gér det fint. Vannet er innom 13 grader allerede
ved t ~ 0.14, men da er det pa vei opp — toppen er om lag 25 grader ved t =~ 0.8. Sa kjgler det seg
ned igjen, og er tilbake pad 13 grader ved ¢ ~ 3.0.

En krets med to slgyfer, to spoler og tre motstander gir et system pa samme form:

Ll L2
13000 73000
R, R,

Med slgyfestremmene z; og x5 som ukjente gir Kirchhoffs spenningslov pa hver slgyfe
Llj:]. - — (R]_ + RS) 1‘1 + Rgxz L2i'2 — Rgxl - (R2 + R3) 932.

Med L, = Ly, =1, Ry = Ry = 1 og R, = 0 er dette ngyaktig systemet over, sa slgyfestremmene
oppfgrer seg som temperaturene i tungen og vannet.
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Strgmning mellom to tanker

La z,(t) og x4(t) vaere konsentrasjonene av et eller annet stoff i to tanker som er koblet slik:

T, =—1
Ty = T — Ty
X, (V) L

o

Her kommer det rent vann inn i den gverste tanken, og vi antar det er perfekt blanding i begge
tanker, og sd har jeg satt farten til én liter per sekund og volumet i hver tank til én liter, slik at
systemet skal bli pent og pyntelig. Matrisen i dette systemet er ikke diagonaliserbar, men vi kan Igse
det med integrerende faktor (begynn med den fgrste likningen):

() = 2, (0)e™"
To(t) = (22(0) + 21 (0)t)e "

Faktoren ¢ kommer av at Igsningen av den fgrste likningen blir patrykt i den andre, som har samme
tidskonstant.

Bandpassfilteret

To motstander og to kondensatorer som kobles til en spenningskilde slik, kalles et bdndpassfilter om
spenningen males i punktet markert vy (%):

R, vy (1) | vy (t)

£ Q e Q R,

Kondensatoren C; slipper ikke gjennom likestrgm, og C, kortslutter hgye frekvenser, sa det er bare
frekvensene imellom som nar frem til vy. Med slgyfestrgmmene ¢; og i, gir Kirchhoffs spenningslov
pa hver slgyfe

Ryiy(t) + 5 [ 5 [ 6o =) at= 0
Ryiy(t) + =

Det er ogsa klart at

vy(t) = Ryiy(t) = g / (i(t) —i(t) dt ogat  v(t) = uvy(t) + C{ / i (t) dt.
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N3& kan vi kvitte oss med strgmmene. Setter vi de to siste relasjonene inn i den fgrste slgyfelikningen,
kollapser den til

t) — t
Riiy(t) + v () = f(t) slik at i(t) = f()va()7
1

og Ohms lov gir

. vy (1)

t) =

io(t) R,

Deriverer vi kondensatorrelasjonene, star det
. i —1 . . 1

Vi ganger spenningen over hver kondensator med R, og kapasitansen og setter

1 (t) = Ry Cy(vy(t) — v,(1)) og To(t) = Ry Cauy(1).
Daer &, = Ryi, og &y = R,(i; —iy), Og setter vi inn strgmmene, er systemet der:

1 1

RGO T RGT

II‘:IZ

SN S A W T T
2 Rlcl ! RIC2 RZCZ 2 ’

eller pd matriseform:

1 1
. R,C R,Cy 1
X = 1 1 1 x + 1 f.

Rlcl _Rl 02 B RQCQ
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