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2 - FOURIERTRANSFORM - LF

Tuning fork Flute
Violin Voice vowel "a"
Clarinet Bass voice
Oboe Voice vowel "o"
Horn Saxophone
3 1/100 sac =

Hvis f = 100 hertz, blir w = 27 f &~ 628 radianer per sekund.

Lett! Dersom n = m, far vi

T/2 ) ) T/2
/ eznwtefzmwt dt — / dt =T

—T/2 —T/2
og dersom n # m, far vi
T/2 N 1 N T/2
ginwte—imwt gy — _ 6z(n mw =0
ey i(n—m)w T2

slik at

T/2
/ / einwtefimwt dt = T n=m
—T/2 0 n#m
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Na tar vi likningen

x(t) = Z c, et

og integrerer:

T/2 ) T/2 o ) )
/ l’(t)eilm“)t dt :/ Z Cnelnwtefzmwt dt

—T/2 —T/2 n=—o0

og ganger med e tm«t

og sa gjgr Satan en egentlig ulovlig flytting av integraltegnet (siden summen gér mot uendelig),
slik at hen kan bruke ortogonaliteten og drepe alle ledd i summen unntatt ett:

T/2 4 0 T/2 4
/ z(t)e "™t dt = Z Ch / elmwtemtmwt gt = ¢, - T
—T/2 n=—0o0 —T/2

slik at hun kan skrive
T/2

1 .
¢, = / x(t)e "t dt.
TJ g
Vi laplacetransformerer likningen
(1) + r(t) = 2 f (D)
TR T RC
og far
sX + LX = LF
RC™  RC’

slik at systemfunksjonen - eller transferfunksjonen eller overfgringsfunksjonen eller hva det na
heter - blir

X(s) e _ 1

F(s) s+pz RCs+1

og frekvensresponsen
1

RCiw+1"

Legg merke til at H(0) = 1. Det ma det vaere: et lavpassfilter skal slippe likespenning uendret
gjennom, s hadde vi fatt noe annet enn 1 her, hadde vi regnet feil et sted.

H(iw) =

N3 bruker vi at systemet er lineaert. Pipelyden er

1 1 & 1 .
t) = = - (2n—1)it
/) 2+7rinzz_:oo2n—le ’

og hvert enkelt ledd e?! kommer ut igjen som H (iw)e™? (det var jo nettopp derfor vi gadd
a regne ut H). Konstantleddet % er en frekvens null-komponent og slipper gjennom som
H(0) -1 =1 Alts3er

o~ H(i(2n—1))

2n—1

1 .
mykere pipelyd z( - 7? (2n—1)it

1 1
:§+%@2;o@n—1ﬂRcump—m+1)

o(2n—1)it
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Her har jeg satt w = 1 for at det ikke skulle bli s& mye griseri, men du finner uttrykket for
vilkérlige w ved 3 ta rekken og bruke H pa ngyaktig samme mate.

At middelverdien fortsatt er % er en grei kontroll: firkantbglgen ligger i snitt pa % og et

lavpassfilter flytter ikke pa snittet - det bare runder av hjgrnene. Og na ser vi ogsd hvorfor
kretsen kalles et lavpassfilter: overtone nummer 2n — 1 blir dempet med faktoren

1

|H (i(2n —1))| = ,
V(RC(2n—1))* +1

som krymper mot null ndr n vokser. Hgye frekvenser dempes altsad hardere enn lave, og det er
akkurat det som gjgr klarinettlyden rundere.

Amplituderesponsen er

1
H(iw)| = |———
[H (i) ’Rciwﬂ‘
_’ 1— RCiw
(RCw)* +1
W (RCw+1 1
_ . _
(RCw)™ +1 (RCw)® +1

mens faseresponsen er

arg (H(iw)) = arg (RCLH)

= arg (1 — RCiw) — arg ((RCw)2 + 1)

= arg (1 — RCiw) = —arctan (RCw) .
(Merk minustegnet - H er et lavpassfilter, og et lavpassfilter forsinker signalet, sa fasen skal
vaere negativ og gd mot —7/2 (dvs. —90 grader) ndr w — oo, ikke positiv. Man kan skrive
dette som — arccos (1/«/(R0w)2 + 1) ogsd, men da ma& minustegnet vaere med - ellers far

man en fase som gir mot +/2 (dvs. +90 grader), altsa et filter som fremskynder signalet, og
det stemmer ikke med fysikken.)

@ Temperaturfirkantbglgen f har amplitude 20, men padraget pa hgyresiden av likningen er
g = af, med amplitude 20a:

g(t) ~ 20 L + L i #e(anLl)iwt
2 m =l 2n + 1 ’
og difflikningen er
(1) + ax(t) = g(t).

Laplacetransformen til likningen er
sX—z(0)+aX =G

sd transferfunksjonen blir
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Lgsningen blir

w(t) =z, (1) + 2, (1)

1 20 > H((2 1)z )
=ce + 20« - *H(O) + Oé E (( n+ )2w> e(2n+1)zwt
T

2 it 2n+1
2000 = 1 A
— ot 10 I (2n+1)iwt
ce T ) Z (2n+1)((2n + 1)iw—|—a)e

n=—oo

(DC-leddet blir H(0) - 10ac = 10 grader - middeltemperaturen mellom 20 og 0 grader, akkurat
som man skulle forvente fysisk, og uavhengig av . Bruker man isteden f (amplitude 20) som
padrag istedenfor g far man 10/« her, som ikke er en temperatur uansett hva « er - et tegn
pa at noe er galt.) Krever vi 2(0) = 20, far vi

2000 1

e=10-"7 n;oo (2n +1) ((2n + Diw + o)

hva nad enn dette er.

Fourieromvending (fourier transform-delen):

La T > 2. Vi beregner

T/2 '
/ y(t)e—znwt dt

T/2

1t
— / e—znwt dt
-1
1 2 sin(nw)

_ nw __ ,—inw [
 inwT (6 ¢ ) T nw

3
Nl

]l

og ¢y = 2/T. Vi setter s3 sammen rekken, og far

o0

y(t) ~ Z Cneinwt

n=—oo

T < T nw
n=—oo
2 1+2i sin (nw) (nuwt)
= = ———~cos (nw
T = nw

Under er plot av en partialsum med de hundre fgrste leddene for T'lik 4, 8, og 16.

08 08 08

06 06 06

04 04 0.4

02 02 02
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Vi beregner:
w) = / s(t)e—t dt

o0

1
= / e~ Wt dt
-1

1, . ,
— —lw _ SIw)
Ciw (e ) w

2sinw

Denne kalles sinc-funksjonen og er veldig viktig i elektroteknikk. Merk likheten med fourierko-
effisientene fra forrige oppgave

2 sin (nw)

T nwy

der jeg har bytta navn fra w til w, for & poengtere at det at periodisk signal har en grunnfrekvens
wy og sa dekompononeres signalet i heltallsmultipler av denne. | fouriertransform gir ikke
konseptet “grunnfrekvens” noen mening lenger, for nar signalet ikke er periodisk, md man fort
ha alle frekvenser pa den reelle aksen for & rekonstruere signalet.

@ Denne blir ikke helt ulik den forrige:

f - | e gt

1/2a ‘
= / ae "t dt
—1/2a

_ ;‘1 <€7iw/2a _ eiw/2a> _ sin(w/2a)
iw w/2a

Her er plot av denne for a lik 1, 5, 10, 20 og 50. Merk at ndr a — oo gér T mot 1 overalt.

Dette har sammenheng med oppgave 11 under.
- S P——
::Vw :
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Trekantpulsen er gitt ved

— |t t| < ]
w)_{ mlt < o

0 T < |t]

Vi beregner

w) = / " a(t)e et at

—00 44

=2 /W(ﬂ —t) cos (wt) dt

2 s
:/ sin (wt) dt o
w
0 . : : : : . . ‘ .
2 -10.0 -7.5 -50 -25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
== (1 — cos (wm))

Lett!

5= / S(te ™t dt =€’ =1

Se pa oppgave 9 over. Signalet

t|<1/2
z(t) = lim a It /2
a=oo |0 [t >1/2a

er en av mange heuristiske mater & sette opp diracpulsen pa.

Denne funksjonen er ogsd en av mange heuristiske mater 3 sette opp diracpulsen pa. Her er
plot for a lik 0.001, 0.01, 0.1 og 1:

o

f(w): / e~altlg=iwt gt

eatefiwt dt + /oo efatefiwt dt
0

ela—iw)t gy + e—(atiw)t gy

/
r .

1 n 1 2a
(a—iw)  (a+iw) a2+ w?

Dette gir OGSA en heuristisk finfin mate & sette opp diracpulsen pa nar a — 0.
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Her bruker vi et skittent triks som vi ikke egentlig kan bruke. Men vi er ingenigrer og eier ikke
skam, s3 det gar bra. | forrige oppgave regnet vi ut at

/OO e~ altle=iwt gt = _2a
- a? + w?

Fourierinversjon (med 1/2m-en - den er lett & glemme, men den m3 vaere med!) gir

1 [ 2a

—alt| — _—
2 2
2r) ot tw

oo
A T 1 ,
e etdy = —e ol :/ ——e™“! dw
a

2 2
oo O° T W

N3 bytter vi navn pa variablene, t <> w:

Ee—a|w| — /00 1 etwt J¢

2 4 42
a o ettt

og siden 1/(a? + t?) er en jevn funksjon av t, spiller det ingen rolle om eksponenten er et

eller e (oddedelen av integranden integrerer uansett til null), slik at

. oo 1 . T
_ —iwt — = ,—alw|
f(w) /_OO 21t dt e .

(Fasiten ge_““"' er en velkjent tabellverdi - dobbeltsjekk gjerne mot en formelsamling. Glemmer
du 1/27-en i fourierinversjonen over, mister du en faktor 27 og ender opp med ie*a‘w‘ istedet,
som er feil.)

Vi bruker samme triks som i oppgave 13, denne gangen med oppgave 8 som utgangspunkt.

Fourierinversjon pa
. 2sinw
Z(w) =

w
(med x fra oppgave 8, rektangelpulsen) gir, for || < 1,
1 [%° 2sinw

x<t>:1:%,wTBde = ﬂ:/oo

mens for [t| > 1 er z(t) = 0, slik at det samme integralet blir 0. Bytter vi navn ¢t <> w (og
bruker igjen at sint/t er en jevn funksjon, slik at fortegnet i eksponenten ikke spiller noen

rolle), far vi
o [ g fr b
o 0 0 lw| > 1

altsd m ganger rektangelpulsen fra oppgave 8 - pent og symmetrisk, akkurat slik man forventer
av et fourierpar.

| denne oppgaven m3 vi begynne & tenke litt p& hva vi fourieromvender. Siden e~!
pa enhetssirkelen i det komplekse planet, ser vi at

/Oo |x(t)e™™ | dt = /Oo |lz(t)] - |e~t| dt = /Oo |z(t)| dt.

—00 —00 —0o0

alltid ligger

Med andre ord kan vi vaere sikker p3 integralet konvergerer dersom ff:o |z(t)| dt er et tall og
ikke uendelig. Vi sier i dette tilfellet at x er absolutt integrerbar, og du kan i bunn og grunn
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tenke pa x som en skalarmultippel av en sannsynlighetsfordeling. Vi kan na delvisintegrere slik

i= / @(t)e ™t dt

—0o0

siden

lim z(t) = 0.

t—4o00

La y(t) = x(t — @) Vi tar et trivielt variabelskifte, og beregner

J(w) = /OO z(t — 0)e ™t dt

- [ e

—0o0

o0
= e“"@/ z(p)e™™P dp = e 9% (w).
o0

La y(t) = e x(t). Her er det ikke ngdvendig med variabelskifte en gang:

g(w) = / e (t)e it dt

= / z(t)e @0t gt = Z(w—6).

—0o0

La y(t) = z(at) og la a > 0. Et variabelskifte gir

J(w) = /: x(at)e ™t dt

== [ st ap = Zifa)

a
—00

La sd y(t) = z(at) og la a < 0. Et variabelskifte gir

g(w) = /00 x(at)e” ™t dt

—o0
1

— - o —iwp/a d
a/oo z(p)e P

1 [ , 1
= — / z(p)e ™Ple dp = —~2(w/a).
a

ai

Alt i alt kan vi skrive dette som )

i) = pritefa)
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GAMLE EKSAMENSOPPGAVER

Signalet er jevnt, sa sinusdelen av e ™! integrerer til null, og

[ee) 1
aé(w):/ x(t)e et dt:2/ (1 —t)coswt dt
0o 0

(1 —t)sinwt !

w

4sin®(w/2)

=2 iy

2 [ 2
+— | sinwtdt=— (1—cosw) =
o @ w w

Sammenlikn med oppgave 10. Den siste formen er ingen tilfeldighet: trekanten er konvolusjo-
nen av boksen med hgyde 1 pd [—1/2,1/2] med seg selv, og boksen har fourieromvending
2sin(w/2)/w, sa konvolusjonsteoremet fra gkt 4 gir svaret med en gang.



