TMA4420

12 - TRIPPELINTEGRALER - LF

Her er det bare a antiderivere slik som i dobbeltintegraler. Husk & holde tungen beint i munnen
pa hvilken variabel du antideriverer:

1 2 03 1,2 1 .\ 25=3
/ / / 2229 + 4 dzgdryda, :/ / <l‘%$2933 + 53:%) drydxy
0 Y0 Y0 0 Y0 z3=0
! : \ 1 2 9
:/ / 33z, + = dzyday
0 o 2
1 2 _
3 9.9 9 "2
(—x1m2 + —x2> dxy
/0 /0 2 2 =0
r, =1

=11

z,=0

1
/ 627 + 9 dr, = 223 + 91,
0

Dersom integranden méles i masse per volum, forteller det innerste integralet deg hvor mye
masse per areal som sitter over punktet med koordinater (z,,x,). Tenk at du er geolog og
driller en sedimentprgve og maler vekten av den for & estimere masse per areal under punktet
der du star. Eller at du star pa taket av et hus og driller ned i huset og veier - treffer du bare
isolasjon og luft er det lav vekt per areal, treffer du tilfeldigvis mgnsasen eller en sperre eller
en laftestokk eller midt i en vegg, er det hgyere vekt per areal.

For & forstd de to innerste integralene ma du tenke at du stér ved siden av huset og lurer pa
hvor mye masse det er i huset per meter hus, tenk at du kapper huset med en motorsag pa
forskjellige steder, og maler masse per meter for hvert tverrsnitt bortover.
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Her er en annen rekkefglge:

1 2 3 1 3 p2
/ / / 2229 + 13 drgdryda, :/ / / 2229 + 13 drodrydr,
o Yo o o Yo o

1

I
S~
S~

1

1 3 1 To=2
/ / (ﬂt%x% + x2x3> dxsdr,
o Jo 2 z5=0

3
222 + 24 drsda,

T3=3
:/ <2x%:n3 +:17§> dx,
0 x3=0
1
z/ 627 + 9 dx,
0
=1
:293? + 9z, =11
z,=0

Jeg sa du skulle gjgre det pa alle seks mater, men det er vel litt overkill. Over en boks er
rekkefglgen likegyldig, og svaret er det samme hver gang.

Planet som gar gjennom (1,0,0), (0,1,0) og (0,0,1) er x5 = 1 — z; — x4, og dette skjaerer
T1Zo-planet i linjen £ = 1 — x;. Det innerste integralet, altsd det som regner ut masse per
areal over et punkt i x,x,-planet, er

l—x,—x4
/ 32y + T4 drs.
0

Denne funksjonen ma na dobbeltintegreres over korrekt omrade i z;z4-planet:

1 1—x, l1—x,—xq
/ / / 2224 + 4 dzgdryda,
(R 0

A regne det ut er bare & gjgre som i oppgave 2, huske & merke tydelig hva som skal inn i

hvilken variabel slik:

1 1-z, 1—zy—xy 9 1 1—zy 9 1 9 Ty=1—x,—Ty
21Ty + T3 drsdrydr, = TITHT5 + 53:3) dxydz,
0 0 0 0 Y0 23=0

1 17131 1
:/ / 2205(1 — 2y — T5) +§(1—x1 — x9)? dwydxy.
0o Yo

Det neste integralet blir penere om du skriver a = 1 — x; for den gvre grensen:

a 1
/ 2225(a — x49) + 5(@—952)2 dry = 23 (
0

og til slutt

S| =

3

a a’ a’® 1
2—3> +— = (1+a}) (1 —a))°,

6 6

1
1/1 1 2

1 4a?)(1—ay) d :f<f 7>:7.
/O(JF%)( x1)” dx, 6 4+60 15

Det siste integralet er greiest & ta med substitusjonen v = 1 — x;, sd star det jél(l +(1—

u)?)u? du.
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Dette omradet ser ut som pyramiden i Giza, og flaten x5 = 1 —|z,| —|z,| skjeerer z;x,-planet
i |x1] + |z4| = 1. Det konseptuelt enkleste er & bruteforce integralet og sette opp ett integral
for hver kvadrant i x;x4-planet:

1 l1—x, l—x,—x4
/ / / 3y + 13 drgdryde,
0o Yo 0
0 14z, 1+xz1—x4
+/ / / 3Ty + T3 drgdryde,
-1+0 0
0 0 14z, +xq
—|—/ / / 231y + 13 drgdrydr,
—1Y—1-x; 70

1 0 l1—x,+xq
—|—/ / / 231y + 153 drgdryda.
0 Y—1+z, 0

Det er mye arbeid, sa det Ignner seg 3 tenke fgrst. Pyramiden er symmetrisk om planet z, = 0,
og leddet 2w, skifter fortegn nir z, gjgr det, s& det integrerer til null - det som er positivt
p3 den ene siden er negativt p3 den andre. Da st3r vi igjen med ffo T4, og det tar vi lagvis:
i hgyden x5 er tverrsnittet kvadratet |z;| + |z5] < 1 — 25, som har diagonaler 2(1 — z5) og
dermed areal 2(1 — z3)?, s3

//Qf://[2$3=/01x3-2(1—x3)2 dx?):é'

Samme lagvise regning gir volumet fol 2(1 — x4)? dxy = 2/3, som stemmer med grunnflate
ganger hgyde delt pa tre.

Vi tar tetraederet fgrst. Massen er

1 1—x, l—x,—x4
///p(m) dx :,0/ / / drqdrydx,
Q 0o Jo 0
1 1—x,
—p/ / 1—2 — 2y deydz,
0o Jo
1 _
1 Ty=l—a4
:,0/ (:1:2 — LTy — §$§> dxy
0

=0

1
1
:P/ 1_551_1‘1(1_331)_5(1_%)2 dr, =
0

DD

(dette kunne vi ogsa funnet med formelen for volum av pyramide) slik at massesenteret blir

1 1-z, l1-z;—x4
///a:lp(:n) dz / / / x, drgdrydr,
Q o o 0

///:(x)dx ///Qx2p(:c) dr | =6 /01 /Ol_zl /Ol_ml_% 2, dzyde,de,
1
o /// z3p(w) da / / /

1—x, 11—z, —x,

T3 drgdrydr,
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Dette ser ut som tre forskjellige integraler, men p& grunn av symmetrien i problemet er det
egentlig bare ett. Vi beregner

1 1-z, l1-z;—x, 1 1-z,
0 0 0 0 0
1 1 9 To=1—x
ro=0

1
/ (1 —my)? dacl——
0

[\DM—t

og massesenteret sitter fglgelig i

/1 /I—Il
0 0

1

l—x,—x4
x, drgdrydr,

1/4

Ty drgdrydr, | = | 1/4
1/4

1—x, l—x,—x4

1—x,—x4
T3 drgdrydr

S— S— S—

/0
1 /13?1
0

S— S

Pyramiden i oppgave 4 er symmetrisk om bade z; = 0 og x5, = 0, sa sentroiden ligger pa
w3-aksen, og vi har allerede regnet ut [[f x5 = 1/6 og volumet 2/3, s& den sitter i (0,0,1/4).
Begge sentroidene ligger en fjerdedel av veien opp fra grunnflaten - det gjelder for alle pyramider
og kjegler, slik tyngdepunktet til en trekant ligger en tredjedel av veien opp.

@ Dette blir helt forferdelig. Legger vi den flate siden i x;x4-planet, er

//Qf:/ /w ‘Tl/¢1 T ) degdgde,,

og massesenteret blir
/// .
Q

| -

med disse grensene i alle fire integralene - den konstante tettheten kansellerer. Av symmetri
er de to fgrste null, og nevneren er 27/3, men z5-komponenten ma regnes ut, og det er ikke
fristende med rgtter i alle grensene. Vi kommer tilbake til den i oppgave 13.

Avbildningen er linear, s3 den sender enhetskuben pa parallellepipedet utspent av kolonnene,
og volumet er determinanten til matrisen ganget med volumet til enhetskuben, altsa

2 1 1
1 2 1|=2-3—1-14+1-(=1)=4.
11 2

Jacobideterminanten er konstant, sa det er ingenting 3 integrere.



TMA4420

cosf) —ssinf 0
19/ (5,0,2)| = |sinf scosf 0| =scos?f+ ssin®f = s.
0 0 1

Det er polarkoordinatenes » med en z-akse hengt pa: volumelementet er s dsdf dz.

@ Integrasjonsomradet er bildet av en rektangulaer boks under sylinderkoordinatavbildningen, sa
dette integralet blir veldig greit:

5 p2m 03 5 p2m 03
// /(52+22)sdsd6dz:// /s3+sz2d5d9dz
o Yo o o Jo o
27r s=3
// s + 3222> dodz
s=0
5 27
81
// 74_ z dfdz
o Yo

5

.81 11
—on [ 8L zdz—w(58+125~3): O5m.
A 2

Funksjonen

— )2 2 _
Ty =\/2]+25=35

ser ut som en fotballkjegle som star pd hodet, og skjaerer kuleskallet

Ty =1/1—2? —23 =V1—s?

is= 1/\/5 s volumet er

2 p1/V2  pV1-s2 2 p1/V2
/ / / sdzdsd@-/ / (\/1—82—8) sdsdf
o Yo s o Yo

21 p1/V2
:/ sV1—s2—s2dsdf
o Yo

27 1 1 811/\/5
:/ <—§(1 — 52>3/2 — 553> da
0

s=0

2r ) 1 2 1
:/0 _§<<1/2>3/ —1)—Wd9:3ﬂ(1—\/§).

P& grunn av oppgaveformuleringen sitter det et identisk volum pa undersiden av z;z,-planet -
kjeglen 23 > x2 + a2 er en dobbeltkjegle - s& korrekt volum blir

27 1/\/5 \/1782 4 1
2/ / / sdzdsd@zw(l—).
0 0 s 3 ﬂ

I kulekoordinater er det enda enklere: kjeglen er o < /4, sa den gvre halvparten er fozw f07r/4 j("]l r2 sin ¢ dr dy
2T (1 —cos T), jf. neste side.
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Ulikhetene 0 < x5 < 1 — /2% + a2 blir 0 < z < 1 — s i sylinderkoordinater. Denne kjeglen
star motsatt av den i forrige oppgave og skjarer x,x5-planet i enhetssirkelen. Siden x, > 0 er
kjeglen kappa i to langs et vertikalt plan gjennom midten av kjeglen, sa integralet blir

1 i 1—s 1 s 1 z=1—s
/ / / z8 sdzdﬁds—/ / (72252> dlfds
o “o Yo 0 Y0 2 2=0
1 s 1
:/ / —(1—5)?s? dfds
b o 2
1

:/ (1—3)252ds: 7T.
2 Jy 60

cosfsingy —rsinflsing rcosfcosp
lg’ (r,0,0)| = |sinfsing rcosfsing 7rsinfcosp|= —r?sinp,
Cos 0 —rsin @

s3 volumelementet blir 72 sin ¢ dr df dp. Minustegnet betyr bare at (7, 0, ) i denne rekkefglgen
er et venstrehandssystem; bytter du om p3 6 og ¢, blir determinanten positiv. Faktoren 72 sin ¢
er flateelementet til kuleskallet fra gkt 11 ganget med tykkelsen dr.

Massesenteret er gitt ved
///mlp(x) dz
Q

1@)@ ///Q rop(z) da
///ﬂ ///Q z3p(z) do

Vi tar den kvarte kula fgrst. En kvart enhetskule i kulekoordinater som ligger slik at o, > 0 og
5 > 0, beskrives av ulikhetene

0<r<1, 0<0<m 0<¢p<n/2

og siden massetettheten er konstant, kansellerer denne. P& grunn av symmetri vet vi at z;-

koordinaten er O:
1 pm pw/2
///xl dZL‘:/ / / 3 cos Osin® ¢ dp df dr = 0
Q o Jo Y
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samt at x,- og x3-koordinatene ma vaere like:

///m2 dx :///xg dx
Q Q

1 . pw/2

:/ / / 3 cos psin ¢ dp df dr
o Jo Yo
1 pm pw/2
/ / / r3sin 2p dy df dr
o Jo Yo
1 i

/ / r3 df dr
0 Yo

1
,r.3 :i,r, .
8

N | —

N

_7T
2

S—

Volumet til en kvart enhetskule er 7/3, s& vi kan nd beregne

slik at massesenteret sitter i (0,3/8,3/8). Dette skalerer selvfglgelig til vilkarlig radius, slik at
om radien er r er massesenteret i (0,3r/8,3r/8). For en attendels kule er det bare 3 bytte
ut 7 med 7/2 i integrasjonsgrensene for 6 og bruke at alle koordinatene ma vaere like, slik at
massesenteret sitter i (3/8,3/8,3/8). Samme med halvkulen, bruk symmetri og bruk 27 som
gvre grense i 6 og oppdag at massesenteret sitter i (0,0,3/8). Det er svaret pa oppgave 6 ogsa
- og lavere enn det halve kuleskallet i gkt 11, som har massesenter i hgyden 1/2, siden den
massive halvkula har mest masse nederst.

Her er det nok best 3 bruke sylinderkoordinater. Flaten x5 = \/x% + 23 — 4 blir 2 = V52 — 4 i
sylinderkoordinater, altsd s = v/4 + 22, s3 vi kan integrere oss langs s fra s = 0 til s = V4 + 22
innerst, og f3

VB p2m p/A+22 V5
1
/ / / sdsd@dz:ﬂ'/ 4+22dz:77\/57r.
0 0 0 0 3

Flaten er en hyperboloide med hals av radius 2 i 23 = 0 og radius 3 i 3 = /5, s3 volumet
ligger mellom 47y/5 og 97/, som det skal.

Nar o gar fra O til m, gér cos fra 1 til —1, sé likningen
r =4 —cos(p)

beskriver en slags litt paereformet sak i R?, med radius 3 pa toppen og 5 i bunnen. Det er nok
best 3 integrere seg fra 0 til denne flaten i r fgrst. Volumet blir

2w pm pd—cos 2 ™ 279
/ / / rzsincpdrdgodﬁzﬂ/ (4—cosg0)3singodgozi(54—34):Q,
o o o 3 U 6 3

der substitusjonen u = 4 — cos ¢ gj@r det siste integralet til j; u? du.
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GAMLE EKSAMENSOPPGAVER

Del D opp i smd bokser med sider h,, h, og hs. Hver boks sendes av g til en liten, litt skjev
bit av €, og til fgrste orden er g(x + hyey) ~ g(x) + h;0, g, sa biten er omtrent parallelle-
pipedet utspent av hlamlg, h28z29 og hgazsg. Volumet av et parallellepiped er tallverdien av
trippelproduktet, sa

volumet av biten ~ lé)wlg “0,,9 X 0y, 9| hyhyhs,

og summerer vi over alle boksene og lar dem bli sma, star vi med riemannsummen til integralet.
Trippelproduktet er determinanten til matrisen med de tre tangentene som kolonner, altsa
jacobideterminanten det ¢’ (x) - det er samme formel som i teksten over.

Kulekoordinatene g(r, 0, ) = r(cos @ sin ¢, sinfsin ¢, cos p)T sender boksen [0, R] x [0, 27) x
[0, 7] pa kula, og

dg cos 0 sin ¢ dg —sin 6 sin dg cos fcosp
— = | sinfsiny |, — =r| cosfsiny ) — =7 | sinfcosy |.
or 00 Oy .

Cos 0 —sinp

De tre star vinkelrett pd hverandre med lengder 1, rsin ¢ og r, sé trippelproduktet har tallverdi
r?sin ¢ (jf. oppgave 12), og

R pm 27 3
4
///d?J:/// 7’2Sing0d9dg0d7':2ﬂ'-2.R7:jR3'
Q o Yo Yo 3 3

Legg halvkula med den flate siden ned, 0 < ¢ < 7/2. Av symmetri ligger massesenteret pa
x5-aksen, den konstante tettheten kansellerer, og med x5 = rcosy er

R p7m/2 p27 1 4 4
///ffs dy:/ / / rcos¢r2sm<pd0d<pdr:27r.,.Riz@‘
Q 0 Y0 0 2 4 4

Volumet er 2mR3/3, s3 massesenteret er (0,0,3R/8)%, jf. oppgave 13. Lavere enn halvveis,
naturligvis - det er mest masse nederst.

Vi bruker samme parametrisering som for overflaten i gkt 11, men lar tverrsnittsradien variere:

(ry + scosp)cosd
9(3707 @) = (7’1 +SCOSS0) sin 6 ) (8767 QO) S [O7T2] x [07 27T> x [0727T)
ssin @
Tangentene
dg €08 (p cos 0 dg —sin 6 dg — si.n p cos 0
— = | cosysinf |, — =(ry+scosp) | cosh |, — =35 | —sinpsinf
ds | 00 Oy
sin ¢ 0 COS

stdr innbyrdes vinkelrett med lengder 1, r; 4+ scos ¢ og s, sd jacobideterminanten har tallverdi
s(ry + scos ) - polarkoordinater i tverrsnittet, ganget med hvor langt punktet reiser rundt
hovedaksen. Volumet er

To 2w 2w To
/ / / s(r, +scosp) dpdfds = 4n’r, / sds = 2m2r r3,
o Jo o 0

siden cos ¢ integrerer til null. Det er tverrsnittsarealet mr2 ganger veien 27r; tverrsnittets
sentrum reiser - samme regel som for overflaten.
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Den skrd siden er planet x; + x5 + 3 = 2, sa tetraederet er 0 < z3 < 2 — 2, — z, over
trekanten 0 < zy <2 —z, 0 <2 <2. Volumet er ¢ -2° = 2, og

2 22—z 2—x)—x 2 2
1 1 2 2_ 2
///ml dx:/ / / xq dfc3dx2d931:/ x1<7x1)dx1:f,
Q 0o J 0 0 2 3

saT; = % = % Av symmetri er de to andre koordinatene like, og massesenteret er %(1, 1,17

Det er gjennomsnittet av de fire hjgrnene - sentroiden til et tetraeder ligger alltid der, en
fierdedel av veien fra hver side til det motsatte hjgrnet, jf. oppgave 5.

Flatene skjaerer hverandre der 22 + 322 = 4 — 322 — 22, alts3 pa sylinderen 22 + 22 = 1, s3
Q) ligger over enhetssirkelskiven D, og hgyden er

(4—32% —23) — (23 +323) =4 (1 — 22 —23).

| polarkoordinater blir volumet

27 1 1
//4(1—43?—%%)61%:/ /4(1—52)sd8d9:27r-4-:277,
D 0 0 4

Rimelig: den maksimale hgyden er 4 over et areal pd m, og en paraboloide fyller halvparten av
sin omskrevne sylinder.

Den skr4 siden er planet gjennom (1,0,0)%, (0,1,0)7 og (0,0,2)7, altsd z5 = 2(1 — 2, — z,),
og over x;xy-planet star tetraederet pa trekanten 0 <z, <1 —x;, 0 < x; < 1. Massen er

1 pl-z; p2(l—z,—25)
///pdx = / / / (2 —x3) drgdry day
Q 0o o 0

1 1-z,
0 Y0

1

2

Wl N
| =
[\

Il
S~

Volumet er % -1-1-2= % sa gjennomsnittstettheten er 3/2, som er ngyaktig tettheten i

sentroiden (1/4,1/4,1/2)T: en linezer tetthet integrerer til verdien i sentroiden ganger volumet.



