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11 - FLATEINTEGRALER - LF

Avbildningen er linezer, sa den sender enhetskvadratet pa parallellogrammet utspent av kolonne-
ne (2,1,1)T og (1,2,1)7, med ett hjgrne i origo - en flat bit av planet gjennom origo som inne-
holder de to kolonnene. Normalvektoren er kryssproduktet (2,1,1)7x(1,2,1)T = (-1, -1, 3)7.

Sylinderskallet med radius 1 og hgyde 1 rundt x5-aksen, uten lokk og bunn: € tar deg rundt, 2z
tar deg opp.

Enhetskuleskallet. @ er lengdegraden og ¢ vinkelen ned fra nordpolen, s& ¢ = 0 er nordpolen,
@ = /2 ekvator og ¢ = m sydpolen.

Hvis vi tenker at kuppelen star vertikalt slik som pa en typisk bygning, kan vi bruke p som
radius i hgyden z og gjgre noe slikt:

p(2) cos B
9(0,2) = (p(z) sin@)

med definisjonsmengde [0, 27) x [1/10, 1]. Vi begynner i z = 1/10 fordi p er negativ pa [0, 1/10).
| z=1/10 er p = 0, sa kuppelen stdr pa en spiss, buler ut til radius p ~ 1.93 ved z ~ 0.28 og
smalner s av til en spiss i z = 1. Snu den om du vil ha spissen opp - bytt z med 1 — z.

Funksjonen i oppgave 1 er en linexravbildning, sa flateelementet er konstant, og du ganger
bare arealet av definisjonsmengden med

13- OHE-

og vips sa har du arealet av flaten. For sylinderflaten beregner vi

—sind 0
=] cos® | x|0]||=Vcos20+sin?6=1,

99 99
Ox, Oz,

dg _ 0Og
20~ 0z

0 1

sa arealet blir

27 1
/ / dzd0 = 2m.
0 0

Parametriseringen til enhetskuleskallet er
cos fsin ¢
g(0,p) = | sinfsingp | .
cos
Tangentvektorene er

99 —sinfsin g dg cos 0 cos

—(0,p) = | cosBsingp og ——(0,¢) = | sinfcosp

00 0 Oy .
—sing
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slik at flateelementet blir

= sin .

‘890 a0

Denne er strengt tatt null pd nord- og sydpolen, men det gar bra. N3 er det bare 3 integrere:

T 27
//dS:/ / sin p dfdy = 4.
b 0 o0

Er radien r, justerer vi bare parametriseringen slik:
rcosfsin ¢
g(0,0) = | rsinfsing
rCOS

og regner likeledes ut at

™ 2T
— —r2sin<p og //dS:/ / r?sinp d0dp = 4mr?.
8@ 89 - b Jo

Kuppelen er en rotasjonsflate, og for g(f, z) = (p(2) cos B, p(z)sinf, z)T er

)
—sinf p’(z) cos 6 cos
99 . 99 )
=p(z)| cos@ | x| p'(z)sinf p(z) | sin@ |,
%" o ( 0 ) ( 1 ) (—p’(z))

sa flateelementet er p(z)\/1 + p’(2)? og arealet

27
/ 214 p'(2)? dfdz = 2r p(2)\/1+p'(2)? dz ~ 24.3.
1/10

1/10

Formelen er den gamle for rotasjonsflater - omkretsen 2wp ganger buelengdeelementet /1 + p’2 dz
-og med p’(2) = 40(2—1)*+4(402—4)(2—1)? er integralet et tilfelle for numerisk integrasjon.

@ Parametrisering for et kuleskall med radius 9 er
9cosfsin
g(0,¢) = | 9sinfsinep |,
9cos ¢

men vi ma finne en fornuftig definisjonsmengde. Dersom x5 = 2, er ¢ = arccos2/9, sa
definisjonsmengden blir [0, 27) x [0, arccos 2/9], og arealet blir

27 parccos(2/9)
//dS:/ / 81siny dpdf =27 -81- (1 —2/9) = 1267.
z 0 0

Det er 2rRh med R = 9 og hgyden h = 7 pa kalotten - Arkimedes' gamle formel: arealet av
et kulebelte avhenger bare av hgyden, ikke av hvor pé kula det sitter.

La oss ga for det ideelle gasslovtaket, det blir mer enn komplisert nok. Taket er gitt ved
f(z) = xyx4 over den kvarte ellipseskiven med halvakser 4 og 3, sa en fin parametrisering er

4r cos
g(r,0) = 3rsind ,
1272 cos fsin @
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med definisjonsmengde [0, 1] x [0, 7/2]. Flateelementet blir

9 9 4cosf —4rsin 6
I« Y| = 3sin 6 X 3rcosf = 127“\/1 + 1672 cos2 6 + 9r2 sin? 6.

or 09 12rsin 260 1212 cos 26

Jeg ma innrgmme at jeg ikke gadd & beregne kryssproduktet over; jeg brukte en annen formel.
Dersom flaten X faktisk er grafen til et skalarfelt f, er

g(x) = ( w; )
f(z)

en finfin parametrisering, og flateelementet blir
1 0 5 5
=l 0 |x]| 1 :\/1+(8x1f) +(0,,1)"
Oy, f Oy, f

Sett opp denne og bytt koordinater slik som i gkt 9 og vips sa har du flateelementet. Arealet
av taket blir

99 99
Ox; Oz,

1 pw/2
/ / 12r/1 + 1672 cos? 0 + 9r2 sin® 0 d dr ~ 24.3,
0o o

som ikke er helt godt & beregne for hand, men trivielt med numeriske metoder. Vekten er
massetettheten ganger dette. Til sammenlikning er grunnflaten 37 = 9.4, s& taket er over
dobbelt s stort som skyggen sin - det er bratt ute ved hjgrnet, der |V f| = |z| = 4.

Overflatearealet til det halve enhetskuleskallet er 27, og massesenteret blir
pf027r f07r/2 cos fsin? ¢ dy db

0
pfo%foﬂmsinﬁsinzgodcpdﬁ :( 0 )

27 /2 . 1/2
pj(; fo cos psin g dy df

1
2mp

Halvveis opp, altsa - hgyere enn den massive halvkula i gkt 12, der massesenteret ligger i 3/8,
siden skallet har like mye masse i hvert hgydebelte.

La oss si at radien er r. Vi beregner

5 P —rsin 6 0 7 cos 0
a—Zxa—g: rcosf | x| 0| =1 rsind |,
z 0 1 0

som peker rett ut fra aksen, og delt pa r er den en enhetsvektor. Dersom du tenker at sylinderen
har en topp og en bunn pa konstante verdier av z, kan du parametrisere disse enkelt. La oss si

at bunnen eri z =0, da far du
Ty
g(xy,29) = | 29
0
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og du kan selv sjekke at normalvektoren blir
0
e,==+10
1

alt etter hvilken vei du ganger sammen tangentene - utnormalen er —e5 i bunnen og e; pa

toppen.
—sinfsin g cos 6 cos ¢ —cosfsin? o
cosfsing | x | sinfcosy | = | —sinfsin?¢ |,
0 —sing — sin @ cos ¢

Vi beregner
a nei a nei det ble visst inn-normalvektor. Vi prgver igjen med mere hell:

cosf cos p —sinfsin g cos fsin? ¢
sinfcosg | x | cosfsing | = | sinfsin® ¢ | =sing g(8, p).
—sing 0 sin ¢ cos ¢

Utnormalen til enhetskula er altsd e,, = g, posisjonsvektoren selv, og pa en kule med radius r
er den z/r.

La oss ta et tetraeder () i fgrste oktant begrenset av koordinatplanene og et skratt plan som

skjaerer koordinataksene i (1,0,0), (0,2,0) og (0,0,3). En parametrisering for det skré planet
er for eksempel

1
g(zy,m5) = Lo
3 - 3«%‘1 - 3.’1:2/2
og utnormalvektoren blir

1 0 3
aagx({fg:(())x(l>:(3/2).
192 o3 ~3/2 1

Parametriseringer for de andre flatene er for eksempel

9(wy,25) = (372)
0

Ty
g($1,$3) = O
L3

for den i x,x4-planet og

for den i z; x5-planet og sa videre, med utnormaler —e;, —e, 0g —e; - pass pa at kryssproduktet
peker ut av tetraederet og ikke inn.

Vi kan lage parametrisering for en smultring ved & se pé fglgende figur:
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X

Co$ O
g(ué
o

A

Setter vi sammen en linecerkombinasjon av disse slik:
cos 6 cos ¢ cos ¢ (ry + rycosyp)cosf
g(0,0) =1y | sinf | +ry | cospsingd | = | (r; +rycose)sind
0 sin ¢ o sin ¢

blir bildet av [0,27) x [0,27) under g en smultring dersom 7, < r;:
https://en.wikipedia.org/wiki/Torus
Tangentene er

P —sin6 9 —sin @ cos 6
a—‘g = (ry +rycosp) | cosf og 8—9 =71, | —sinpsin |,
0 v Cos @
og kryssproduktet er
99 g cos ¢ cos 6
— X == =71y (r; +r9co8¢) | cospsinb |,
00 Oy sin

altsd den andre vektoren i lineeerkombinasjonen over ganget med en positiv skalar: utnormalen
peker rett ut fra tverrsnittets sentrum, som den skal.


https://en.wikipedia.org/wiki/Torus
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Vektorfeltet er

La €2 veere sylinderen fra oppgave 9. Vi ma regne ut

//f-endS:/ f.ends+/ f-end8+// fre, dS.
oQ Te Bunn Sylinderskall

opp
De to fgrste integralene er null siden f star ortogonalt pa utnormalvektorene pa topp og bunn,
jf. oppgave 9. Fluksen ut sylinderflaten blir ogsa null, men det far vi nesten beregne, la oss si
at radien er r og hgyden h:

27 h
// f-e, dS:/ / zrcosf dzdf = 0.
Sylinderskall 0 0

Det som strgmmer inn pa den ene siden strgmmer ut pa den andre. Slik gar det for kula ogsa:
f-e, = x3x; = cospsingcosf, og cosf integrerer til null over en runde. For tetraederet i
oppgave 11 er f - e, null pd de to koordinatplanene z, = 0 og x5 = 0, sd bare planet z; =0
og det skra planet teller. Gjennom planet x; = 0, med utnormal —e,, er fluksen

over trekanten z,/2+4x5/3 < 1, som har areal 3 og tyngdepunkt i hgyden =5 = 1, og gjennom
det skr3 planet, der f-(3,3/2,1) = 325 og 23 = 3 — 32, — 325/2, er den

over trekanten x; +x,/2 < 1, som har areal 1 og tyngdepunkt der x5 = 1. Begge ganger brukte
vi at en lineer funksjon integrert over en trekant er arealet ganger verdien i tyngdepunktet.
Summen er null. Smultringen gar pa samme mate som kula, f - e, = rysin@cosycosb, og
cos 6 integrerer til null. Alle disse integralene lar seg fint beregne, men det finnes et triks for 3
finne ut av det raskere. Dette trikset kalles divergensteoremet: fluksen ut av €2 er integralet av
V- fover (), og herer V. f =0, xg=0.Vi kommer tilbake til det.

Coulombfeltet fra en punktladning ¢ plassert i origo er:

q = q 1 xl
E(z) = — = x
3 3/2 2
4re, || Ameo (22 4 22 + a2) / v

og parametriseringen til et kuleskall med radius 7 er

rcosfsin
9(0,0) = | rsinfsing | .
7 COS
Tangentvektorene er

9 —rsinfsin @ 9 rcos 0 cos ¢

—9(9, ¢)=| rcosfsing og —9(0, ¢) = | rsinfcos

00 0 oL .
—rsing
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slik at utnormalvektoren blir (merk rekkefglgen p& faktorene slik at vi far ut- og ikke inn-
normalvektor)
99 dg L C?SQS.IDQO
X == =r°sinp | sinfsiny | .
Ao 00
cOoS

Sa beregner vi

g 1 rcosfsin @
E(g(0,¢)) = Tre 13 rsinfsing | .
0 7 COoS

Til slutt er det bare & integrere:

r p2m 1 rcosfsin cos fsin
//E'en dS:/ / 1 — | rsinfsing | - r?sin ¢ | sinfsin g dfdy
5 0 Jo Amegr

7 COS Ccos

2m
/ cos? fsin® ¢ + sin? Asin® p + cos? @ sin p df dy
0o Yo

- 47T60
27
/ / sin® o 4 cos? psin p df dyp
47T€0 o Jo
27 q
/ / sinp dfdp = —.
47T€0 o o €0

Svaret er uavhengig av r - det er Gauss’ lov.
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GAMLE EKSAMENSOPPGAVER

Grafen til et skalarfelt av to variable parametriseres av seg selv:

1 0 -1
oo G s ()-(0)-()
Ty + 2, +4 Oz, " Oy 1 2 1

s& flateelementet er /6 overalt - grafen er et plan, og et skratt plan er /1 + |f’|2 ganger
stgrre enn skyggen sin. Arealet er derfor v/6 ganger arealet av D. Med y; = (2, + 2,)/v/2 og
Yo = (z; — 29)/V/2 (en rotasjon, jf. oppgave 34 i gkt 9) er D ellipsen y7/2 + 2y3 < 1 med
halvakser v/2 og 1/+/2, altsa areal mv/2 - 2 =T, og

/ dS = V6.

Holder du z, fast og lar x; variere, tegner g en kurve p3 flaten, og dg/0x, er tangenten
til den kurven. Likeledes er 0g/0z, tangent til kurvene der x, er fast. Begge ligger altsa i
tangentplanet til flaten, og kryssproduktet star normalt pa begge, og dermed pa flaten. Delt
pa sin egen lengde blir det en enhetsnormalvektor, forutsatt at ingen av tangentene er null og
at de ikke er parallelle - hvilken vei den peker bestemmes av rekkefglgen i kryssproduktet.

Fluksen gjennom flaten er hvor mye av f som gar gjennom den, altsd normalkomponenten
f - e,, integrert over flaten. Flateelementet er dS = ‘@Clg X 61,29‘ dz, sa

//Zf-endSz//Df(Q(ﬂs ‘zrlzxz%z‘ 10,9 % 0,,4] dﬂs—//f (0,9 % 0,.9) dz

Lengdene kansellerer, sa vi trenger aldri & normalisere.

Coloumbfeltet er

qg =z
E(x) = —
(@) drey |z|3’
og kuleskallet parametriseres ved
cos fsin ¢ P 9
g(0,9) = R | sinfsing |, a—gxa—ngsingpg,
Cos ¢ v

der kryssproduktet peker utover (jf. oppgave 10). Pa skallet er £ = 4;160 55, 0809-9= R?, s3

T p27 T 27
//E-endS:/ / ? %~Rsingogd9dg0: a / / singod@dcpzi.
5 b Jo A R amey Jy €0

Feltet avtar som 1/R? og arealet vokser som R?, s3 fluksen er uavhengig av R - det er Gauss'
lov, og det er derfor 1/7? er den eneste kraftloven som passer med bevaring av feltlinjer.

Del D opp i sma rektangler med sider h; og h,. Hvert rektangel sendes av g til en liten, litt
buet bit av flaten, og til fgrste orden er g(z + hye;) ~ g(x) + hy0, g og tilsvarende for z,, s3
biten er omtrent parallellogrammet utspent av hlﬁrlg og hzﬁng. Arealet av et parallellogram
er lengden av kryssproduktet, s

areal av biten ~ |Gzlg X 6129‘ hihg,
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og summerer vi over alle rektanglene og lar dem bli sma, star vi med riemannsummen til
ffD ‘8%9 x 0, g|dx. Faktoren ‘@Clg X 83029‘ spiller samme rolle som jacobideterminanten i
gkt 9 - den sier hvor mye g strekker sm3 arealer.

Kula med radius r parametriseres ved g(6,¢) = r(cos@sin o, sin@sinp, cos)? pa [0, 27) x
[0, ], med

—sin #sin cos  cos
ag . . ¥ 89 o . v 89 ag 2o
— = cos fsin ¢ , —= = sinfcosy |, — X ——| =r"sinp,
00 0 Oy . 00 Jyp
—sing

siden kryssproduktet er —rsin¢ g og |g| = r. Arealet er

27
/ / r?sin ¢ df dp = 27r? [— cos el = 4712,
0o o

Faktoren sin ¢ er breddegradseffekten: rutene i rutenettet er brede ved ekvator og smale ved
polene.

La 6 vaere vinkelen rundt smultringen og ¢ vinkelen rundt tverrsnittet. Sentrum av tverrsnit-
tet ligger i r;(cos®,sin®,0)T, og tverrsnittet er en sirkel med radius r, i planet utspent av
(cosf,sin6,0)T og e, s3

(ry +rycosy)cosb
g(0,0) = | (ry +rycosp)sing |, (0,¢) €[0,27) x [0, 2m).
75 Sin @
Tangentene er

—sind —sin ¢ cos 6
@:(7‘1 +rycosg) | cosé og @:7‘2 —sinpsing |,
o 0 ¢ cos

12

som stdr vinkelrett p& hverandre med lengder r; + 1, cos ¢ og 15, sa flateelementet er ry(r; +

75 COS Q) OF o
// ds = / / 1o (r] + 19 cos @) dpdf = 4m3r vy,
b 0o Jo

siden cos ¢ integrerer til null over en hel runde. Det er omkretsen av tverrsnittet, 27r,, ganger
veien sentrum av tverrsnittet reiser, 27, - utsiden av smultringen er strukket akkurat like mye
som innsiden er klemt sammen.

Som i gammel eksamensoppgave 1 er flateelementet til grafen til et plan konstant,
0,9 % 0,9 =(1,0,2)" x (0,1,1)7] = |(=2,-1,1)7| = V6

og € er en sirkelskive med areal 7, s& arealet er /6.

Vi bruker kulekoordinatene g(6,¢) = (cosfsinp, sinfsing, cosp)l med 6,9 € [0,7/2] og
dS = sinp df dp. Arealet er en dttendedel av 47, altsd 7/2, og massesenteret er

/2 /2
/ cos 6 dﬁ/ sin? ¢ do
5 5 0 /2 o [ 17/4 1/2
- de:— / 51n9d9/ sin?pdp | == 1-7/4 =1 1/2
Tz T\ n/2-1/2 1/2

/2
/ d9/ cos @ sin ¢ dy
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Massesenteret ligger pa diagonalen, som det ma av symmetri, i avstand /3/2 fra origo - godt
innenfor skallet. Sammenlikn med oppgave 8: det halve skallet har massesenter i hgyden 1/2,
og attendedelen er bare tre kopier av det samme tallet.

Utnormalen til enhetskula er e,, = x selv, s fluksen er

//f-de—//(wal—xlmg—i-x%)ds—//a;% ds
b b b
/2 /2
—/ / cos? ¢ sin p do df =
0 0

De to fgrste komponentene av f er en rotasjon om x5-aksen, som er tangentiell til kula og ikke
bidrar. Sjekk: over hele kula er [[23dS = % [[ |z[*dS = “F av symmetri, og en 3ttendedel
av det er 7/6.

1
3 6

o

Grafen parametriseres ved g(z) = (71, 25,27 — 23 + 1)T over enhetssirkelskiven, med opp-
overnormal
1 0 —2z
0 0 !
8i X 8—g = ( o |x| 1 |= ( 21,
o9 21, —2x, 1
Pa flaten er h = (—24,71,2(2% — 22 + 1) + 1)7, 53
h - (axlg X 8x2g) = 22,Ty + 2017y + 203 — 223 + 3 = daywy + 2 (23 — 23) + 3,

og over enhetssirkelskiven integrerer bade x,x, og 2?2 — x5 til null av symmetri, s& fluksen er

//de:?nr.
Q

De to fgrste komponentene i h er en rotasjon om zs-aksen, og det den skyver inn pa den ene
siden av sadelen, trekker den ut pa den andre; bare den vertikale komponenten 2z + 1 teller,
og den er i gjennomsnitt 2 -1+ 1 = 3 over flaten, jf. gammel eksamensoppgave 4 i gkt 9.



