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10 - FUNKSJONER AV FLERE VARIABLE Il - LF

Vi har 9, f = 3, s
f,<‘r) = (617ﬁ27"‘7/6n) = /BT og V=5

Strengt tatt er dette et spesialtilfelle av neste oppgave, med A = 37, men en morsom fun fact
kan vel ikke fremsies for ofte.

Komponent nummer k er fi(x) = > ayx;, s& 9, fi, = aj og
f@) = A

Dette er det fgrste av mange pene eksempler pd at regneregler du kjenner fra envariable
funksjoner generaliserer pent til flervariable dersom du setter inn matrisemultiplikasjon overalt
der det er vanlig multiplikasjon i regelen du kan fra fgr.

Med s =z, + x, er

1 0
-1 -1 0
fflx)y=12s 2s o "(z) = .
(0 1) & 9 ( 11 1)

Jacobimatrisen til f er 3 x 2 og jacobimatrisen til g er 2 x 3: like mange rader som komponenter
og like mange kolonner som variable.

Siden g,(2) + go(2) = 23, er

1 0 -1 —1 0
’ -1 -1 0
(fog) (2)=["(9(2)g'(2) = | 225 2z =0 0 2z,

og med s =2, + x, er

1 0
/ , o8 (—1 =10 _(—1—-2s —2s
(g2 1) <m>=g<f<x>>f<as>—(1 X 1) (205 218)—(1+25 1+25)-

Du kan dobbeltsjekke ved 3 sette sammen funksjonene fgrst: f(g(2)) = (—2; — 25, 23, 21 + 25 + z3)T

og g(f(z)) = (—z; — (my + 29)%, 2y + (z; +25)? + $2)T. Den fgrste er en 3 X 3-matrise og
den andre en 2 X 2-matrise.

Denne oppgaven ser tilforlatelig ut, men peker frem pé en veldig viktig ting, spesielt for de som
skal laere elektromagnetisme. Vi partiellderiverer og far

1
0y u(w) =0 =— adt

TVl tad a3l (2?4 a3 +a2)Y

og tilsvarende for x4 og x5, slik at
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Dette er en vektor som alltid peker rett inn mot origo, mot lyset, og lengden er 1/|z|?. Niva-
flatene er kuleskall sentrert i origo med radius 1/C, siden likningen

u(x):;:(}’

Vi + a3+ 23

/ 1

@ Heliksen er z(t) = (cost,sint,t)". Vi er interessert i funksjonen

kan skrives om til

1 1 1
()] eos?t +sint+t2  VI+HEZ

Denne er det bare & derivere med hensyn pa ¢, og fa

t
gt =,
(1+12)°?
eller bruke kjerneregelen og forrige oppgave og fa
—sint
t,sint,t t
g ) =u (x(t))z(t) = —% cost | =———7p,
(1+1¢2) 1 (1+412)

som selvfglgelig blir det samme. Fluen kjgler seg ned mens den flyr oppover.

Vi deriverer 9, u = —x,,/|x]® en gang til. De rene dobbelderiverte er

N T P

(de blandede er 0, 0, u = 3z,2,/|x|°, men dem trenger vi ikke), og legger vi sammen de tre
rene, far vi

3 3 + 23 + 23
|z [? >

utenfor origo - u er harmonisk der. P3 matriseform er hessematrisen

Au = — =0

3zal — |z|?1

" __

x>
og Au er sporet: 3|z|? — 3|z|?> = 0. Tallet 3 er dimensjonen - i planet er det In|x| som er
harmonisk, ikke 1/|x|. Det er derfor 1/|z| dukker opp som potensialet rundt en punktladning:
coulombpotensialet V' = —L—u er harmonisk overalt unntatt der ladningen sitter, og det elekt-
riske feltet £ = —VVer dermed kildefritt utenfor origo. Vi kommer tilbake til det senere i
gkten.
Fra oppgave 5 er Vu = —x/|z|3, s&
x 1
=1 2 __ 1 gy=—vv, V=L

" dmey |xf3 d7e,, dreqy ||’
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Coulombfeltet er minus gradienten til u, opp til konstanten ¢/4me,, og V er coulombpotensialet
- spenningen fra punktladningen. Alt vi fant ut om u oversettes direkte: nivaflatene til u er
kuleskall om ladningen, sa det er ekvipotensialflatene ogsd, og FE star vinkelrett pd dem og
peker fra hgyt til lavt potensial, rett ut fra ladningen; |Vu| = 1/|z|? er invers-kvadrat-loven;
og Au = 0 fra oppgave 7 sier at V er harmonisk utenfor origo, som er Gauss' lov V- E =0
tomt rom - mer om det i gkt 13. Fysikeren snakker om feltet F og potensialet V, matematikeren
ser Vu og u. Minustegnet er konvensjon: feltet skal peke nedover i potensialet, slik varmen
strgmmer fra det varme stearinlyset og utover.

Vi later som om V er en vanlig vektor og regner ut prikk- og kryssproduktet med f, med den
regelen at en partiellderivert virker pa det som star til hgyre for den:

Os, f1
Vof=10, | | fo|=0,f1+0,,[o+0,,fs
O, 3
og
0y, fi Oy, S = 0, o
Vo f= |0, | x| fa|=|0m/1—0s/
O, [ 0y, f2 — O, i

Det fgrste er et skalarfelt og det andre et vektorfelt, og begge er satt sammen av de ni
partiellderiverte i jacobimatrisen: divergensen er summen langs diagonalen, altsé sporet, mens
rotasjonen er de seks utenfor diagonalen parvis trukket fra hverandre - det som overlever nar du
trekker den transponerte fra V f. Er jacobimatrisen symmetrisk, er rotasjonen null. Rekkefglgen
er ikke likegyldig, for V deriverer alt som star til hgyre for seg: f -V er ikke et tall, men en ny
operator f,0, + f,0, + f30,, som venter pd noe & derivere.

Her er f(z) = x, sa jacobimatrisen er identitetsmatrisen:
V=1 V-of=1+1+1=3 Vxf=0.

Divergensen er sporet til jacobimatrisen, og sporet til I er 3. Feltet peker rett ut fra origo
overalt, sd det er ren ekspansjon og ingen rotasjon - tenk en gass som utvider seg jevnt i alle
retninger. At divergensen ble akkurat 3 er ingen tilfeldighet: det er dimensjonen. | planet ville
det samme feltet hatt divergens 2.

N3 er
010 -1
Vf=10 0 1 V-f=0 Vx f=|-1
1 00 -1

Divergensen er null fordi diagonalen i jacobimatrisen er null: hver komponent av f avhenger
bare av andre variable enn sin egen. Rotasjonen regner vi ut rett fra formelen, for eksempel

am2f3 - aa:3f2 = 8x2x1 _613373 =0—1= —1,

og de to andre komponentene gar likedan.
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Dette er den andre sykliske ombyttingen, og alt snur fortegn:

00 1 1
vVi=|[1 0 0 V- f=0 Vxf=]1
010 1

Matrisen i denne og forrige oppgave er transponerte av hverandre, og siden divergensen bare
ser diagonalen mens rotasjonen bare ser den antisymmetriske delen, fér de samme divergens
og motsatt rotasjon. Legg merke til at rotasjonen peker langs (1,1,1)7. Det er ikke tilfeldig:
begge disse matrisene er ortogonale med determinant 1, altsa rotasjoner pa 120 grader, og de
roterer nettopp om diagonalen (1,1,1)%, som er den eneste retningen en syklisk ombytting lar
veere i fred.

00 1
Vi=|01 0 V.of=1 V x f=0.
100

Her er jacobimatrisen symmetrisk, og da ma rotasjonen bli null, for rotasjonen plukker ut
nettopp den antisymmetriske delen. Symmetrisk jacobimatrise er ogsa et varsku om at feltet
er en gradient, og ganske riktig er

2
sz(xlxg-i-x;).

Sammenlikn med oppgave 17: gradientfelt roterer aldri.

00 1 0
Vi=10 0 0 V-f=0 Vxf=]1
000 0

Divergensen er null - vann er inkompressibelt, det hoper seg ikke opp noe sted. Men rotasjonen
er ikke null, og dette er verdt & stoppe litt ved, for det er her de fleste gar i baret fgrste
gang. Strgmlinjene er jo helt rette: alt vann beveger seg pent i z;-retningen og svinger ingen
steder. Likevel roterer feltet. Grunnen er at vannet lenger oppe gar fortere enn vannet lenger
nede, sd slipper du et lite skovlhjul ned i strgmmen, far det mer futt pa oversiden enn pa
undersiden og begynner & spinne. Rotasjon handler om lokal skjaerspinn i vaesken, ikke om
hvorvidt strgmlinjene krgller segE]

Skriv k = ﬁ og r = |z|, slik at f(z) = k5. Siden 9, r = 7%, er

g %0y 3mT

i3 r3 rd ’

altsd ) 5
_ T

Denne er symmetrisk, s V x f = 0 med en gang, og det matte den vaere, for

1
f=—kv-
T

Thttps://en.wikipedia.org/wiki/Vorticity


https://en.wikipedia.org/wiki/Vorticity

TMA4420

er en gradient. Divergensen er sporet, og siden tr I = 3 og trxz? = |z|? = 72, blir

3 3r?

Vf:k<3—5>:0 fOr.T?éO.
r r

Dette er hele poenget med coulombfeltet: det har ingen kilder noe sted unntatt i origo, der

ladningen sitter, og der er feltet ikke definert i det hele tatt. Regner man litt mer forsiktig,

i distribusjonsforstand, finner man at V - f er en diracpuls i origo med vekt ¢/¢,, og det er

nettopp Gauss' IovE]

V- (V) =0; f+0; f+0; f=Af,

altsd laplaceoperatoren, som du kjenner fra fgr. Divergensen av gradienten: fgrst finner du
hvilken vei det baerer nedover, sa spgr du om det pilene peker pa sprer seg eller samler seg. Er
Af > 0i et punkt, ligger f lavere der enn i nabolaget rundt.

Denne blir null:

8128x3f - 81‘38302
Vx(VH=|0,0,f—2,0,f|=0,
0,0, f — 0,0, f

for blandede annenderiverte er like uansett rekkefglge s& lenge f er to ganger kontinuerlig
deriverbarE] Fysisk sier dette at et gradientfelt aldri virvler. Et kraftfelt som er en gradient kalles
konservativt, og det er nettopp derfor du ikke kan bygge en evighetsmaskin av tyngdekraften:
du kommer aldri rundt en Igkke med netto arbeid.

Her skjer det ikke noe magisk - dette er bare et vektorfelt:

O, (Ouy 01 + 02,95 + 0y, 95)

V(V-9)= | 0, (90,91 + 0z, 90 + ;93

O,y (Ouy 01 + 02,95 + 0y, 95)
Legg merke til at dette ikke er Ag: her deriverer vi g, og g5 med hensyn pa z; i fgrstekompo-
nenten, mens Ag bare deriverer g; der. De to henger likevel sammen, og forbindelsen kommer

i oppgave 20. Tolkningen er grei nok: V - g méler hvor det er kilder, og gradienten av det peker
mot der kildene blir sterkere.

Vi tar rotasjonen fgrst,

81‘293 - axS.gQ
V X 9= 8m3gl - amlg3 )
8gc192 - 8x291

Zhttps://en.wikipedia.org/wiki/Gauss's_law

3Dette er Schwarz' (eller Clairauts) teorem, og det er ikke gratis: for funksjoner som ikke er pene nok spiller
rekkefglgen faktisk en rolle.
https://en.wikipedia.org/wiki/Symmetry_of_second_derivatives
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og sa divergensen av den:

V- (V xg) =0, (0,,05—0,,95) + 0y, (0,01 — 0y, 93) + 0y, (00,9 — 001

(amlaxQ.gS - am28xlg3> + <8x26x391 - 8x3@m291> + (amgaxng - am10x392>

0.

| det andre steget sorterte jeg de seks leddene etter hvilken komponent av g de deriverer, og
da star de parvis som blandede annenderiverte i motsatt rekkefglge. Slike er like, jf. oppgave
17, sa alt kansellerer.

Dette er tvillingen til oppgave 17. Begge sier egentlig det samme: nabla “kryssa med seg selv”
gir null, akkurat som a x a = 0 for en vanlig vektor, og det er bare symmetrien i de blandede
deriverte som far det til 3 ga opp.

Fysisk sier V- (V x g) = 0 at et rotasjonsfelt hverken har kilder eller sluk - feltlinjene lukker seg
om seg selv. Det er hele grunnen til at magnetfeltet tilfredsstiller V - B = 0: man kan skrive
B = V x A for et vektorpotensial A, og da fglger det gratis at det ikke finnes magnetiske
monopolerE] Det omvendte holder ogsd pa snille omrader: er V- F = 0, sa finnes det en A
med F' =V x A.

Denne er den eneste av de fem som ikke kollapser til noe kjent, men den lar seg skrive om. Vi
tar fgrstekomponenten. Med ¢ =V x g er

(Vxc), =0,,c5—0,.¢

:8552 (8zlg2 - angl) - azs (azS.gl - 8cnlg3>

=0,,0,,95 + 0, 0,95 — 037,91 — 8%391.

Ty Lo 1 T3

N3 legger vi til og trekker fra Eﬁlgl, som er det eneste leddet som mangler for & fa to pene
grupper:

(Vxe), =0, (0,,01+0,,90+0,,95) — (02, + 02, + 2, ) gy

=(V(V-9), —(Ag), .
De to andre komponentene gar helt likedan, s
Vx(Vxg) =V(V-g) —Ag.

Dette er antakelig den mest brukte vektoridentiteten i all fysikk. Tar du rotasjonen av Faradays
lov og setter inn Amperes lov, er det ngyaktig denne som gjgr Maxwells likninger om til
bglgelikningen og forteller deg at lys finnes.[ﬂ Merk ogsé at den kan brukes baklengs som en
definisjon av Ag for vektorfelt i andre koordinatsystemer enn det kartesiske, der “komponentvis
laplace” ikke er s& uskyldig som det ser ut.

Tiden er bare en parameter for nablaoperatoren, sa

. T
f=x3 og Vi=1| =
t

“https://en.wikipedia.org/wiki/Magnetic_vector_potential
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_wave_equation


https://en.wikipedia.org/wiki/Magnetic_vector_potential
https://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnetic_wave_equation

TMA4420

| tomt romer V- E =V -B = 0. Ta rotasjonen av Faradays lov og bytt rekkefglge pa tids- og

romderivasjon:

1

vaxm:—vXB:4vam=—§E

der vi satte inn Amperes lov til slutt. Venstresiden er V(V - E) — AE = —AF etter oppgave
20, sa )
E = c2AE.

For B tar vi rotasjonen av Ampéres lov og setter inn Faradays:

?V x (Vx B)=0,(V x E) =—B, c?V x (V x B) = —c?AB,

altsd B = ¢2AB. Hver komponent av begge feltene tilfredsstiller bglgelikningen med farten ¢
- og c var i utgangspunktet bare konstanten i Amperes lov, malt med spoler og kondensatorer.
At den stemte med lyshastigheten var Maxwells store gyeblikk.

Siden Veilk#—wt) — jfeilka—wt) o5 g eilhr—wt) — _j,eikz=wt) yirker nablaoperatoren som
tk og tidsderivasjonen som —iw pa slike bglger. De to divergenslikningene gir da

sd bade E, og B, stdr vinkelrett pd bglgeretningen k. Faradays lov gir
1
ik x By = iwB, altsa By = —k x E,,
w

og et kryssprodukt star vinkelrett pa begge faktorene, sa B, L E,. Dermed er E,, B, og k
innbyrdes ortogonale. Amperes lov gir tilsvarende c?k x B, = —wE|,, og setter du inn uttrykket
for B, og bruker BAC-CAB, st3r det c?|k|> = w?: bglgen reiser med farten w/|k| = ¢, og
|By| = | Ey|/c. Kryssproduktet E' x B peker langs k og kalles poyntingvektorerﬁ - den sier
hvor energien i bglgen er pa vei.

Vi deriverer den fgrste likningen og far
1
oOV-E=—0,p
€o

og tar divergensen til den siste likningen og far
1
0=V-0,E+—V-J.
€o

Hvis vi antar at det er greit & bytte rekkefglge pa tidsderivert og divergens, kan vi sette den
fgrste likningen inn i den siste og se at

p+V-J=0.

De to divergenslikningene, Gauss' lov og Gauss' lov for magnetisme. Ta divergensen av Faradays
lov:
0=V-(VxE)=-0,V-B,
sd V - B er konstant i tid - er den null i starten, forblir den null. Ta divergensen av Ampéres
lov:

1
0=V (VxB) =9V -E+=V-J,
0

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Poynting_vector
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og siden ladning er bevart, p + V - J = 0 stér det

8, (V-E—p> — 0.

€0

Gjelder Gauss’ lov i ett gyeblikk, gjelder den altsd for alltid. De to rotasjonslikningene styrer
hvordan feltene utvikler seg i tid, og divergenslikningene er bare krav til starttilstanden - de blir
med pa lasset gratis. Det er derfor Maxwells likninger, som ser ut som &tte likninger for seks
ukjente, ikke er overbestemt likevel.

Tre meter ganger ti newton blir tretti newtonmeter eller joule som vi sier. Massen til tingen er
uvesentlig.

S3 da blir det tre meter ganger ti newton ganger cosinus til fgrtifem som er en pa roten av to.

Lett! Arbeidet den magnetiske kraften gjgr pa partikkelen langs banen IT" fra x(a) til 2(b) er

b
/q(va)-ds:q/ (vx B)-vdt=0,
r a

siden et kryssprodukt star vinkelrett pa begge faktorene sine. Sagt med effekt: kraften leverer
F' - v per tidsenhet, og

F-v=q(E+vxB)-v=qF -v+q(vx B)-v=qE -w.

Den magnetiske kraften star alltid normalt pa farten, sd den kan bgye banen, men aldri endre
farten eller den kinetiske energien - det er derfor ladde partikler gar i sirkler i et magnetfelt, og
derfor alt arbeidet i en elektromotor til syvende og sist gjgres av det elektriske feltet.

Arbeidet som F gjgr pa partikkelen er

b
/F ~ds = / (—F,(rcos0(t), rsinf(t))sin O(t) + Fy(rcosO(t), rsinb(t)) cos O(t)) ré(t) dt
T a

o(b)
/ reg X (Flep + Fyey) - e5 df
0(a)

0(b)
o(

a)

Innmaten i dette integralet er dreiemomentet til ' om origo, sd huskeregelen er at dreiemo-
mentet er den stgrrelsen du integrerer med hensyn pa 6 for & finne arbeid pa noe som dreier
om en rotasjonsakse.

Vi har

og

z(t) = eyrcosO(t) + eyrsin6(t)

v(t) = —e r0(t) sin O(t) + e,r0(t) cos O(t)

sd dreieimpulsen blir

L=z xp:mr2963.



TMA4420

La oss for enkelhets skyld anta at m er konstant. Vi deriverer L og bruker FF = p og at
kryssproduktet mellom parallelle vektorer er null, og fér

L=txp+axxp=zxF.

Hvis det ikke er dreiemoment er dreieimpulsen konservert siden L = 0. A beregne dreieimpulsen
for en ting med utstrekning er et trippelintegral, men hvis du ser pa partikkelen i oppgaven
over, sd ser du at om 7 minker m3 noe annet gke og det eneste som kan gke er 6. S& om
du tenker pd en kunstlgper som en partikkel i posisjonen til kunstlgperens massesenter, vil
rotasjonshastigheten gke om massesenteret trekkes inn mot rotasjonsaksen.

Denne er litt morsom. Dersom skiven er sentrert i origo og har rotasjonshastigheten w gitt i
radianer per sekund, er hastighetsvektoren i punktet med koordinater (s, 6,0) gitt ved

v = swey
= sw(—e; sinf + e, cos )
=w(—e1Ty +e5xq) =w | w4

0

Divergensen til denne er null, men rotasjonen er 2e;w. Jeg vet ikke om det finnes noe godt
norsk ord for stgrrelsen %V x f, men pé engelsk kalles denne “rotation”, mens det vi kaller
“rotasjon” kaller de “curl”.

La oss fgrst skrive opp

a:rvl
ov—Vu=|0,v, | — (Vo Vv, V,us)
aazv3
axlvl ax U1 8&03’01 axlvl 81311)2 1*1U3
= axle aa: Vg a$3v2 8m201 w202 w2v3
8x1”3 0y, V3 3353”3 argvl z, V2 Uz, U3
O 8I2U1 - 61,1/02 aIS'Ul aw U3
= (9112}2 am Ul 0 81,31}2 - amz'U3
0y, v3 — 0y, 01 0,03 — 0, 0y 0
Sammenlikner vi nd med
0 —Ys  Ya
0S(y)=0| y3 0 —y
Y2 U 0
ser vi at om vi setter
_ V xwv
v= |V x v
blir
1
— (Ov— V)



TMA4420

generatoren til en rotasjon som gar vinkelen
1
0=V xw
SV x vl

rundt y. Dette er altsd grunnen til at vi sier V X v er den “infinitesimale rotasjonen” til
vektorfeltet.



