TMA4420

1 - LAPLACETRANSFORM - LF

Det kjappeste er nok & gange med e?' pa begge sider, omskrive cosinusfunksjonen med Eulers

formel
eit 4 e—it e(2+)t | (20t
) - (=)

a(t)e?t + 2z(t)e?t = 2t (
og sa integrere

1 1 ) 1 )
et — oy & ( (2+i)t (2—z)t>
x(t)e c+ A G Z,e + 5 Z,e

og sa gange opp med e~ 2¢:

1 1 . 1 .
t) = —2t 7( it —'Lt>
x(t) =ce —|—2 51¢ +2_Z_e

1 /72— ., 241 .
_ 2t - it —it
=ce + 5 (*2 e’ + 5 e )

1
=ce 2t + o (2cost +sint)
Bruker vi initialkravet z(0) = 0, far vi 0 = ¢ + £ slik at

(2cost +sint —2e2) .

at| —

(t) =

Vi beregner fgrst det karakteristiske polynomet

(o509 05 9)

som forteller oss at den homogene Igsningen er

Den partikulaere Igsningen er helt klart

z,(t) =1,

z(t) = x),(t) + 2, (t) = e t/2 (Cl cos (ft) + ¢y 8in (?t)) +1.

Initialkravet z(0) = 0 gir

slik at

Cl +1 =0
slik at ¢, = —1, mens @(0) = 0 gir
1 V3
g teg =0

slik at ¢, = —%. Lgsningen er altsd

s V3 1 (V3
z(t)=1—et? (COS (2t> + ﬁsm <2t>) .
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A gausseliminere et slik system, laerte du i hgst. Vi beregner

2 3 4 512 2 3 4 5|2
345 6(2~01 2 3|2
4 5 6 7|2 0 0 0 0(0

Hvis vi velger z3 = s og z, = t, blir

Ty =2— 25— 3t

og
2—-3(2—-25s—3t) —4s — 5t
5y = 228 82 [ L S
slik at
T —24+s5+2t —2 1 2
To| | 2—2s=3t | | 2 L -2 e -3
g | s 10 1 0
Ty t 0 0 1

Merk nd at strukturen pa dette problemet ligner strukturen pa det forrige. Vektorene

1 2
9 3
1 8 0
0 1

er Igsninger av det homogene systemet

2 3 4 5|0
345 6|0
4 5 6 710
mens vektoren
-2

O O N
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kun passer i det inhomogene systemet

2 3 4 5|2
34 5 6|2
4 5 6 7|2

Dette gar igjen hver gang du har en system som er en linezroperator L og en vektor y og sa
leter du etter «x slik at Lz = y.

Det er slitsomt & skrive v/3/2 veldig mange ganger, s la oss definere

slik at rgttene til det karakteristiske polynomet kan skrives
A=+ iwg
og Igsningen
x(t) =1—e* (cos (wot) + \}3 sin (wot)) :

Poenget med lti-trikset er at om vi skrur pa den drivende kraften f(t) = 1 ved tiden t = 1
istedet for t = 0, vil systemet oppfgre seg akkurat likt. Vi kan derfor ta Igsningen av det forrige
problemet og skru den pa ved tiden t = 1 istedet:

z(t) = (1 — ea(t=1) (cos (wo(t—1)) + \}5 sin (wy(t — 1)))) u(t —1)
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Samme her:

o(t) = (1 _ ealt-) (cos (wo(t—2)) + \}g sin (g (t — 2)))) u(t—2)
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@ Her gjelder det & skjgnne at superposisjonsprinsippet ma brukes for det det er verdt. Hvis vi
definerer

2 (t) = (1 _ ealt-) (cos (wolt—1)) + ;g sin (wg (t — 1)))) u(t —1)

og

2y(t) = (1 _ ealt-2) (cos (wo(t— 2)) + ;g sin (wg (t — 2)))) u(t—2)

og definerer linexeroperatoren

har vi

L (z,(t) = u(t —1)
og

L (25(t)) = ul(t —2)
slik at

Lz (t) —2o(t)) = L (2, (t)) — L (25(1)) = u(t —1) —u(t —2).
Med andre ord er Igsningen
o(t) = x1 (1) — 5(t)

_ (1 _ ealt-) (cos (wolt— 1)) + \}gsin (wot — 1)))) u(t —1)

- (1 — ea(t-2) <cos (wo(t —2)) + ;g sin (wq (t — 2)))) u(t —2).

Denne skal jeg regne ut med laplacetransform litt lenger ned, og sa skal vi se pa Igsningen og
sa skal vi skjgnne alt.

Siden eksponensialfunksjonen er egenfunksjon til derivasjonsoperatoren, er den ogsa egenvektor
til linezerkombinasjoner av derivasjonsoperatorer:
d2

a da a a
wet+aet+et:(a2+a+l)et
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Av denne grunn er det vel smart 3 gjette pa
,(t) = Ce't

som partikulaerlgsning. Vi setter denne inn p3d venstresiden og far

az d . , ,
Cﬁezwt + C%Bzwt 4+ Ceiwt — ((iw)2 +iw+ 1) eiwt
Denne skal jo helst bli lik e™*, og det blir den dersom

1 1

C: — ;
(iw)? +iw+1 —wrtiw+1

@ Her er det bare a skrive coswt =
prinsippet:

% (e + e~™*) og bruke forrige oppgave og superposisjons-

p(t) Z% (H(iw)e™t + H(—iw)e ™)

1 ezwt e*iwt
T2 (—w2—|—iw—|—1 + —w? —iw—{—l)
Skal du ha initialkrav ma du selvfglgelig ha med den homogene Igsningen, men jeg droppa
initialkrav i denne oppgaven for det blir s& mye regning.

Vi skriver

#() + a(t) = % (eivt 1 emivty
slik at
z,(t) :% (H(iw)e™! + H(—iw)e ")
_ et  emiwt
T 5
= 12 cos wt.

Den homogene Igsningen er
xy,(t) = Acost + Bsint.

Nar w = 1 er den patrykte kraften en homogen Igsning, og uttrykket over er ikke definert. Man
kan ga i Arnes bok og oppdage at partikulaerlgsningen i dette tilfellet er

T, (t) = B sint

som gker i amplitude etterhvert som tiden gar. (Sjekk gjerne: 7, = cost — %sint, slik at
Z, + x, = cost som det skal. Faktoren % er lett & miste; gjetter du bare ¢sint far du 2cost
pa hgyresiden.) Om man patrykker en ekstern kraft som allerede er en homogen Igsning, skjer
det samme som nar du Igper frem og tilbake p3 fergedekket; gjgr du det med riktig frekvens,

far din lille masse hele fergen til & vugge frem og tilbake.

La z(t) = e. S& lenge realdelen til s er stgrre enn a, far vi

e 1
L(x) = / ela=s)t dt =
0

s—a
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La ¢ > 0. Vi beregner

=xz(t)e st N +s h z(t)e st dt
)
= sL(x) — x(0)

Vi bruker linearitet og regneregelen over pa venstre side, og far

L(z+ax) =L (%) +al (x)
=sL (z) — z(0) + al (z)
=(s+a)L(x)—1

mens hgyre side blir

£(0)=0
slik at
(s+a)l(x)—1=0
eller
4(2) = s%l—a'

Sammenlikner vi med oppgave 11 og tror pa rettferdighet i verden, kan vi na slutte at
z(t) = e,

som er akkurat den Igsningen vi visste pd forhand.

Lett:

= 52L(x) — s2(0) — 2(0)
Hgyere ordens regneregler er null stress, bare fortsett i samme duren.

La z(t) = cost. Vi beregner

e St cost dt

oo

(e +e e st dt

o

oo

eli—s)t + e—(i+s)t g4

Il
()

5
o
Il
N = N = [\D\}—‘C\
8

/N
w

|
~

1 n 1 )_ S
o s+i)  s2+1
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La z(t) = sint, slik at ©(t) = cost og x(0) = 0. Derivasjonsregelen

sL(x) —xg = L()

gir
s
L(x) =
s4(x) s2 417
slik at
5(33)_;
o241

Fra na av skriver jeg X(s) og ikke £(x). Det er litt lettere & lese. Vi laplacetransformerer begge
sider av likningen, bruker lineariteten, derivasjonsreglene og initialkravene, og far

$2X(s)—s+X(s) =0

slik at s
X(s) =
() s2+1
som gir at
x(t) = cost.

Ditto. Vi transformerer

og lgser
1
X(s) =
slik at
x(t) = sint.

Ditto. Vi far
s2X(s) —s+sX(s) — 1+ X(s) =0,
som gir
s+1
s2+s+1
Merk hvordan nevnern i hgyresiden er det karakteristiske polynomet til likningen. La den ene
roten vaere A = o + iw, slik at den andre blir A = o — iw,. Vi delbrgksoppspalter slik:

X(s) =

s+1 A n B
$24+s+1 Ss—XA s—2\

og ganger opp med s? + s+ 1, slik at
s+1=A(s—A)+B(s—\)

Sammenlikning av ordener i s pa hgyre og venstre side gir

A+B=1

—AX—BX=1
som lIgses av B B
1 1 1 14+ A

A=A 21w A—A 21wy
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slik at

s+1 1 (14X 142X
s2+s+1 2wy \s—A  s—A\

N3 gjelder det & holde tungen beint i munnen:

1 o
(t) =i (41X —(1+X) M)
_ eat ((1 + )\) eiwot . (1 +X) e—iwot)
24wy
_ eot ((1 + )\) elwot _ (1 4 )\) eiwot)
21wy
at
=% im (14 \) etwot
Wo
at
:w—im (1 4 o+ iwy) (cos (wot) + isin (wyt)))
0
at
=& (wg cos (wyt) + (1 + ) sin (wyt))
Wo
1
=e (cos (wot) + :j_ Y sin (wot)>
0

Hvis vi sammenlikner denne strategien med & lete opp den homogene Igsningen
xp,(t) = e (Acoswyt + Bsinwt)

fra det karakteristiske polynomet og sa bruke initialkravene for & finne A =1 og B = (1 +
«) Jwy, ma vi vel konkludere med at laplacetransform i dette tilfellet var fullstendig underlegent
gamlematen dersom malet var & finne z(t). Men merk at veien frem til

s+1

X(S>:s2+s+1

var veldig kort. Poenget med laplacetransformen er ikke egentlig & finne x, men derimot & finne
X og sa melke denne for informasjon. En trent ingenigr gidder sjelden finne x. Poenget med
disse oppgavene er bare at du skal skjgnne at at en bestemt X leder til en bestemt x.

Vi far

slik at
X(s) =

(s2+s+1)(s2+1)
Denne kommer til & bli enda verre enn den forrige; vi mé& delbrgksoppspalte noe ut av det
hinsidige. Det er mye enklere & finne homogen og partikulaer. Den homogene Igsningen er

xp,(t) = e (Acoswyt + Bsinwgyt) ,

mens den partikulaere kan vi relativt enkelt finne ved 3 skrive

() +2(t) + 2(t) = % (et + e~it)
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slik at
1 ) )
x,(t) = 3 (H(i)e" + H(—i)e ™)
1/1 . 1 )
_ 1t —1t
=5 (Ze + _Ze )
=sint
og

2(t) =y, (t) + 2, (1)
=e™ (Acoswyt + Bsinwgt) + sint
Kravet z(0) = 0 gir nd A =0, mens ©(0) = 0 gir wyB+ 1 =0, slik at
at

z(t) =sint — — sinwgt
Q e

Denne likner mistenkelig pa forrige oppgave, bare med sint istedenfor cost pd hgyre side. Vi

1 . )
skriver sint = By (e — e~ ") og bruker igjen H fra oppgave 8:
i

1 . 1/ . _Z
x,(t) = % (H(i)e" — H(—i)e ™).
Vi m3a regne ut
1 1 1 1
D=z~ =S b
slik at
1 it it
., (t) =5 (—ie ie ")

:%Z (e + eit)
= —cost.

(Sjekk gjerne at Z,+ &, + x, = cost + sint — cost = sint stemmer - det er lurt 3 alltid
dobbeltsjekke slike ting.) Med den homogene Igsningen fra oppgave 19 og 20 blir

x(t) = e (Acoswyt + Bsinwyt) — cost.

Kravet z(0) = 0 gir A—1 =0, altsd A = 1, mens #(0) = 0 gir vA + wyB = 0, slik at
B = —aA/w, =1/(2w,) = 1/v/3. Lgsningen er alts3

z(t) = e /2 (cos (?t) + \}gsin (\égt)) — cost.

Denne likner pa den forrige, vi kjgrer samme strategi:
w(t) =wy(t) + 2, (1)
=e? (Acoswyt + Bsinwyt) + H (iw)e™?

Konstantene A og B kan du regne ut om du orker.



TMA4420

Denne er litt artig, men vi trenger a8 smake pa et laplacetriks, nemlig konvolusjonsregelen.
Dersom Z = XY, er

z(t) = z(u)y(t — u) du.
(® / (wy(t —u)
Vi far nemlig
1
X = e
slik at

x(t) :/ sin(u) sin(t — u) du
0

/t (cos (2u —t) — cost) du
0

1 t
(2 sin (2u —t)| — tcos t)
0

1(1('t+'t) t t)
=— [ = (sin sint) — t cos
2\2

_sint—tcost

2

Her brukte jeg produkt-til-sum-formelen sin Asin B = 1 (cos(A — B) —cos(A+ B)) i det
andre steget. Merk at bade sint og cost er homogene Igsninger, s det er ¢ cos t-leddet som er
interessant her: det er dette som vokser uten grense og gir resonansen. (Dobbeltsjekk gjerne
at (0) = ©(0) = 0 og at & + = = sint - det tar ti sekunder og redder deg fra mye tull.)
Konvolusjon er viktig, men fremstdr som snodig i begynnelsen. Vi kommer tilbake til det.

DN | =

N | =

Denne er ogsa litt artig. Vi far

1 n 1
s+1 (st1)2

X(s) =

Siden
d 1 1

Tdss+1 (s+1)2

gir neste oppgave oss at
z(t)=et+tet

Dette er den homogene og den partikulaere Igsningen, men det er ikke innlysende at man skal
gjette pa partikulzerlgsningen te* nir det drivende leddet er en homogen Igsning. S& her var
laplacetransform helt klart til hjelp.

Vi ganger likningen

med e~ %! og far
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Den viktigste konsekvensen av denne regelen er at

1 d 1 1
£(emt)y = —— = £(teot) = —— =
(™) s+a (te™) dss+a (s+a)?’

altsd at en dobbel rot i nevneren svarer til et ¢ ganget pa Igsningen. Dette er ngkkelen til
systemet i andre del av oppgaven.

Sa til systemet. Den andre likningen

o (t) = —wy(1) z5(0) =1

inneholder ikke z; i det hele tatt, s& den kan vi Igse for seg selv; laplacetransform gir sX, —1 =
—X,, altsa
1
X,(s) = o xo(t) = et
()= o ()
Dette kaller vi et triangulaert system - likningene kan Igses etter tur istedet for samtidig. N3

setter vi dette inn i den fgrste likningen:

(1) + 24 (t) = 25(t) z1(0) =1,
og laplacetransformerer den ogsa:

1 1 1
— X = .
s+1 1(8) 8+1+(3+1)2

sX,—14+X,=X,=

Og der dukket den doble roten opp. Med regelen vi nettopp beviste blir
ri(t)=et+tet =(1+t)e .

Legg merke til at dette er ngyaktig samme svar som i oppgave 24, og det er ingen tilfeldighet:
der var et et patrykk vi fikk servert, her lager systemet det selv gjennom x,. Fysisk er dette to
bgtter der den ene renner ned i den andre: x, tdmmer seg eksponentielt, og det som renner ut av
x4 renner inn i x;, som samtidig lekker ut p& egen hand. Merk at #,(0) = —z,(0) +x,(0) = 0;
i det fgrste gyeblikket er tilsiget fra x, akkurat like stort som lekkasjen ut av x;, sd x; starter
flatt og begynner fgrst deretter 3 synke. Det er nettopp dette t-et i (1+t)e ! gjgr - det holder
igjen Igsningen en liten stund sammenliknet med den rene e '-en i x,.

Vi beregner
/ u(t —a)e st dt = / est dt = ¢
b s

a

og
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Pa oppgave 4-6 far vi henholdsvis

X(S):es:es<1_s+l>

s(s2+s+1) s s24+s+1
e 1 s+1

X :7:72‘9(7—7)

() s(s2+s+1) ¢ s s24+s+1
—5 —2s

X(s) = ——— -

s(s?2+s+1) s(s2+s+1)

s<1 s+1 ) 23<1 s+1 )

=e -— ] —c¢ e —

s s24+s5+1 s s2+s+1

1 s+1
_ -5 _ ,—2s -
(e ¢ )<s 32—1—3—1—1)
som gir t-skiftede superposisjoner av z,,(t) = 1 og Igsningen fra oppgave 19. | oppgave 7 far vi
s+1 e ?

X =
O = 1 T s 1)

som vi ogsa ser er en superposisjon av lgsningene pa oppgave 4 og 19. Superposisjonsprinsippet
er jammen greit & vite om.

Lett!

Y(s) = /oo z(t)ee st dt = /OO z(t)e =9t dt = X (s — a)

Regelen over gir umiddelbart at transformene blir
s—a

t _
L (ea CcOS wt) = m

t o3 _
og L (60‘ sin wt) = m

Jeg vet ikke om det er helt riktig 3 si at oppgave 19 blir enklere, men vi kan ihvertfall gjgre
den pa en komplisert med litt annerledes mate. Vi skriver
s+1
s2+s+1
s+1

(s+3)°+ (5)

X(s) =
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—t/2 \/g 1. \/3
z(t) =e Y (cos (2t> + ﬁsm (215))

Med litt trening, kan det tenkes at dette gir kjappere enn & bare skrive opp den homogene
Igsningen og sa bruke initialkravene. Du kan jo ta tiden pa deg selv og se. Send meg en epost
om du finner ut noe interessant.

Vi far

og ser na lett at

/ : F()3(a — 5) ds = lim © 7(s) ds = f(z).
Dersom pulsen gar pa it =a er X(s) = e *.
Vi regner i vei, og far
o5
X(s) = s+1

slik at

og ditto:

og superposisjonsprinsippet:
z(t) = u(t — 1)e D —y(t — 2)e 72,

Hvis du vil Igse med laplace, blir transformen

X =G5

som gir

2(t) = \% <e<t1>/2 sin (\f(t— 1))) u(t— 1),

Z(t)+2(t)+x(t)=0 =z(0)=0 (0)=1

men flyttet et knepp til hgyre pa t-aksen. Det finnes en annen méte & gjgre det pa, se oppgave
36 og 37.

altsd Igsningen til

36-37 | Her kommer et eksempel p3 et tilfelle der laplacetransform gjgr analysen fryktelig mye
enklere. Begge problemene i oppgaven har laplacetransform
m(vy + sxg) + bry + 1
ms? + bs + k

X(s) =
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der det siste ett-tallet kommer fra deltapulsen i det ene tilfellet, og fra tillegget 1/m i initial-
farten i det andre. Dette betyr at vi kan tolke deltapulsen som noe som momentant tilfgrer
bevegelsesmengden 1 til bevegelsen. (Husk at bevegelsesmengde er mv.)

Regnereglene for motstand, spole og kondensator er
v(t) = Ri(t) i(t) = Ci(t) v(t) = Li(t).
Motstanden er triviell, laplacetransform er en linearoperator, sa
V(s) = RI(s).

For kondensatoren bruker vi derivasjonsregelen fra oppgave 12 pa likningen i(t) = C9(t) og
antar v(0) = 0 (ingen ladning i kondensatoren fra start):

1
I(s)=C(sV(s)—v(0) =sCV(s) = V(s)= s(é’)
For spolen gjgr vi det samme med v(t) = Li(t) og antar i(0) = 0 (ingen strgm gjennom spolen
fra start):

V(s) =L (sI(s)—i(0)) = sLI(s).

Legg merke til at disse ser ut akkurat som Ohms lov, bare med “motstandene” R, 1/(sC)
og sL. Dette kalles impedans, og er hele grunnen til at det er s3 digg a laplacetransformere
kretser - du kan resirkulere alt du kan om kretser med rene motstander, bare i s-domenet
istedet for tidsdomenet.

t
La y(t) = / x(u) du. Da er y(t) = z(t) og y(0) = 0. Vi laplacetransformerer og bruker

derivasjonsregelen fra oppgave 12:

X(s) = £(y) = sY(s) —y(0) = sY(s),
slik at .
Y(s) = gX(S)

Legg merke til symmetrien med regelen fra oppgave 12: derivasjon i tidsdomenet blir multipli-
kasjon med s i s-domenet (pluss litt fikling med initialkrav), mens integrasjon i tidsdomenet
blir divisjon med s (og du slipper fiklinga, for integrasjonskonstanten er alltid implisitt null nar
du integrerer fra 0).

Kirchhoffs spenningslov sier at spenningsfallet over motstanden, spolen og kondensatoren til
sammen er lik padraget f(t):

——

motstand spole —~—
kondensator

1 [t
Rit) +Li(t)+ g [ o) dv=f0),

. 0
der det siste leddet er spenningen over kondensatoren skrevet ved hjelp av strgmmen, jf. oppgave

38. Vi laplacetransformerer med reglene fra oppgave 38 og 39, og antar i(0) = 0:

RI(s)+ LsI(s)+ é[(s) = F(s),
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slik at
1 Cs

:7F =
L5+R+é () LCs?2 4+ RCs+1

I(s) F(s).

Systemfunksjonen, alts3 forholdet mellom utgang (strsmmen) og inngang (spenningskilden),
er derfor

I(s) Cs s

H = = = .
)= F(s) T IO+ ROs 11 Ls? 4 Rst I

Setter du spenningen over kondensatoren som ukjent istedenfor strammen (se avsnittet mellom
oppgave 40 og 41), er systemfunksjonen
X(s) 1
H(s) = = T
F(S) Ls* 4+ Rs + ol

Med L = 0.063, R = 3000 og 1/C = 200000 blir dette

1

H(s) = .
(5) 0.063s2 + 3000s + 200000

Polene finner du ved a Igse det karakteristiske polynomet; deler vi pd 0.063 og bruker abc-
formelen (eller kunnskapene dine om at R? > 4L /C) finner du to reelle, godt separerte rgtter

A ~ —66.8 Ay A —4T7552.

Kretsen er altsa sterkt overdempet - det er ingen oscillasjon a spore, bare en rask og en langsom
eksponentiell avtagning, der den langsomme dominerer responsen (z(t) vil pa lang sikt oppfgre
seg omtrent som e*1?).

Samme oppskrift, bare med R = 2000:

1
~0.063s2 + 2000s + 200000

H(s)

Polene blir na
A &~ —100.3 Ay A~ —31646,

fortsatt reelle og godt separerte, altsa fortsatt overdempet. Legg merke til at mindre motstand
R flytter begge polene naermere hverandre (og naermere den imaginzere aksen) - skru R enda
mer ned, og til slutt blir polene komplekse og du far resonansoppfgrsel, akkurat som resten av
dette heftet handler om.

La v; = &, og vy = Z4. Da er mv; + av; = 0 med v,(0) = 1, og laplacetransform gir

1

- - t) = e—(a/m)t.
s+a/m olt) =e

(ms+a)Vi(s)=m = V(s)=

Bruker vi integrasjonsregelen fra oppgave 39 pad z,(t) = fot vy (u) du, altsd X, (s) = V;(s)/s,
og delbrgksoppspalter, finner vi

2y () = (1 —ela/mty,
a
For v, har vi isteden mvy + avy = —mg med v5(0) = 1, slik at

(ms—i—a)VQ(s):m—% = Vy(s) = 8+2/m_3(8+ga/m)’
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som gir (igjen delbrgksoppspalting)

vy(t) = (1 + —) e

Integrasjonsregelen pa nytt gir

Ty (t) = % (14+22) (1= etarmiy

a

Ballen suser altsd mot en horisontal asymptote ; — m/a mens den etterhvert faller rett
ned med konstant hastighet —mg/a (luftmotstanden balanserer tyngden - dette kalles termi-
nalhastighet), akkurat som du forventer fysisk. Plotter du (z(t), z4(t)) ser du en bane som
starter med stigningstall 1 (samme som startfarten) og flater mer og mer ut mot en vertikal
linje x; = m/a nar t — oo - helt annerledes enn den symmetriske parabelen du er vant til fra

skrakast uten luftmotstand.

For systemet med diracpuls er alt akkurat likt, bortsett fra at d(¢) i bevegelsesmengden (jf.
oppgave 36-37) tilsvarer 3 gke startfarten med 1/m i begge retninger. Lgsningen er derfor
akkurat den samme som over, men med v, (0) = v5(0) = 1+ 1/m istedet for 1:

(1 _ ef(a/m)t)

=

1
2 (t) = (”a) ™ (1~ emlo/mr) =

m 1  mg

a

To(t) = — (1 + =+ —) (1 — ela/mit)

a m a

GAMLE EKSAMENSOPPGAVER

(Sorry for den litt tacky litteraere stilen i dette If - det var i 2023 og alt skulle praves.)
Her er Jens Glad Balchens bergmte oppskrift pa laplacegryte med diracstuing.

Ingredienser:

1. £L(x) =sL(x) —x(0)

2: L(&) = s£(3) — #(0) = s2L(z) — sz(0) — 3(0)

30 L(t) =%
4: L(6(t—1))=e*
5: L (u(t—a)x(t—a)) = e *X(s)

6: £ (ex(t)) = X(s—a)

m+1

mg

m
_mg,
a

m
~ 9.
a

Oppskrift:
1: Vi omvender hele greia, bruker 1, 2 og 4, og far
e—S
X(8)= ———.
(5) s2+4s+4
2: Na kombinerer vi 3 og 6 og observerer at
1
L(te )
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3: Til slutt bruker vi b og ser at
—S8

e

£ (u(t—1)(t—1)e 2tV = Groe

4: slik at z(t) = u(t — 1)(t — 1)672@71).

0.175

0.150

0.125

0.100

0.075 1

0.050

0.025

0.000 1

Laplacetransform gir

og s-skift og t-skift gir

x(t) = \33 e~ (=22 gin (?(t - 2)) u(t —2).

Dette er impulsresponsen fra oppgave 35 flyttet ett knepp til hgyre: ingenting skjer fgr slaget
kommer ved t = 2, og sa svinger systemet ut med dempete svingninger med vinkelfrekvens
v/3/2 og innhylningskurve %e*“*m/z.

X

A

1+

0571 /\
¢ + t t ; ) t

2 4 6 8 10

Dette er sprangresponsen fra oppgave 4, bare skrudd pa ved ¢ = 0. Laplacetransform gir

X(s) 1 1 s+1 1 s+ 3 1 B
3:—:7—7:7—7_7.77
s(s2+s+1) s SHstl s (o4 1)248 VB (s41)7 43
og s-skift gir

s V3 1 (V3
z(t)=1—et? (COS (2t> + %sm <2t>) .
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Lgsningen starter i ro i origo, svinger over likevekten z = 1 et par ganger og roer seg ned der.
Lgser du med karakteristisk polynom, er A2 + X+ 1 =0 ndr A\ = —% + @z den partikulaere
Igsningen er x,, = 1, og initialkravene gir ¢; = —1 og ¢, = —1//3.

Laplacetransform gir

1 1 1 1
X = - = - — J—
(s) s(s+1)2 s s+1 (s+1)%’

r(t)=1—et—tet=1—(1+t)e "

Det karakteristiske polynomet A2 + 2\ + 1 = (A + 1)? har dobbel rot, s& systemet er kritisk
dempet og kryper opp mot 1 uten 3 svinge.

Laplacetransform gir (s + 2)X(s) = %, altsa

X(s) s 1( 2 n 2s n 1 )
S) = = — —
(s+2)(s2+1) 5\ s+2 241 s241)/)7

slik at )
x(t) = = (2cost + sint — 2e2) .

Det siste leddet er den naturlige responsen som dgr ut, og de to fgrste er frekvensresponsen:
systemfunksjonen er H(s) = 1/(s + 2), sa den stasjonzere Igsningen er

. 2—1 1
Re (H(i)e") = Re (%e”) =x (2cost +sint),

med amplitude |H (i)| = 1/+/5 og faseforskyvning arctan(1/2) bak patrykket.



