BNTNU

Kunnskap for en bedre verden

Institutt for matematiske fag

Eksamensoppgave i hehehe hehehe

Faglig kontakt under eksamen: hahaha
TIf: TODO

Eksamensdato: hghohg
Eksamenstid (fra—til): 09:00 - 13:00

Hjelpemiddelkode/Tillatte hjelpemidler: E: Ingen hjelpemidler tillatt.

Annen informasjon:

Denne eksamenen bestar av 10 delpunkt som alle teller like mye. Alle svar skal begrunnes, og
veien til svaret er viktigere enn svaret. Husk derfor & skrive alle steg i beregningene dine. Lykke til.

Malform/sprak: bokmal
Antall sider: 8
Antall sider vedlegg: 0

Informasjon om trykking av eksamensoppgave
Originalen er:

1-sidig O 2-sidig X

sort/hvit X farger [J

skal ha flervalgskjema [OJ

Kontrollert av:

Dato Sign

Merk! Studenter finner sensur i Studentweb. Har du spgrsmal om din sensur ma du kontakte instituttet ditt. Eksa-

menskontoret vil ikke kunne svare pa slike spgrsmal.






heseheehee Side 1 av 8

Oppgave 1 Et andreordens polynom ser slik ut:
p(z) = agr® + a1z + ag

og likningene som ideelt sett skulle veert tilfredsstilt er

001 1
111 o
42 1| (™7 |1
9 3 1) \® 2
La oss gange fra hgyre med den transponerte av matrisen for a fa normallikningene:
01409 (1) (1) 1 o 0149 é
0123 49 1| = 0123 )
1111 9 3 1) \do 1 111 5
eller
98 36 14\ [as 22
36 14 6 ap | =18
14 6 4 agp 4

som gir ag = 1/2, a; = —11/10 og ay = 9/10, slik at

p(z) = 110 (5x2 —1lx + 9) .
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Side 2 av 8 heehseheae

Oppgave 2 Her er oppskrift pa en god parsevalsuppe. Oppskriften trenger
ikke sa mange ingredienser:

Aksiomer: Et komplekst indreproduktet er konjugert symmetrisk:
(2, W) = (W, 2z)
positivt definitt:
(z,z) >0 dersom z#0,

og linezert i enten forste eller andre faktor, altsa enten
(az + bv,w) = a(z,w) + b(v,w)

Antilinearitet: Det kan utledes at

(z,av + bw) = a(z,v) + b(z, w)

Men oppskriften er krever litt teknikk, spesielt i oppkokningsfasen, her er det viktig
a holde tungen beint i munnen sa det ikke koker over.

1: Vi tar indreproduktet av z med seg selv:
(z,2) = (Z CkVk, Z Ckvk>
k=1 k=1
2: og ganger ut med reglene for linearitet og antilinearitet:

n n n n
(z ckvk,zqvl) o (vk,zcm)
k=1 =1

k=1 =1
n
= Z Ck 27(% Vi)
k=1 I=1
n
= Z Z crCt (Vi, Vi)
k=11=1
3: Sa observerer vi at siden {vy, vy, -+ ,v,} er en ortonormal vektormengde:
1 k=1
(Vi,vi) =
0 k#I1
blir det masse kanselleringer:
n n n n
(2,2) =Y > i (Vio vi) = ) ki = e,
k=1 1=1 k=1 k=1

4: Server i dype skéler sammen med en trekantet brgdfigur som illustrerer re-
lasjonen til Pytagoras’ setning om sidekantene i en rettvinklet trekant.



heseheehee Side 3 av 8

Oppgave 3 Vi antar
U(z,t) = f(t)v(z)

og setter inn i likningen:

. 2
RF(E)0(a) = o () (x) + V() F(E) ()

Na kan vi dele pa fi og skrive
LI W)

) =

f&)  2m o)
og observere at den ene siden kun avhenger av ¢t og den andre kun av x. Dette
impliserer at begge sidene ma veere konstante:

ORI

e T 2m o)

Denne konstanten har apenbart benevning Joule, derav E, og vi far differensial-
likningene

V(x)

+V(z)=F

inf(t) — Bf(t) =

Ezt/ﬁ og

med lgsning f(t) =

som kalles den tidsuavhengige schrodingerlikningen.

Oppgave 4
Vi beregner 10
#w) = / 2(t)e " dt

0.6

_2/ (m —t)cos (wt) dt

:——/ sm wt

_w2 (1 — cos (wm)) N
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Side 4 av 8 heehsehee

Oppgave 5 Et trent gye ser med en gang at dette er et odde signal, og vet
med det at det mest effektive er a sette opp en ren sinusrekke. Siden fundamen-
talperioden er 4, blir fourierkoeffisientene

b, = i/ix(t) sin (mnt/2) dt
-/ ©2(t) sin (wnt/2) dt

= /02 sin (mnt/2) dt

2 o 0 j
= — cos (mnt/2) { jeven

™ = odde n

2

og fourierrekken

o0

x(t) = Z:l by, sin (mnt/2)

4 & 1 )
= nzz:l =1 sin (7(2n — 1)t/2) .

Her er et plot av en partialsum:
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heseheehee Side 5 av 8

Oppgave 6 Det karakteristiske polynomet er

“A 11
det | 1 =X 1 |==AN=1)=1-(=A=1)+1-(1+))
11 =

=- AN+ A-1D2(A+1)
=A+DE2-A(A-1)

=A+1)°\-2)

slik at egenverdiene er -1 og 2. La oss begynne med den enkle egenverdien. Vi
kunne gausset i vei, men siden vi elsker tall og observerer at tverrsummen av alle
radene er 2, ma egenvektoren vaere

Vi = 1

S4 den doble. Siden
111 111
11 1]~10 00
1 11 000

ser vi at alle egenvektorer ligger i planet til likningen
T1+ T+ T3 = 0

og vi ma na finne to ortogonale vektorer i dette planet. Hvis man er litt glad i tall,
ser man kanskje at bade

vy = | —2 og vy=1] 0
1 -1

passer i likningen og er innbyrdes ortogonale. Merk at begge er ortogonale pa vy,
dette skjer automagisk siden matrisen er symmetrisk. Dersom vi normaliserer alle
egenvektorer og setter dem opp som kolonner i en matrise

1/vV3 1/3/6  1/V2
V=11/v3 =2/v6 0
1/V3 1/V6 —1/V2

vil A=VDVT, der

2 0 0
0 -1 0
0 0 -1

D



Side 6 av 8

Oppgave 7 Laplaceomvendingen er gitt ved
L(z) = X(s) = / 2(t)et dt
0
der s = 0 + w1 er et komplekst tall. La ¢ > 0. Vi beregner

L(i) = /0 T i()e dt

o0

= z(t)e

+ 5 /OO z(t)e " dt
0 0

= sL(z) — z(0).

Regneregelen for s-skift kan vi far ved & laplaceomvende y(t) = e®x(t):

Y(s) = /0 y(t)e st dt
= /OO e (t)e " dt
0
= /OO o(t)e " dt
0

= /Oo z(t)e "V dt = X (s — a)
0

mens t-skift fas ved & omvende z(t) = u(t — a)z(t — a):

haehaoehae



heseheehee Side 7 av 8

Oppgave 8 Her er Jens Glad Balchens bergmte oppskrift pa laplacegryte med
diracstuing.

Ingredienser:
1: L(z) = sL(x) — x(0)
2: L(%) = sL(z) — #(0) = s*°L(x) — sz(0) — (0)
3 L) =%
4: L(6(t—1))=e€?
5: L(u(t —a)z(t —a)) =e *X(s)
6: L(ez(t)) = X(s—a)
Oppskrift:

1: Vi omvender hele greia, bruker 1, 2 og 4, og far

—S

e
X(s)=———"7—.
(5) s2+4s+4
2: Na kombinerer vi 3 og 6 og observerer at
1
Lte ™) = ———
3: Til slutt bruker vi 5 og ser at
V(- De2D) — ¢
L (ut—1)(t—1e )= L

4: slik at x(t) = u(t — 1)(t — 1)e~20-1),
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Side 8 av 8 heehseheae

Oppgave 9 La {vy,vg, -+ ,v,} veere en ortogonal vektormengde som ikke
inneholder nullvektoren, og la (-, -) veere indreproduktet de er innbyrdes ortogonale
med hensyn pa. De er linesert uavhengige dersom likningen

vy +cvog+ -+ ¢, v, =0

impliserer
cp=¢c=--=¢,=0.

Vi tar indreproduktet av den gverste likningen med v;. Pa venstresiden far vi

n n
<Z Cka7V1> = Z cr (Vi, vi) = ¢1 (v, vi)
k=1

k=1

og pa hgyresiden far vi
(0, Vl) =0

Vi vet at vy ikke er nullvektoren, og da gir det andre aksiomet for indreprodukt
at (vi,vy) > 0, slik at ¢; = 0 er eneste mulighet. Dette resonnementet kan gjentas
for alle ¢, og dermed ser viat ¢y =co =--- =¢, = 0.
Oppgave 10 En generell projeksjonsmatrise P er definert ved likningen
pP=r
La A veere egenverdien til egenvektoren x. Vi beregner
Ax = Px = P’x = \’x

slik at
()\ - )\2) x = 0.

Siden nullvektoren ikke klassifiserer som egenvektor, ma vi ha
A=XNM=X(1-X)=0

altsd at A = 1 eller A = 0.



