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Oppgave 1 Et andreordens polynom ser slik ut:

p(x) = a2x
2 + a1x+ a0

og likningene som ideelt sett skulle vært tilfredsstilt er
0 0 1
1 1 1
4 2 1
9 3 1


a2
a1
a0

 =


1
0
1
2

 .
La oss gange fra høyre med den transponerte av matrisen for å få normallikningene:

0 1 4 9
0 1 2 3
1 1 1 1




0 0 1
1 1 1
4 2 1
9 3 1


a2
a1
a0

 =

0 1 4 9
0 1 2 3
1 1 1 1




1
0
1
2


eller 98 36 14

36 14 6
14 6 4


a2
a1
a0

 =

22
8
4


som gir a2 = 1/2, a1 = −11/10 og a0 = 9/10, slik at

p(x) = 1
10
(
5x2 − 11x+ 9

)
.
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Oppgave 2 Her er oppskrift på en god parsevalsuppe. Oppskriften trenger
ikke så mange ingredienser:

Aksiomer: Et komplekst indreproduktet er konjugert symmetrisk:
(z,w) = (w, z)

positivt definitt:
(z, z) > 0 dersom z 6= 0,

og lineært i enten første eller andre faktor, altså enten
(az + bv,w) = a(z,w) + b(v,w)

Antilinearitet: Det kan utledes at
(z, av + bw) = a(z,v) + b(z,w)

Men oppskriften er krever litt teknikk, spesielt i oppkokningsfasen, her er det viktig
å holde tungen beint i munnen så det ikke koker over.

1: Vi tar indreproduktet av z med seg selv:

(z, z) =
(

n∑
k=1

ckvk,
n∑

k=1
ckvk

)

2: og ganger ut med reglene for linearitet og antilinearitet:(
n∑

k=1
ckvk,

n∑
l=1

clvl

)
=

n∑
k=1

ck

(
vk,

n∑
l=1

clvl

)

=
n∑

k=1
ck

n∑
l=1

cl (vk,vl)

=
n∑

k=1

n∑
l=1

ckcl (vk,vl)

3: Så observerer vi at siden {v1,v2, · · · ,vn} er en ortonormal vektormengde:

(vk,vl) =

1 k = l

0 k 6= l

blir det masse kanselleringer:

(z, z) =
n∑

k=1

n∑
l=1

ckcl (vk,vl) =
n∑

k=1
ckck =

n∑
k=1

|ck|2.

4: Server i dype skåler sammen med en trekantet brødfigur som illustrerer re-
lasjonen til Pytagoras’ setning om sidekantene i en rettvinklet trekant.
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Oppgave 3 Vi antar
Ψ(x, t) = f(t)ψ(x)

og setter inn i likningen:

i~ḟ(t)ψ(x) = − ~2

2mf(t)ψ′′(x) + V (x)f(t)ψ(x)

Nå kan vi dele på fψ og skrive

i~
ḟ(t)
f(t) = − ~2

2m
ψ′′(x)
ψ(x) + V (x)

og observere at den ene siden kun avhenger av t og den andre kun av x. Dette
impliserer at begge sidene må være konstante:

i~
ḟ(t)
f(t) = − ~2

2m
ψ′′(x)
ψ(x) + V (x) = E

Denne konstanten har åpenbart benevning Joule, derav E, og vi får differensial-
likningene

i~ḟ(t) − Ef(t) = 0
med løsning f(t) = e−Eit/~, og(

− ~2

2m
∂2

∂x2 + V (x)
)
ψ = Eψ

som kalles den tidsuavhengige schrödingerlikningen.

Oppgave 4

Vi beregner

x̂(ω) =
∫ ∞

−∞
x(t)e−iωt dt

=2
∫ π

0
(π − t) cos (ωt) dt

= − 2
ω

∫ π

0
sin (ωt) dt

= 2
ω2 (1 − cos (ωπ))
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Oppgave 5 Et trent øye ser med en gang at dette er et odde signal, og vet
med det at det mest effektive er å sette opp en ren sinusrekke. Siden fundamen-
talperioden er 4, blir fourierkoeffisientene

bn = 2
4

∫ 2

−2
x(t) sin (πnt/2) dt

=
∫ 2

0
x(t) sin (πnt/2) dt

=
∫ 2

0
sin (πnt/2) dt

= 2
πn

cos (πnt/2)
∣∣∣∣∣
0

2
= 1
πn

(1 − cos πn) =

0 jevne n
4

πn
odde n

og fourierrekken

x(t) =
∞∑

n=1
bn sin (πnt/2)

= 4
π

∞∑
n=1

1
(2n− 1) sin (π(2n− 1)t/2) .

Her er et plot av en partialsum:



hæhæhæ Side 5 av 8

Oppgave 6 Det karakteristiske polynomet er

det

−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

 = −λ
(
λ2 − 1

)
− 1 · (−λ− 1) + 1 · (1 + λ)

= −λ (λ+ 1) (λ− 1) 2 (λ+ 1)

= (λ+ 1) (2 − λ (λ− 1))

= (λ+ 1)2 (λ− 2)

slik at egenverdiene er -1 og 2. La oss begynne med den enkle egenverdien. Vi
kunne gausset i vei, men siden vi elsker tall og observerer at tverrsummen av alle
radene er 2, må egenvektoren være

v1 =

1
1
1

 .
Så den doble. Siden 1 1 1

1 1 1
1 1 1

 ∼

1 1 1
0 0 0
0 0 0


ser vi at alle egenvektorer ligger i planet til likningen

x1 + x2 + x3 = 0

og vi må nå finne to ortogonale vektorer i dette planet. Hvis man er litt glad i tall,
ser man kanskje at både

v2 =

 1
−2
1

 og v3 =

 1
0

−1


passer i likningen og er innbyrdes ortogonale. Merk at begge er ortogonale på v1,
dette skjer automagisk siden matrisen er symmetrisk. Dersom vi normaliserer alle
egenvektorer og setter dem opp som kolonner i en matrise

V =

1/
√

3 1/
√

6 1/
√

2
1/

√
3 −2/

√
6 0

1/
√

3 1/
√

6 −1/
√

2


vil A = V DV T , der

D =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .



Side 6 av 8 hæhæhæ

Oppgave 7 Laplaceomvendingen er gitt ved

L(x) = X(s) =
∫ ∞

0
x(t)e−st dt

der s = σ + ωi er et komplekst tall. La σ > 0. Vi beregner

L(ẋ) =
∫ ∞

0
ẋ(t)e−st dt

= x(t)e−st

∣∣∣∣∣
∞

0
+ s

∫ ∞

0
x(t)e−st dt

= sL(x) − x(0).

Regneregelen for s-skift kan vi får ved å laplaceomvende y(t) = eatx(t):

Y (s) =
∫ ∞

0
y(t)e−st dt

=
∫ ∞

0
eatx(t)e−st dt

=
∫ ∞

0
x(t)eat−st dt

=
∫ ∞

0
x(t)e−(s−a)t dt = X(s− a)

mens t-skift fås ved å omvende z(t) = u(t− a)x(t− a):

Z(s) =
∫ ∞

0
u(t− a)x(t− a)e−st dt

=
∫ ∞

a
x(t− a)e−st dt

=
∫ ∞

0
x(v)e−s(v+a) dv

= e−sa
∫ ∞

0
x(v)e−sv dv = e−asX(s).
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Oppgave 8 Her er Jens Glad Balchens berømte oppskrift på laplacegryte med
diracstuing.

Ingredienser:

1: L(ẋ) = sL(x) − x(0)

2: L(ẍ) = sL(ẋ) − ẋ(0) = s2L(x) − sx(0) − ẋ(0)

3: L(t) = 1
s2

4: L(δ(t− 1)) = e−s

5: L (u(t− a)x(t− a)) = e−asX(s)

6: L (eatx(t)) = X(s− a)

Oppskrift:

1: Vi omvender hele greia, bruker 1, 2 og 4, og får

X(s) = e−s

s2 + 4s+ 4 .

2: Nå kombinerer vi 3 og 6 og observerer at

L(te−2t) = 1
(s+ 2)2

3: Til slutt bruker vi 5 og ser at

L
(
u(t− 1)(t− 1)e−2(t−1)

)
= e−s

(s+ 2)2

4: slik at x(t) = u(t− 1)(t− 1)e−2(t−1).
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Oppgave 9 La {v1,v2, · · · ,vn} være en ortogonal vektormengde som ikke
inneholder nullvektoren, og la (·, ·) være indreproduktet de er innbyrdes ortogonale
med hensyn på. De er lineært uavhengige dersom likningen

c1v1 + c2v2 + · · · + cnvn = 0

impliserer
c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Vi tar indreproduktet av den øverste likningen med v1. På venstresiden får vi(
n∑

k=1
ckvk,v1

)
=

n∑
k=1

ck (vk,v1) = c1 (v1,v1)

og på høyresiden får vi
(0,v1) = 0

Vi vet at v1 ikke er nullvektoren, og da gir det andre aksiomet for indreprodukt
at (v1,v1) > 0, slik at c1 = 0 er eneste mulighet. Dette resonnementet kan gjentas
for alle ck, og dermed ser vi at c1 = c2 = · · · = cn = 0.

Oppgave 10 En generell projeksjonsmatrise P er definert ved likningen

P = P 2.

La λ være egenverdien til egenvektoren x. Vi beregner

λx = Px = P 2x = λ2x

slik at (
λ− λ2

)
x = 0.

Siden nullvektoren ikke klassifiserer som egenvektor, må vi ha

λ− λ2 = λ (1 − λ) = 0

altså at λ = 1 eller λ = 0.


